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Foreword 


本 书 是 清华 大 学 出 版 社 组 织 编写 的 土木 工程 专业 系列 规划 教材 之 一 。 

作者 结合 长 期 从 事理 论 力学 课程 教学 的 经 验 与 体会 ,按照 教育 部 高 等 学 校 力 学 教学 指 
导 委 员 会 制定 的 最 新 版 (理论 力学 课程 教学 基本 要 求 )(A 类 ) ,参照 国内 外 理论 力学 及 工程 
力学 的 经 典 教材 组 织 编写 了 这 本 理论 力学 教材 。 该 教材 具有 如 下 一 些 特点 。 

(1) 采用 了 经 典 的 理论 力学 的 框架 体系 ( 即 : 静 力 学 一 运动 学 一 动力 学 ) ,主要 是 考虑 到 
很 多 理论 力学 教师 习惯 了 这 种 体系 结构 。 但 在 一 些 具体 概念 的 论述 和 内 容 的 选取 上 加 入 了 
作者 的 一 些 体会 。 例 如 ,为 了 区 别传 统 教材 中 的 动能 定理 中 的 理想 约束 和 虚 位 移 原理 中 的 
理想 约束 的 概念 ,在 动能 定理 中 使 用 了 无 功 约束 的 概念 ; 在 运动 学 部 分 ,给 出 了 证 明 速度 合 
成 定理 的 一 种 新 方法 ,而 不 是 用 传统 的 几何 方法 证 明 。 实 践 证 明 , 这 种 方法 对 于 加 速度 的 证 
明 有 很 好 的 铺垫 作用 ,总 体 上 节约 了 课时 。 

(2) 将 约束 .自由 度 .广义 坐标 等 概念 置 于 运动 学 的 开端 进行 介绍 , 既 满足 了 运动 学 的 
需要 ,也 满足 了 动力 学 和 分 析 力 学 的 需要 。 

(3) 充分 考虑 到 土建 类 专业 的 后 续 课 程 及 进一步 学 习 的 需要 ,在 圳 括 理论 力学 课程 教 
学 基本 要 求 (A 类 ) 中 的 内 容 之 外 ,也 选取 了 一 些 专题 部 分 的 内 容 , 例 如 ,分 析 动 力学 ( 含 第 
一 类 和 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 .哈密 尔 顿 原理 等 ) 碰撞、 离散 系统 的 振动 .质点 相对 运动 动力 
学 等 内 容 ; 同时 还 在 静 力 学 中 增加 了 甚 索 、 在 运动 学 中 增加 了 绕 平 行 轴 转 动 的 合成 等 内 容 。 

(4) 对 一 些 教学 的 重点 、 难 点 等 内 容 加 入 了 作者 的 理解 或 处 理 方法 ,引用 了 作者 的 一 些 
教学 研究 成 果 。 例 如 ,摩擦 力 、 摩 擦 角 概念 的 引入 ,多 接触 面 摩擦 静 力 学 问题 的 求解 ,复杂 虚 
位 移 之 间 关 系 的 建立 ,动力 学 中 由 于 摩擦 引起 的 非 线 性 及 多 解 性 等 。 

(5) 提供 了 较 多 的 典型 例题 .思考 题 和 习题 。 思 考题 中 包含 较 多 的 选择 题 和 判断 题 ,是 
为 了 强调 力学 的 一 些 重要 概念 而 设置 的 ,作者 认为 力学 的 学 习 重 在 对 基本 概念 和 基本 结论 
的 理解 ,避免 将 学 生 培 养 成 只 会 按照 一 个 固定 流程 做 题 的 机 器 。 这 些 思考 题 和 习题 ,或 难 或 
易 , 但 都 需要 掌握 好 理论 力学 的 概念 和 定理 才能 解答 ,做 一 定数 量 的 题目 对 掌握 理论 力学 具 
有 很 重要 的 作用 。 

(6) 通过 说 明 .评注 .思考 等 环节 ,加 强 对 理论 力学 的 概念 、 定 理 或 解 题 方 法 等 内 容 的 阐 
述 , 对 读者 学 习 中 经 常 遇 到 的 困难 和 解 题 注意 事项 等 进行 引导 ,以 增强 其 思维 能 力 以 及 提出 
和 分 析 问 题 的 能 力 ,力求 做 到 知识 与 能 力 协调 发 展 ,理论 与 实际 相 结合 。 作 者 相信 ,只 有 不 


断 提出 新 的 问题 ,才能 激发 学 习 兴 趣 ,学 好 理论 力学 。 

(7) 为 控制 篇 幅 , 并 为 读者 提供 更 多 学 习 材 料 , 本 书 大 量 采用 二 维 码 ,将 部 分 例题 .正文 
和 习题 的 解答 过 程 利用 二 维 码 的 方式 提供 给 读者 ,在 使 用 习题 的 解答 时 建议 读者 先 独自 完 
成 ,再 扫 码 核对 。 

(8) 为 便于 读者 了 解 自己 的 学 习 程度 ,本 书 根据 不 同 课时 精 选 了 一 些 试题 ,编辑 成 6 套 
模拟 试题 。 对 于 少 课时 (36 一 48) 的 理论 力学 课程 ,可 以 参考 试题 (一 ) 和 试题 (二 ); 对 于 中 
课时 (52 一 64) 的 理论 力学 课程 ,可 以 参考 试题 (三 ) 和 试题 (四 ); 对 于 多 课时 (72 一 84) 的 理 
论 力学 课程 ,可 以 参考 试题 (五 ) 和 试题 (六 )。 这 些 试题 有 难 有 易 , 可 以 作为 考 前 复习 使 用 。 
对 于 考研 的 同学 而 言 ,模拟 试题 (五 ) 和 试题 (六 ) 基 本 覆盖 了 国内 所 有 高 校 理 论 力学 考研 大 
纲 的 范围 。 通 过 这 些 试题 ,学 生 可 以 很 好 地 了 解 自己 对 理论 力学 知识 的 掌握 程度 。 这 些 试 
题 均 给 出 解答 过 程 , 供 读者 学 习 参 考 。 

(9) 为 了 方便 教师 授课 ,提供 不 同 课时 的 大 纲 、 教 学 进度 表 、 授 课 使 用 的 PPT 课件 等 教 
学 文件 。 

本 书 由 苏 振 超 主编 , 薛 艳 霞 、. 刘 丽 丽 副 主 编 。 全 书 由 苏 振 超 负责 规划 、 组 织 并 统 稿 。 苏 
振 超编 写 绪论 部 分 , 刘 丽 丽 编写 第 16 章 及 对 应 的 习题 二 维 码 内 容 , 薛 艳 霞 编写 第 1 一 15 章 、 
附录 .思考 题 和 习题 答案 及 除 第 16 章 外 其 他 所 有 二 维 码 内 容 。 在 教材 编写 中 ,作者 参考 了 
很 多 国内 外 优秀 理论 力学 或 工程 力学 教材 ,在 此 向 这 些 著作 的 作者 们 致 以 谢意 ! 本 书 作者 
对 所 在 学 校 的 领导 和 同事 给 予 的 指导 和 帮助 表示 感谢 。 感 谢 清 华 大 学 出 版 社 秦 娜 编辑 和 赵 
从 棉 编 辑 所 付出 的 辛勤 工作 。 

限于 作者 的 水 平 , 书 中 定 有 玖 漏 或 错误 之 处 , 敬 请 读者 批评 指正 。 


作者 
2019 年 3 月 20 日 
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' 学 的 内 突 
0.1 理论 力学 的 内 容 


理论 力学 是 以 牛顿 运动 定律 为 基础 演化 ,发 展 而 成 的 力学 知识 体系 ,故常 称 为 牛顿 力学 
或 经 典 力学 ,研究 质点 、 质 点 系 或 物体 在 力 的 作用 下 作 机 械 运动 的 基本 规律 。 

机 械 运动 是 物体 在 空间 的 位 置 随时 间 的 变化 ,是 所 有 运动 形式 中 最 简单 的 一 种 。 例 如 
建筑 物 的 振动 .机 器 的 运转 、 大 气 和 河水 的 流动 .车 辆 的 行驶 、 人 造 卫 星 和 宇宙 飞船 的 运行 
等 ,都 是 机 械 运动 。 所 谓 力 ,是 指 质点 、 质 点 系 或 物体 之 间 的 相互 机 械 作 用 ,这 种 作用 使 质 
点 ,质点 系 或 物体 的 运动 状态 发 生 改 变 。 理 论 力学 研究 力 与 机 械 运动 改变 之 间 的 一 般 规律 。 
平衡 (例如 物体 相对 于 地 球 处 于 静止 、 匀 速 直 线 运 动 的 状态 ) 作 为 机 械 运动 的 一 种 特殊 情况 ， 
也 是 理论 力学 的 研究 内 容 之 一 。 但 必须 指出 ,在 宇宙 中 没有 绝对 的 平衡 ,一 切 平衡 都 是 相对 
的 和 暂时 的 。 

理论 力学 研究 的 内 容 是 远 小 于 光速 的 宏观 物体 的 机 械 运动 ,以 牛顿 基本 定律 为 基础 , 属 
于 经 典 力学 的 范畴 。 由 于 质点 和 质点 系 是 力学 研究 的 最 基本 的 物质 模型 ,因此 ,从 知识 体系 
上 讲 , 理 论 力学 中 的 力学 定律 .定理 和 基本 方程 适用 于 其 他 所 有 力学 分 支 , 是 整个 力学 的 重 
要 基础 。 学 习 理 论 力学 是 学 习 和 研究 力学 的 起 点 。 用 经 典 力学 来 解决 相关 问题 ,不 仅 方便 ， 
而 且 能 够 保证 足够 的 精确 性 ,所 以 经 典 力学 仍 有 很 大 的 实用 意义 ,并 且 随 着 新 问题 的 不 断 出 
现 还 在 不 断 地 发 展 着 。 

理论 力学 也 是 工科 大 学 生 的 一 门 重要 技术 基础 课 。 它 为 学 习 一 系列 后 续 力 学 和 专 
业 课 程 ,如 材料 力学 、 机 械 原理 、 机 械 设计 、 流 体力 学 、 弹 塑性 力学 和 振动 力学 等 提供 基 
础 ,这 些 课程 中 的 理论 推导 和 计算 ,都 需要 经 常用 到 本 课程 的 基本 原理 和 方法 。 同 时 ， 
理论 力学 知识 也 是 许多 新 兴学 科 的 研究 基础 。 现 代 科 学 技术 的 发 展 , 使 理论 力学 的 研 
究 内 容 渗 透 到 其 他 科学 领域 ,形成 了 一 些 新 兴学 科 , 例 如 ,多 体 动力 学 、 运 动 生物 力学 、 
纳米 力学 、 爆 炸 力 学 、 电 磁 流 体力 学 等 。 总 之 ,为 了 探索 新 的 科学 领域 ,必须 打下 坚实 


的 理论 力学 基础 。 
本 书 内 容 包括 静 力学 .运动 学 ,动力 学 .专题 共 4 篇 。 


0.2 理论 力学 的 研究 方法 
~ 
1. 工程 实际 问题 的 简化 


在 工程 实际 问题 中 ,所 考察 的 物体 复杂 多 样 , 即 使 是 同一 类 型 的 问题 ,其 受 力 状况 也 不 
尽 相同 。 为 便于 研究 , 需 将 工程 实际 问题 进行 简化 ,以 得 到 合理 的 力学 模型 ,再 在 此 基础 上 
做 进一步 的 计算 和 分 析 。 将 一 个 实际 问题 抽象 为 合理 的 力学 模型 并 不 容易 ,需要 在 实践 中 
锻炼 并 不 断 提高 这 方面 的 能 力 。 一 般 来 说 ,工程 实际 问题 可 从 三 方面 加 以 简化 : 物体 的 几 
何 尺寸 .受到 的 约束 和 承受 的 荷载 ( 力 )。 

在 简化 过 程 中 ,因为 要 略 去 一 些 次 要 因素 ,必然 包含 着 某 种 近似 性 。 例 如 , 当 某 些 尺 十 
远 小 于 其 他 有 关 尺 十 时 可 忽略 不 计 , 在 微小 面积 上 的 力 可 看 作 集中 力 ,接触 面 很 光滑 或 经 过 
充分 润滑 时 可 不 计 摩 擦 等 。 究 竟 哪 些 因素 可 以 看 作 次 要 因素 而 略 去 ,与 问题 的 性 质 及 其 精 
确 度 有 关 。 例 如 ,在 研究 一 般 抛 射 运动 时 ,将 抛射 体 作 为 质点 看 待 , 且 只 计 重力 而 不 计 空 气 
阻力 ,得 到 的 结果 是 可 用 的 ; 但 在 研究 远 射程 炮弹 的 运动 时 ,如 果 作 同样 的 假设 , 则 炮弹 可 
能 偏离 射击 目标 。 另 一 方面 ,如 果 对 实际 存在 的 一 些 因素 ,不 分 主 次 ,全 部 计 入 ,看 起 来 似乎 
是 符合 实际 ,但 结果 可 能 使 问题 无 法 求解 ,或 者 虽 能 求解 ,但 困难 极 大 ,费时 费力 ,而 实际 工 
作 中 并 不 需要 这 样 高 的 精确 度 。 所 以 ,对 一 个 具体 问题 ,在 抽象 成 为 力学 模型 时 ,可 作 哪 些 
近似 假设 ,可 忽略 哪些 因素 ,必须 深入 分 析 ,力求 合理 , 既 要 满足 实际 要 求 , 又 必须 在 数学 计 
算 上 方便 可 行 。 

有 关 工 程 实际 问题 的 简化 方法 将 在 本 书 有 关 章 节 中 进一步 叙述 ,下 面 介绍 由 实际 问题 
抽象 而 得 到 的 质点 、 刚 体 和 质点 系 三 种 力学 模型 。 

(1) 质点 ”如 果 一 个 物体 的 大 小 和 形状 对 所 讨论 的 问题 无 关 紧 要 ,可 以 忽略 不 计 , 而 只 
需 考虑 其 质量 , 即 可 将 该 物体 视 为 只 有 质量 而 没有 大 小 的 点 , 称 为 质点 。 

(2) 刚体 ”刚体 是 指 物体 的 大 小 和 形状 对 所 讨论 的 问题 来 说 ,不 能 忽略 ; 但 受到 力 的 
作用 时 ,大 小 和 形状 都 保持 不 变 , 不 发 生变 形 。 刚 体 在 实际 工程 中 是 不 存在 的 ,因为 任何 物 
体 受 力 后 都 将 或 多 或 少 地 发 生变 形 。 但 在 许多 情况 下 ,在 研究 物体 的 平衡 或 运动 时 ,变形 只 
是 次 要 因素 ,可 以 忽略 不 计 , 因 此 可 将 物体 视 为 刚体 。 

(3) 质点 系 ”质点 系 是 相互 间 有 一 定 联 系 的 有 限 或 无 限 多 质点 的 总 称 。 刚 体 可 以 
认为 是 不 变形 的 质点 系 。 由 若干 个 刚体 组 成 的 系统 称 为 刚体 系统 .有 时 也 称 为 物体 
系统 。 

上 述 几 种 理想 的 力学 模型 ,都 是 客观 存在 的 实际 物体 的 科学 抽象 ,它们 并 不 特 指 某 些 具 
体 物体 ,而 是 概括 了 各 种 物体 。 不 论 物 体 是 金属 、 木 质 、 混 凝 土 或 其 他 材料 ,也 不 论 是 土建 、 
水 利 工程 中 的 建筑 物 构 件 或 机 械 零 部 件 , 在 研究 它们 的 平衡 或 运动 时 ,都 可 将 其 看 作 上 述 几 
种 模型 之 一 来 加 以 考察 (需要 考虑 变形 者 除外 ) ,原则 上 并 无 差别 。 这 是 人 们 认识 深化 的 结 
果 , 也 表明 了 理论 的 普遍 意义 。 


2. 理论 力学 的 研究 方法 


科学 研究 的 过 程 ,就 是 认识 客观 世界 的 过 程 ,任何 正确 的 科学 研究 方法 ,一 定 要 符合 辩 
证 唯物 主义 的 认识 论 。 理 论 力学 的 研究 和 发 展 也 必须 遵循 这 个 正确 的 认识 规律 。 

(1) 通过 观察 生活 和 生产 实践 中 的 各 种 现象 ,进行 无 数 次 的 科学 实验 ,经 过 分 析 、 综 合 
和 归纳 ,总 结 出 力学 最 基本 的 概念 和 规律 ,如 力 和 力矩 的 概念 ,加 速度 的 概念 等 。 

(2) 在 对 事物 进行 观察 和 实验 的 基础 上 ,通过 抽象 建立 力学 模型 。 客 观 事物 总 是 复杂 
多 样 的 , 当 得 到 大 量 来 自 实践 的 资料 之 后 ,必须 根据 所 研究 的 问题 的 性 质 , 抓 住 主要 的 ,起 决 
定 作 用 的 因素 , 撤 开 次 要 的 、 偶 然 的 因素 ,深入 事物 的 本 质 , 了 解 其 内 部 联系 ,这 就 是 力学 中 
普遍 采用 的 抽象 化 方法 。 例 如 ,在 某 些 问题 中 忽略 实际 物体 受 力 后 的 变形 ,得 到 刚体 的 模 
型 ; 在 另 一 些 问题 中 则 忽略 物体 的 大 小 和 形状 ,得 到 质点 的 模型 等 。 一 个 物体 究竟 应 当 作 
为 质点 还 是 作为 刚体 看 待 ,主要 取决 于 所 讨论 问题 的 性 质 , 而 不 取决 于 物体 本 身 的 大 小 和 形 
状 。 即 使 同一 个 物体 ,在 不 同 的 问题 里 , 随 着 问题 性 质 的 不 同 , 有 时 应 作为 质点 ,有 时 则 应 作 
为 刚体 。 例 如 ,地 球 半 径 为 6370 km, 当 研究 其 在 绕 太 阳 公 转 的 轨道 上 的 运行 规律 时 ,可 以 
将 其 看 作 质点 ; 当 考 察 其 自转 时 ,就 必须 将 其 看 作 刚 体 。 而 研究 地 震波 的 传播 时 ,就 必须 将 
其 视 为 变形 体 。 

(3) 在 建立 力学 模型 的 基础 上 ,从 基本 定律 出 发 ,用 数学 演绎 和 逮 辑 推理 的 方法 ,得 
出 正确 的 具有 物理 意义 和 实用 价值 的 定理 和 结论 ,并 应 用 它们 指导 实践 ,推动 生产 力 的 
发 展 。 

从 实践 到 理论 ,再 由 理论 回 到 实践 ,通过 实践 进一步 补充 和 发 展 理论 ,然后 再 回 到 实践 ， 
如 此 循环 往复 ,每 一 个 循环 都 在 原来 的 基础 上 提高 一 步 。 和 所 有 的 科学 一 样 ,理论 力学 也 是 
沿 着 这 条 道路 不 断 向 前 发 展 的 。 


SS = PE 二 ~ 
0.3 理论 力学 的 学 习 方 法 


在 工科 院 校 的 许多 专业 中 ,理论 力学 是 一 门 理论 性 较 强 的 技术 基础 课 , 与 工程 技术 的 联 
系 比较 密切 。 但 理论 力学 的 学 习 有 它 自 身 的 一 些 特点 ,特别 是 其 迎 辑 严密 ,知识 点 多 ,题目 
变化 多 样 , 一 题 多 解 等 ,是 构成 不 少 同 学 学 习 理 论 力学 的 障碍 。 所 以 为 了 更 好 地 学 习 理论 力 
学 , 需 掌握 一 定 的 学 习 方法 。 

第 一 ,要 不 断 培养 学 习 兴趣 。 理 论 力学 中 的 很 多 问题 都 来 自 实践 ,要 努力 看 透 问题 的 物 
理 实质 ,并 将 实际 的 问题 翻译 成 力学 问题 ,不 断 增加 学 习 力 学 课程 的 源 动力 。 

第 二 ,应 注意 理论 力学 的 研究 方法 。 即 对 每 一 章 讨论 的 问题 ,应 搞 清楚 问题 的 含义 、 解 
决 问题 的 思路 及 关键 环节 ,将 音 与 章 之 间 、 节 与 节 之 间 的 知识 点 系统 化 。 

第 三 ,对 于 具体 的 学 习 内 容 , 应 理解 概念 , 记 住 结论 ,掌握 方法 ,灵活 解 题 。 理 论 力学 
中 的 多 数 习题 中 ,应 做 到 举一反三 , 触 类 旁 通 ,灵活 解 题 , 以 最 少 的 计算 过 程 获得 正确 的 
解答 ,同时 注意 一 题 多 解 ,在 解 题 过 程 中 ,体会 各 个 定理 之 间 的 联系 ,不 断 培养 解决 问题 
的 能 

第 四 ,要 用 系统 的 观点 看 待 理 论 力学 问题 。 学 习 理 论 力学 ,要 注意 系统 的 方法 。 例 如 ， 


力 系 、 物 体系 统 等 均 为 一 个 系统 。 一 个 系统 应 有 这 个 系统 所 独 有 的 特征 及 其 范围 。 例 如 ,一 
个 力 系 有 该 力 系 的 不 变量 ; 一 个 物体 系统 或 一 个 物体 的 子 系统 ,其 内 力 和 外 力 具 有 相对 性 ; 
一 些 物 理 量 与 系统 内 力 的 无 关 性 等 。 需 要 在 学 习 过 程 中 仔细 揣摩 。 

总 之 ,只 要 学 习 目 的 明确 ,学 习 方 法 正确 ,上 课 认 真 听 讲 , 课 下 及 时 复习 ,独立 完成 作业 ， 
坚持 不 懈 , 自 强 不 息 , 就 一 定 能 学 好 理论 力学 。 


静 力 学 


静 力学 的 任务 是 研究 力 系 的 简化 与 平衡 规律 。 

力 系 指 作用 在 物体 上 的 一 组 力 ,所 谓 简化 是 指 用 一 组 最 简单 的 力 系 代 替 给 定 的 力 系 , 同 
时 保持 对 物体 的 作用 效果 不 变 。 或 者 说 : 用 最 简单 的 等 效力 系 代替 给 定 力 系 。 

平衡 规律 这 里 指 平衡 条 件 , 即 物体 平衡 时 作用 于 物体 上 的 力 系 所 应 满足 的 条 件 。 显 然 ， 
力 系 简化 是 寻找 力 系 平衡 条 件 的 简捷 途径 ,但 力 系 简化 的 应 用 不 仅 限于 静 力 学 ,在 动力 学 
中 ,研究 在 给 定 力 系 作用 下 物体 如 何 运 动 时 , 力 系 简化 同样 重要 。 力 系 平衡 条 件 可 用 于 计算 
结构 物 在 荷载 作用 下 的 内 力 或 所 受 的 支承 力 , 以 便 为 结构 的 设计 提供 依据 ,因而 在 工程 上 应 
用 得 十 分 广泛 。 

物体 静止 或 作 匀 速 直线 运动 时 称 物体 处 于 平衡 状态 。 静 止 、. 运 动 都 是 相对 某 一 参考 坐 
标 系 而 言 的 。 在 静 力 学 中 ,通常 将 与 地 球 相 固 结 的 坐标 系 取 作 参考 坐标 系 。 因 为 对 一 般 工 
程 而 言 , 地 球 坐 标 系 已 是 一 个 相当 精确 的 惯性 坐标 系 。 物 体 平 衡 时 ,其 上 作用 的 力 系 应 满足 
平衡 条 件 , 但 反之 却 不 一 定 。 静 力学 主要 研究 作用 在 刚体 上 的 力 系 简化 与 平衡 问题 ,但 并 不 
是 说 对 其 他 力学 模型 不 适用 。 在 考虑 到 其 他 模型 的 物理 特性 条 件 下 , 静 力 学 中 由 刚体 得 出 
的 结论 也 可 以 推广 ,因此 静 力 学 的 适用 范围 十 分 广泛 ,并 成 为 许多 后 续 课 程 的 基础 。 

静 力 学 篇 是 演绎 性 很 强 的 篇 章 , 即 从 几 条 公理 出 发 ,可 以 推导 出 全 部 静 力 学 理论 。 明 确 
这 一 点 是 有 益 的 ,因为 静 力 学 处 理 的 一 些 问题 与 日 常生 活 比 较 接 近 , 初 学 者 往往 容易 凭借 片 
面 的 感性 知识 处 理 问 题 ; 而 静 力 学 的 演绎 性 强调 理论 证 明 , 因 而 有 助 于 初学 者 增强 应 用 正 
确 理论 的 意识 。 

本 篇 包括 第 1 一 4 章 , 主 要 基于 力 、 力 对 点 的 和 矩 矢 、 力 偶 答 矢 等 这 些 矢量 的 讨论 ,分 析 物 
体 及 物体 系统 在 已 知 力 作用 下 的 平衡 问题 , 故 称 矢量 静 力 学 或 几何 静 力 学 。 第 8 章 的 分 析 
静 力学 一 章 也 是 讨论 的 静 力学 问题 ,但 使 用 的 是 数学 分 析 方法 ,基于 动力 学 中 功 的 概念 对 系 
统 的 静 力 平衡 及 平衡 位 置 的 稳定 性 进行 讨论 , 故 将 其 归 入 动力 学 篇 。 


静 力 学 基础 及 物体 的 受 力 分 析 


1.1 力 及 力 系 


i, 全 为 
1. 力 的 概念 


力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作 用 , 它 使 物体 的 机 械 运动 状态 发 生 改 变 和 使 物体 产生 变形 。 
前 者 称 为 力 的 运动 效应 或 外 效应 ,后 者 称 为 力 的 变形 效应 或 内 效应 。 刚 体 静 力学 只 限于 研 
究 刚 体 ,不 考虑 物体 的 变形 ,只 涉及 力 的 外 效应 ,而 力 的 内 效应 将 在 后 续 各 章 变 形体 力学 中 
研究 。 
力 对 物体 的 作用 效应 取决 于 力 的 大 小 ,方向 和 作用 点 。 这 三 者 称 为 力 的 三 要 素 。 力 的 
大 小 表示 物体 相互 间 机 械 作 用 的 强 弱 程度 。 在 国际 单位 制 中 ,以 “N”( 牛 顿 ) 或 “kN”( 千 牛 ) 
作为 力 的 单位 。 力 的 方向 表示 物体 间 的 相互 机 械 作 用 具有 方向 性 , 它 包含 力 的 作用 线 在 空 
间 的 方位 和 力 沿 其 作用 线 的 指向 两 个 因素 。 力 的 作用 点 是 抽象 化 的 物体 间 相互 机 械 作 用 位 
置 。 空 际 上 物体 相互 作用 的 位 置 并 不 是 一 个 点 ,而 是 物体 的 一 部 分 面积 或 体积 。 如 果 这 个 
作用 面积 或 体积 与 物体 的 几何 尺寸 相 比 很 小 ,可 以 忽略 不 计 , 则 可 将 其 抽象 为 一 个 点 , 称 为 
力 的 作用 点 ,作用 于 该 点 的 力 则 称 为 集中 力 ;反之 , 当 力 的 作用 面积 或 
体积 不 能 忽略 时 , 则 称 该 力 为 分 布 力 , 如 重力 ,水 压力 等 。 分 布 力 可 视 
为 在 作用 区 域内 无 穷 多 个 微小 集中 力 的 集合 。 

由 力 的 三 要 素 可 知 , 力 是 矢量 ,而 且 是 定位 矢量 ( 即 该 矢量 的 作用 
效果 与 作用 点 的 位 置 有 关 ) 。 在 力学 分 析 中 , 力 矢量 一 般 用 有 向 线段 。 , 
和 字符 两 种 方式 表达 。 如 图 1. 1. 1 所 示 , 有 向 线段 AB 的 长 度 按 一 定 。“ 
比例 尺 表示 力 的 大 小 ,线段 的 方位 和 箭头 的 指向 表示 力 的 方向 ,线段 


图 1.1.1 力 的 表示 


的 起 点 A 或 终点 B 表示 力 的 作用 点 。 线 段 所 在 的 直线 称 为 力 的 作用 线 ( 如 图 中 虚线 所 示 ) 。 
通常 用 黑体 字母 表示 力 矢 量 , 而 普通 字母 F 表示 力 的 大 小 。 


2. 力 的 投影 计算 


已 知 力 与 x 轴 的 夹 角 为 0, 如 图 1. 1.2 所 示 , 则 下 在 直角 坐标 轴 xz、y 上 的 投影 分 
别 为 

下 .一 下 一 Fecosg， 下 ,一 下 .了 一 Fsinb Kiel yy 

力 在 一 个 轴 上 的 投影 是 代数 量 。 在 图 1. 1.2 所 示 直 角 坐 标 系 下 , 力 正 的 分 力 与 其 投影 

之 间 有 下 列 关系 : 

F,=F,i, F,=F,j a 

故 力 下 的 解析 表达 式 可 写 为 

下 一 Fi 十 下 (Ci,l; 六 

其 中 ,i\j 分 别 为 x 、y 轴 的 单位 矢量 。 

若 力 下 在 平面 内 两 正 交 轴 上 的 投影 下, 和 下 , 已 知 , 则 由 式 (1.1.3) 可 求 出 力 的 大 小 

和 方向 余弦 分 别 为 


P= 
Bs 1 (1.1.4) 
cos(F .i) = cos(F.j) pe 

一 般 而 言 , 若 坐标 系 不 是 直角 坐标 系 , 则 上 述 公 式 不 成 立 , 分 力 与 其 投影 之 间 的 关系 
式 (1.1.2) 也 不 成 立 。 

在 空间 问题 中 ,往往 需要 计算 力 在 三 个 正 交 直角 坐标 轴 上 的 投影 。 若 已 知 力 下 与 直角 
坐标 系 Oxyz 三 个 坐标 轴 间 的 夹 角 分 别 为 a、B、Y, 则 力 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 等 于 力 的 
大 小 乘 以 与 各 轴 夹 角 的 余弦 , 即 

-=Fcosa, F,=FcosB, F.,=Fcosy 区 

式 (1.1.5) 所 示 的 方法 称 为 方向 余弦 法 。 当 力 正 与 坐标 轴 Ox 、Oy 间 的 夹 角 不 易 确定 
时 ,可 把 力 正 先 投 影 到 坐标 平面 Orzy 上 ,得 到 力 正 。, ,然后 再 把 这 个 力 投影 到 x 、y 轴 上 。 如 
在 图 1.1.3 中 , 若 已 知 角 0 与 9, 则 力 正 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 

F,=Fsin0cosg 
Be Cu 
F,=Fcos0 


图 1.1.2 平面 直角 坐标 系 中 的 力 图 1.1.3 空间 直角 坐标 系 中 的 力 
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这 种 投影 方法 称 为 二 次 投影 法 。 若 以 下. 、.F, 下 - 分 别 表示 下 沿 直 角 坐 标 轴 z、y、x 的 
正 交 分 量 , 以 i\j K 分 别 表示 沿 x 、y = 坐标 轴 方 向 的 单位 矢量 , 则 


F=F,+F,+F,=Fi+F,j+F.k 多 二 而 
如 果 将 FF 沿 任意 一 轴 投影 ,假设 轴 的 单位 矢量 为 n, 则 有 
F,=F*n (9 0] 


有 时 已 知 力 下 在 空间 直角 坐标 系 中 沿 A (zi,y1;z1) 到 B(xs,ys,zz) 的 方向 , 则 力 F 

的 矢量 表达 式 可 表示 为 
ei (za — TOit (ys — yj zs — zk 全 
(zs — X11) (ys — y1) (zs CO— x1)" 

式 (1.1.8) 的 表示 方法 为 计算 投影 的 点 积 (内 积 ) 法 , 式 (1.1.9) 的 表示 方法 称 为 单位 矢 
量 法 。 有 时 利用 单位 矢量 法 表示 力求 解 有 关 问 题 可 能 会 更 简单 。 

【说 明 】 @ 式 (1.1.9) 中 的 分 式 为 方向 A 一 忆 的 单位 矢量 。 回 由 式 (1.1.9) 可 以 简单 
求 出 空间 的 力 正 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 。 回 在 不 同 的 已 知 条 件 下 ,需要 根据 实际 情况 选择 
应 用 或 过 .区 或 人 16 Xll 1 DR 1.0); 

【 例 1.1.1】 在 图 1.1.4 所 示 水 平 轮 上 的 A 点 作用 一 力 下 ,其 作用 线 与 过 A 点 的 切线 
成 60", 且 在 过 A 点 而 与 轮子 相 切 的 平面 内 。 点 A 与 圆心 0' 的 连 线 与 通过 O' 点 平行 于 
y 轴 的 直线 成 30"。 已 知 : 下 二 1 000 N。 试 求 力 下 在 三 个 坐标 轴 的 投影 。 

【 解 】 按照 二 次 投影 法 ,可 得 


F,=Fecos60"cos30" 一 1 000 Nx 溪 x 433 N 

本 By 和 o 1 | 

F,=—Fecos60 sin30 1000 NX 二 X5 250N 
V3 


F.=—Fsin60"=—1000NX 2 x— 866 N 


【 例 1.1.2】 在 图 1.1.5 所 示 边 长 为 a 的 正方 体 的 B 点 作用 一 力 正 ,其 大 小 为 下, 作 
线 沿 BG 连 线 。 试 求 该 力 正 在 AC 上 的 投影 。 


图 1.1.4 例 1.1.1 图 图 305 全 123 国 
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【 解 】 先 写 出 力 下 的 表达 式 
F=—Fcos45°i+ Fsin45°k 


=—Fi + pk 
i 
n=cos45°j + cos45°k 了 | 2 
则 该 力 F 在 AC 上 的 投影 为 
F,=F .nn 
=( pet re) (2 + x)= (Sr) (Gr)=3F 


【 想 一 想 】 对 于 例 1. 1.2 还 有 没有 其 他 解法 ? 各 有 什么 优点 ? 回 如 何 计算 例 1. 1.2 
中 力 正 在 A 轴 上 的 投影 ? 
【说 明 〗 有 关 矢 量 的 运算 规则 以 及 标准 单位 矢量 之 间 的 运算 性 质 请 见 附 录 A。 


1.1.2 有 关 力 系 的 相关 概念 


力 系 是 一 组 力 的 总 称 。 为 了 深入 分 析 和 讨论 力 系 , 常 将 力 系 按照 力 的 作用 线 分 布 情况 
进行 分 类 。 

如 果 力 系 中 所 有 力 的 作用 线 在 同一 平面 内 ,这 种 力 系 称 为 平面 力 系 。 平面 力 系 又 可 分 为 ， 

(1) 平面 汇 交 力 系 : 指 所 有 的 力 的 作用 线 都 在 同一 平面 内 且 作 用 线 汇 交 于 一 点 的 
力 系 。 

(2) 平面 平行 力 系 : 指 各 力作 用 于 同一 平面 内 \ 力 的 作用 线 相互 平行 的 力 系 。 

(3) 平面 一 般 力 系 : 指 各 力作 用 线 位 于 同一 平面 内 ,但 既 不 是 汇 交 力 系 , 也 不 是 平面 平 
行 力 系 ,又 称 平面 任意 力 系 。 

若 力 系 中 所 有 力 的 作用 线 不 全 在 同一 平面 内 , 则 这 种 力 系 称 为 空间 力 系 。 与 平面 力 系 
一 样 ,也 可 以 把 空间 力 系 分 为 空间 汇 交 力 系 、 空 间 力 偶 系 、 空 间 一 般 ( 任 意 ) 力 系 。 

按照 作用 效果 来 说 , 若 某 两 个 力 系 分 别 作用 于 同一 物体 上 ,其 效应 相同 , 则 这 两 个 力 系 称 为 
等 效力 系 。 如 果 力 系 {Fii Fis，… ,i ) 与 {Fa ,Fw ,FF } 等 效 ,可 记 为 (有 全 
{Fa ,Fwz，…,F,)。 若 某 力 系 作用 在 一 物体 上 ,并 且 该 物体 处 于 平衡 状态 , 则 该 力 系 称 为 平衡 
力 系 。 

【说 明 】 @D 等 效力 系 中 的 效果 , 既 包 含 力 系 的 外 效应 ,也 包含 力 系 的 内 效应 。 回 理论 力学 中 

只 讨论 力 系 的 外 效应 , 即 运动 (包括 静止 ) 效 应 ,例如 ,加 速度 . 角 加 速度 等 ,所 以 力 系 的 等 效 本 质 上 

是 一 个 动力 学 的 概念 。 例 如 ,在 动力 学 篇 第 12 章 达 朗 贝 尔 原理 中 讨论 惯性 力 系 的 等 效 等 。@ 等 
效力 系 具有 可 传 性 。 即 ,如 果 {Fu ,Fy 有 人 (FF ,Fo }, {Fa, Fn, Fy,}O{Fy, 
ssa), 则 {Fi ,Fs si) 今 {Fai ,Fss，…*,Fa)。 等 效力 系 的 可 传 性 是 力 系 简化 与 分 析 的 
基础 。 

若 某 力 系 与 另 一 个 力 等 效 , 则 此 力 称 为 该 力 系 的 合力 ,而 力 系 中 的 那些 力 称 为 该 合力 的 
分 力 。 

求 合 力 的 过 程 称 为 力 的 合成 ,反之 ,将 一 个 力 分 成 几 个 分 力 的 过 程 称 为 力 的 分 解 。 
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1.2 刚体 静 力 学 的 基本 公理 


公理 是 人 们 在 生活 和 生产 实践 中 长 期 积累 的 经 验 总 结 , 又 经 过 实践 反复 检验 ,被 确认 是 
符合 客观 实际 的 最 普遍 、 最 一般 的 规律 。 

公理 1 力 的 平行 四 边 形 法 则 

作用 于 物体 上 同一 点 的 两 个 力 可 以 合成 为 作用 于 该 点 的 一 个 合力 , 它 的 大 小 和 方向 由 
以 这 两 个 力 为 邻 边 所 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 确定 (图 1. 2. 1(a) ) 。 或 者 说 ,合力 矢 等 于 
这 两 个 力 矢 的 几何 和 , 即 


Fr 一下, 十 下 ， (2 
应 用 此 法 则 求 两 共 点 力 合力 的 大 小 和 方向 时 ,也 可 作 一 力 三 角形 。 直 接 将 力 矢 F， 
平移 到 力 矢 F, 的 末端 B, 使 力 和 撩 FF, 的 起 点 与 力 矢 F, 的 终点 重合 ,连接 A 和 C 两 点 ,如 


图 1.2.1(b) 所 示 。 显 然 ,矢量 AC 即 表示 合力 矢 Fs。 这 样 作 图 的 方法 称 为 力 的 三 角形 
法 则 。 由 于 力 三 角形 的 边 长 和 方位 表示 相应 的 力 的 大 小 和 方向 ,所 以 可 以 利用 求解 三 角 
形 的 正弦 定理 和 余弦 定理 求解 力 的 三 角形 ,以 确定 未 知 力 的 大 小 和 方向 。 例 如 ,对 于 
图 1.2.1(b) 所 示 的 力 的 三 角形 , 则 有 


Fr =VFI+ 
中， 二 


F 
一 一 要 证 
sing siny Sin0 


FF 一 2F Focos8 (站 芭 


(a) (b) 
图 1.2.1 两 个 共 点 力 的 合成 


力 的 平行 四 边 形 法 则 是 力 系 简 化 的 基础 ,同时 也 是 力 分 解 的 法 则 。 根 据 它 可 将 一 
个 力 分 解 为 作用 于 同一 点 的 两 个 分 力 。 由 于 用 同一 对 角 线 可 作出 无 穷 多 个 不 同 的 平 
行 四 边 形 ,所 以 若 不 附加 任何 条 件 , 分 解 的 结果 将 不 确定 。 在 具体 问题 中 ,通常 要 求 将 
一 个 力 分 解 为 方向 已 知 的 两 个 分 力 ( 平 面 ) 或 三 个 分 力 (空间 ) ,特别 是 分 解 为 方向 互相 
垂直 的 两 个 分 力 或 三 个 分 力 , 这 种 分 解 称 为 正 交 分 
解 ,所 得 的 两 个 分 力 或 三 个 分 力 称 为 正 交 分 力 。 

公理 2 ”二 力 平衡 公理 

作用 在 同一 刚体 上 的 两 个 力 , 使 刚体 平衡 的 充 要 
条 件 是 : 两 个 力 的 大 小 相等 .方向 相反 , 且 在 同一 直线 五 已 
于 [图 灿 委 区 5 时 图 了 .名 旬 二 为 林 


bh F 


A 
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下 一 一 下 ， 区 :本 必 | 

该 公理 指出 了 作用 在 刚体 上 最 简单 力 系 的 平衡 条 件 ,是 推 证 力 系 平衡 条 件 的 基础 。 需 
要 指出 的 是 ,该 公理 给 出 的 条 件 仅 是 刚体 平衡 的 充 要 条 件 , 对 变形 体 而 言 , 这 个 条 件 不 充分 。 
如 不 计 自 重 的 软 绳 受 两 个 大 小 相等 .方向 相反 的 拉力 作用 可 以 平衡 ,而 受 压力 作用 则 不 能 
平衡 。 

实际 工程 中 , 常 遇 到 仅 在 两 点 受 力作 用 并 处 于 
平衡 的 刚体 ,这 类 刚体 称 为 二 力 体 。 在 结构 分 析 中 
又 称 为 二 力 构件 。 若 二 力 体 为 直 杆 , 则 称 为 二 力 
杆 。 二 力 体 无 论 其 形状 如 何 ,所 受 二 力 必 沿 此 二 力 
作用 点 的 连 线 , 且 等 值 . 反 向 。 如 图 1. 2. 3(a) 所 示 
三 贸 拱 中 ,构件 BC , 若 不 计 自 重 , 则 可 视 为 二 力 构 
件 , 受 力 如 图 1. 2.3(b) 所 示 。 图 1.2.3 三 贸 拱 及 其 受 力 

公理 3 ”加 减 平衡 力 系 公理 

在 作用 于 刚体 的 任意 力 系 上 ,加 上 或 减 去 任意 平衡 力 系 ,不 改变 原 力 系 对 刚体 的 作用 
效应 。 

该 公理 是 研究 力 系 等 效 替换 及 力 系 简化 的 重要 理论 依据 。 它 同样 只 适用 于 刚体 而 不 一 
定 适用 于 变形 体 。 

根据 上 述 公理 可 导出 下 列 推论 ， 

推论 1 力 的 可 传 性 

作用 于 刚体 上 某 点 的 力 可 沿 其 作用 线 移动 到 刚体 内 的 任 一 点 ,而 不 改变 该 力 对 刚体 的 
作用 效应 。 

【证 明 】 在 刚体 上 的 点 A 作用 力 下 ,如 图 1. 2.4(a) 所 示 。 根 据 加 减 平衡 力 系 原理 ,可 在 力 
的 作用 线 上 任 取 一 点 B, 并 加 上 两 个 互相 平衡 的 力 Fl 和 F;, 使 f==F; 二 一 Fi ,如 图 1.2.4(b) 所 
示 。 由 于 力 F 和 F, 也 是 一 个 平衡 力 系 , 故 可 除去 ; 这 样 只 剩 下 一 个 力 F; ,如 图 1. 2.4(c) 所 示 。 
于 是 ,原来 的 这 个 力 下 与 力 系 (F ,Fi,F,) 以 及 力 F, 均等 效 , 即 原来 的 力 下 沿 其 作用 线 移 到 了 
点 B。 


/ / 天 


(a) (b) (ce) 
图 1.2.4 力 的 可 传 性 


由 此 可 见 ,对 于 刚体 来 说 , 力 的 作用 点 已 不 是 决定 力 的 作用 效应 的 要 素 , 它 已 为 作用 线 
所 代替 。 因 此 ,作用 于 刚体 上 的 力 的 三 要 素 是 : 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 。 作 用 于 刚体 上 的 
力 可 以 沿 力 的 作用 线 在 刚体 上 移动 而 不 会 改变 对 刚体 的 作用 效果 ,这 种 矢量 称 为 滑动 矢量 。 
力 的 可 传 性 不 适用 于 变形 体 ,只 适用 于 同一 刚体 , 故 不 能 将 力 沿 其 作用 线 由 一 个 刚体 移动 到 
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另 一 刚体 上 。 

推论 2 三 力 平衡 汇 交 定理 

刚体 在 三 个 力作 用 下 平衡 ,其 中 两 个 力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 , 则 第 三 个 力 的 作用 线 必 过 
此 汇 交 点 , 且 三 力 共 面 。 

【证 明 】 如 图 1.2.5(a) 所 示 , 在 刚体 的 A、B、C 三 点 上 ,分 别 作用 三 个 相互 平衡 的 力 
FF 、F:。 假 设 力 下 和正 ; 的 作用 线 汇 交 于 点 O ,根据 力 的 可 传 性 ,将 力 FF 和 下, 移 到 汇 
交点 O, 可 由 力 的 平行 四 边 形 法 则 ,得 合力 Fi , 即 Fi 全 (Pi ,F:) ,又 因 {F,F,,F;) 为 平衡 
力 系 , 故 力 Fs 应 与 Fi 平衡 。 由 于 两 个 力作 用 下 物体 平衡 时 ,两 个 力 必 须 共 线 , 所 以 力 F， 
必定 与 力 Fl 和 下 , 共 面 , 且 通 过 力 F， 和 F, 的 交点 O。 于 是 定理 得 证 。 


(a) (b) 
图 1.2.5 三 力 平衡 汇 交 


【说 明 】 三 力 平衡 汇 交 定理 只 是 不 平行 三 力 平衡 的 必要 条 件 ,而 非 充 分 条 件 。 常 
用 它 来 确定 平衡 刚体 在 不 平行 三 力作 用 (其 中 两 个 力 的 作用 线 已 知 ) 下 ,未 知 力 的 作用 
线 。 回 对 于 平行 的 三 个 力 , 如 果 将 两 条 作用 线 平行 视 为 交 于 ce (无 穷 远 ) 点, 则 三 力 平衡 
汇 交 定理 一 样 成 立 。 轿 关于 ce 点 有 以 下 性 质 : 四 相同 方向 的 平行 线 交 于 同一 个 co 点 ; 
加 不 同方 向 的 平行 线 交 于 不 同 的 co 点 ; @ 所 有 的 吕 点 共 线 。 这 些 性 质 在 结构 力学 中 也 有 

公理 4 作用 与 反作用 定律 
两 物体 间 相互 作用 的 力 总 是 大 小 相等 .方向 相反 、 沿 同一 直线 ,同时 分 别 作 用 在 这 两 个 
物体 上 。 
这 个 定律 概括 了 物体 间 相 互 作用 的 关系 ,表明 作用 力 和 反作用 力 总 是 成 对 出 现 的 。 由 
于 作用 力 与 反作用 力 分 别 作用 在 两 个 物体 上 ,因此 ,不 能 认为 是 平衡 力 系 。 

公理 5 刚 化 原理 

变形 体 在 某 一 力 系 作用 下 处 于 平衡 ,如 将 此 变形 体 刚 化 为 刚体 ,其 平衡 状态 保持 不 变 。 

这 个 公理 提供 了 把 变形 体 视 为 刚体 模型 的 条 件 ,如 绳索 在 等 值 . 反 向 、 共 线 的 两 个 拉力 
作用 下 处 于 平衡 ,如 将 绳索 刚 化 为 刚体 ,其 平衡 状态 保持 不 变 。 反 之 就 不 一 定 成 立 ,如 刚体 
在 两 个 等 值 ` 反 向 的 压力 作用 下 平衡 , 若 将 它 换 成 绳索 就 不 能 平衡 了 。 

由 此 可 见 , 刚 体 的 平衡 条 件 是 变形 体 平衡 的 必要 条 件 , 而 非 充分 条 件 。 在 刚体 静 力学 的 
基础 上 ,考虑 变形 体 的 特性 ,可 进一步 研究 变形 体 的 平衡 问题 。 

静 力 学 全 部 理论 都 可 以 由 上 述 5 个 公理 推 证 而 得 到 ,这 既 能 保证 理论 体系 的 完整 和 严 
密 性 ,又 可 以 培养 读者 的 逻辑 思维 能 力 。 
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1.3 力矩 力 偶 及 力 偶 和 


1.3.1 力 对 点 的 矩 
1. 平面 力 对 点 的 矩 


力 对 点 的 矩 是 度量 力 使 刚体 绕 此 点 转动 效应 的 物理 量 。 

如 图 1. 3.1 所 示 , 力 下 与 点 O 在 同一 平面 内 ,点 O 称 为 矩 心 ,点 O 到 力 的 作用 线 的 垂 
直上 距离 六 称 为 力 臂 ,在 平面 问题 中 力 对 点 的 矩 的 定义 如 下 : 力 对 点 之 矩 是 一 个 代数 量 , 它 的 
绝对 值 等 于 力 的 大 小 与 力 臂 的 乘积 , 它 的 正 负 可 按 下 法 确定 : 力 使 物体 绕 矩 心 逆 时 针 转 动 
时 为 正 , 反 之 为 负 。 力 下 对 于 点 O 的 矩 以 记号 Mo(F) 表 示 , 即 

Mo (下 ) 一 士 玉 一 士 2SAoaa els 

其 中 SAoas 为 人 OAB 的 面积 。 

【说 了 明 】 淹 断 力 对 短 心 的 转向 ,就 是 假设 矩 心 位置 不 动 ,观察 力 使 物体 绕 答 心 的 转动 方 
向 并 与 时 针 的 转向 比较 ,方向 一 致 为 顺 时 针 转 动 ,方向 相反 为 逆 时 针 转 动 。 

显然 , 力 的 作用 线 通 过 和 矩 心 , 即 力 臂 等 于 零 时 , 它 对 和 矩 心 的 力矩 等 于 零 。 力 矩 的 单位 常 
用 Nm 或 kN.m。 


2. 空间 力 对 点 的 矩 矢 


在 空间 情况 下 , 力 对 点 之 矩 的 转动 效应 由 以 下 三 方面 共同 决定 : 力矩 的 大 小 ,力矩 的 转 
向 和 力矩 作用 面 的 方位 。 这 称 为 空间 力 对 点 之 矩 的 三 要 素 。 这 三 要 素 用 一 个 代数 量 不 能 完 
整 表达 ,必须 用 力矩 矢 Mo (FE) 来 描述 。 即 
Mo(F)=rxF CLD 2 
如 图 1. 3. 2 所 示 ,r 表示 力 F 作用 点 的 矢 径 , 矢 积 r XF 的 模 等 于 力 F 的 大 小 与 力 辟 h 
的 乘积 (或 人 OAB 面积 的 两 倍 ); 其 方位 和 力矩 作用 面 的 法 线 方向 相同 ; 矢量 的 指向 按 右 
手 螺旋 法 则 来 确定 。 上 式 为 力 对 点 的 矩 的 矢 积 表达 式 。 


图 1.3.1 力矩 图 1.3.2 矩 矢 
以 矩 心 O 为 原点 建立 空间 直角 坐标 系 Ozyz ,如 图 1. 3. 2 所 示 , 以 i、j、k 表示 坐标 轴 


Zz、y ,x 的 单位 矢量 。 若 力 的 作用 点 的 坐标 为 A(z ,y.z), 力 下 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 
为 F,、F,、\F., 则 有 


i 天 
Mo(l(F)= rxXF= (xit+yj+zk)X(Fi+F,j+FR)S= |r y z 1.253 
ep ~ 0 
或 
Moath)=(9R, =—2h, NG = Ch = (3 


这 称 为 力 对 点 的 矩 的 解析 表达 式 。 
若 将 力 对 点 的 矩 矢 向 坐标 轴 投 影 , 则 其 投影 的 表达 式 为 
[Mo(F)], 一 >yF. 一 zF， 
en 了 几 :三 坟 ) 
[Mo CF)]. 一 zF, 一 yF。 

【说 明 】 @D 平 面 力 对 点 之 矩 是 空间 力 对 点 之 矩 的 特殊 情况 ,其 计算 公式 可 由 式 (1.3.5) 
推出 ,读者 可 自行 推导 。 回 一 个 科学 概念 的 定义 由 平面 到 空间 (由 特殊 推广 到 一 般 ) 或 由 空 
间 到 平面 (由 一 般 简 化 到 特殊 ) ,必须 相互 协调 。 

力 对 点 的 矩 矢 在 直角 坐标 轴 Z.y\< 上 的 投影 或 在 任意 过 坐标 原点 的 轴 n(n 为 单位 矢 
量 ) 上 的 投影 也 可 用 矢量 混合 积 的 形式 表达 。 若 用 r 表示 自 坐 标 原点 O 到 力 的 作用 点 A 形 
成 的 矢 径 , 则 力 下 对 zx、y、x 轴 以 及 n 轴 的 矩 分 别 为 

人 =(rXF).i 


[Mo(F)J],=(r XF).j (LB 
[Mo(F)].=(rXF).k 
[Mo(F)],=(rxF).n (外 次 


3. 空间 力 对 轴 的 矩 


在 工程 中 ,经 常 遇 到 刚体 绕 定 轴 转 动 的 情形 .为 了 度量 力 对 绕 定 轴 转 动 刚体 的 作用 效 
果 ,必须 了 解 力 对 轴 的 矩 的 概念 。 

如 图 1. 3. 3 所 示 , 为 求 力 对 固定 轴 > 的 
矩 ,将 正 分解 为 下 .和正 。 CF。 称 为 力 F 在 平面 
Oxy 上 的 投影 )。 由 经 验 可 知 ,分 力 F. 对 z 轴 
的 矩 为 零 ; 只 有 分 力 F,, 对 < 轴 有 和 矩 ,大 小 等 于 
力 F,, 对 平面 Oxy 与 > 轴 的 交点 O 的 和 矩 。 现 用 
符号 M。(GF) 表 示 力 下 对 = 轴 的 矩 ,并 定义 用 分 
力 F,, 对 x 轴 的 矩 来 表示 力 正 对 < 轴 的 矩 。 即 

M.(F)=Mo(F,,) (1 28) 

故 力 对 轴 的 矩 的 定义 如 下 : 力 对 轴 的 矩 是 力 使 
刚体 绕 该 轴 转 动 效果 的 度量 ,是 一 个 代数 量 ,其 图 和 3 为 对 和 的 拭 
绝对 值 等 于 该 力 在 垂直 于 该 轴 的 平面 上 的 投影 
对 于 这 个 平面 与 该 轴 的 交点 的 矩 。 其 正 负 号 可 按 右手 螺旋 规则 确定 ,拇指 指向 与 = 轴 一 至 
为 正 ,反之 为 负 。 力 对 轴 的 矩 的 单位 为 N 。m。 

力 对 轴 的 矩 等 于 零 的 情况 : 四 当 力 与 轴 相 交 时 ; 回 当 力 与 轴 平 行 时 。 即 当 力 与 轴 在 同 
一 平面 时 , 力 对 该 轴 的 矩 等 于 零 。 
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力 对 轴 的 矩 也 可 用 解析 表达 式 表 示 。 如 图 1. 3. 3 所 示 , 以 x、y、z 和 下 , 、F,、F, 分 别 表 
示 力 下 的 作用 点 A 的 坐标 和 力 下 在 对 应 坐标 轴 上 的 投影 。 根 据 力 对 轴 的 矩 的 定义 ,可 得 
M-(GF) 一 MoCF。) 王 Mo(CF.) 十 MoCF，) 一 zF, 一 yF。 
力 下 对 x 轴 和 y 轴 之 矩 也 可 类 似 写 出 , 则 力 对 直角 坐标 轴 的 和 矩 的 解析 表达 式 为 
M-CF) 一 yF- 一 =F， 
ype {1.8.0 
M.(F)=zxF,— yF, 
对 比 式 (1. 3.5) 和 式 (1. 3.9), 可 得 如 下 关系 
[Mo(F)], =M,(F)=(r XF) si 
ti ee Le Ee Py [0 
[mocr)]. =M.(F)=(r XF).k 
即 ; 力 对 点 的 矩 矢 在 通过 该 点 的 某 轴 上 的 投影 ,等 于 力 对 该 轴 的 矩 。 这 就 是 力 对 点 的 


和 矩 矢 与 力 对 轴 的 矩 之 间 的 关系 。 
于 是 力 对 点 的 矩 的 解析 表达 式 也 可 写 为 
Mo(F)=M,(F)i+M,(F)j 十 M-(CF)K 013 11) 


【说 明 】 芳 求 一 力 对 任意 一 轴 ( 不 一 定 经 过 坐标 原点 ) 的 矩 , 可 利用 力 对 点 的 和 矩 拓 与 力 
对 轴 的 抵 之 间 的 关系 ,由 式 (1.3.7) 求 得 ,将 坐标 原点 O 改 为 轴 上 的 一 点 O',r 为 该 O' 点 到 
力 的 作用 点 形成 的 失 径 , 求 得 力 对 O' 点 的 矩 失 后 ,将 其 在 该 轴 上 投影 即 可 。 

【 例 1.3.1】 试 分 别 求 例 1. 1. 2 中 力 正 对 = 轴 和 AC 轴 的 矩 ( 图 1.1.5)。 


【 解 】 由 例 1.1.2 知 : Fp——pit pr. 


(1) 先 求 力 F 对 < 轴 的 矩 。 
按 力 对 轴 的 矩 的 定义 可 得 
M.(F)=Fcos45"° 。 a pe 


或 按 公 式 (1. 3.9) 计 算 如 下 


M.(F)=zxF,—yF,.=aXxd0 ax( PE) 
或 利用 力 对 点 的 矩 与 力 对 过 该 点 的 轴 的 矩 的 关系 计算 
才 刘磊 
ads| © 2 | 
ds 6 Wp 
2 2 
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M.(F)=[Mo(F)]. = oF 


(2) 再 求 力 F 对 AC 轴 的 和 矩 。 


AC 方向 的 单位 失 量 : # 一 点 j 二 让。 又， rma 一 oj , 圾 
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MacCF) 一 (ras XF) .n= [5 x\ pi | px)| . (Si | x) 
i NE, YN Val 
Fa (Gt i) (Ei 2 ) aFa 


【说 明 】 力 对 非 坐 标 轴 的 给 用 矢量 混合 积 的 方法 计算 相对 比较 简便 。 


1.3.2 力 偶 及 力 偶 佐 
1. 平面 力 偶 


大 小 相等 .方向 相反 、 作 用 线 平行 的 两 个 力 称 为 力 偶 。 力 偶 是 常见 的 一 种 特殊 力 系 , 例 
如 图 1. 3.4 所 示 的 作用 在 汽车 方向 盘 上 的 两 个 力 。 力 偶 只 能 使 物体 转动 , 它 既 不 能 合成 为 
一 个 力 ,也 不 能 与 单个 力 平衡 或 等 效 。 由 后 面 的 力 偶 系 的 平衡 条 件 可 知 , 力 偶 只 能 与 力 偶 平 
衡 。 力 和 力 偶 是 静 力学 的 两 个 基本 要 素 。 

力 偶 对 物体 的 转动 效应 用 力 偶 矩 度量 。 它 等 于 力 偶 中 力 的 大 小 与 两 个 力 之 间 的 距离 
( 力 偶 臂 ) 的 乘积 , 记 为 M(F ,F“) , 简 记 为 M, 如 图 1.3.5 所 示 , 有 

M 一 土 Fd 全 -32 

力 偶 矩 是 代数 量 。 取 逆 时 针 转 向 为 正 , 反 之 为 负 。 力 偶 矩 的 单位 与 力矩 相同 ,也 是 N，m 

或 kN.m。 
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F 
图 1.3.4 力 偶 图 1.3.5 力 偶 及 力 偶 矩 


如 图 1. 3.6 取 任 一 点 O 为 矩 心 , 则 力 偶 对 该 点 的 矩 为 
Mo(F)+Mo(F’)=F .DO—F’ .EO=F(DO—EO)=Fd 
可 知 ,平面 力 偶 对 平面 内 任 一 点 的 矩 等 于 力 偶 矩 而 与 矩 心 位 置 无 关 。 

力 偶 在 平面 内 的 转向 不 同 , 其 作用 效应 也 不 相同 。 因 此 ,平面 力 偶 对 物体 的 作用 效应 ， 
由 以 下 两 个 因素 决定 : 四 力 偶 矩 的 大 小 ; @ 力 偶 在 作用 平面 内 的 转向 。 

在 同一 平面 内 的 两 个 力 偶 ,如 力 偶 矩 相等 , 则 两 力 偶 等 效 。 由 此 可 得 两 个 推论 : 

(1) 力 偶 可 在 其 作用 面 内 任意 移 转 , 而 不 改变 它 对 物体 的 作用 。 

(2) 只 要 保持 力 偶 矩 不 变 , 可 任意 改变 力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 长 短 ,而 不 改变 力 偶 对 物体 
的 作用 。 
由 此 可 见 , 力 偶 的 臂 和 力 的 大 小 都 不 是 力 偶 的 特征 量 , 只 有 力 偶 矩 是 力 偶 作 用 的 唯一 度 
量 。 今 后 常用 图 1. 3. 7 所 示 的 符号 表示 力 偶 ,M 为 力 偶 的 矩 。 
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图 1.3.6 力 偶 对 平面 内 一 点 的 矩 图 1.3.7 力 偶 的 表示 


2. 空间 力 偶 


空间 力 偶 对 刚体 的 作用 除了 与 力 偶 矩 的 大 小 有 关外 ,还 与 其 作用 面 的 方位 及 力 偶 的 转 
向 有 关 , 如 图 1. 3. 8 所 示 。 假 设 在 一 平面 内 作用 的 力 偶 为 (F ,F"), 则 该 力 偶 对 空间 任意 一 
点 O 的 矩 为 力 F 和 FF 对 O 点 的 矩 矢 之 和 

Mo(F,F’)=raA XF’+rs XF J Dd 

上 式 表明 ,空间 力 偶 对 空间 内 任意 一 点 的 矩 是 矢量 ,并 且 与 矩 心 位 置 无 关 。 称 ras XX 下 
为 力 偶 (GF,F) 的 力 偶 矩 矢 , 记 为 MGCF ,FE , 简 记 为 M。 力 偶 对 物体 的 转动 效应 完全 取决 
于 力 偶 矩 矢 。 从 而 有 


Mo(F,F') 一 M 王 rag XF a 
力 偶 矩 矢 M 的 模 等 于 Fd , 即 : 等 于 力 偶 中 力 的 大 小 与 力 偶 辟 的 乘积 。M 的 方向 垂直 
于 力 偶 所 在 的 平面 ,转向 符合 右手 螺旋 法 则 ,如 图 1. 3.9 所 示 。 


图 1.3.8 力 偶 对 空间 一 点 的 矩 图 1.3.9 力 偶 矩 矢 


既然 力 偶 没有 合力 ,没有 移动 效应 ,而 其 转动 效应 又 完全 取决 于 力 偶 矩 矢 , 于 是 可 知 ， 
如 果 空 间 两 个 力 偶 的 力 偶 矩 矢 相 等 , 则 它们 彼此 等 效 。 

据 此 ,还 可 推论 出 力 偶 的 如 下 两 个 性 质 : 

(1) 只 要 力 偶 矩 矢 保持 不 变 , 力 偶 可 在 刚体 所 占据 的 空间 内 任意 移动 而 不 改变 其 对 刚 
体 的 效应 。 由 此 可 见 , 只 要 不 改变 力 偶 矩 矢 M 的 模 和 方向 ,不 论 将 M 画 在 物体 上 的 什么 
方 , 作 用 效果 都 一 样 , 即 力 偶 是 自由 矢量 。 

(2) 只 要 力 偶 矩 矢 保 持 不 变 , 可 将 力 偶 的 力 和 臂 作 相应 的 改变 而 不 致 改变 其 对 刚体 的 
效应 。 既 然 力 偶 的 力 和 臂 可 相应 改变 ,在 研究 有 关 力 偶 的 问题 时 ,就 只 须 考 虑 力 偶 的 矩 矢 ， 
而 不 必 讨 论 其 力 的 大 小 、 力 臂 的 长 短 。 因 此 ,在 力学 中 和 工程 上 常常 在 力 偶 所 在 的 平面 
内 以 GM 或 UM 来 表示 力 偶 ,其 中 箭头 表示 力 偶 在 平面 内 的 转向 ,M 则 表示 力 偶 矩 矢 的 
夹 本 。 
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1.4 约束 及 约束 反 力 


位 移 不 受 限 制 的 物体 称 为 自由 体 , 如 飞行 的 飞机 和 火箭 等 ,它们 在 空间 的 位 移 不 受 任何 
限制 。 与 自由 体 相反 ,位 移 受 到 限制 的 物体 称 为 非 自 由 体 ,如 机 车 受 铁轨 的 限制 ,只 能 沿 轨 
道 运动 ; 电机 转子 受 轴承 的 限制 ,只 能 绕 轴 线 转动 。 

本 篇 将 对 非 自 由 体 的 某 些 位 移 起 限制 作用 的 周围 物体 称 为 约束 ,例如 ,铁轨 对 于 机 车 ， 
轴承 对 于 电机 转子 ,都 是 约束 。 约 束 阻碍 物体 的 位 移 。 约 束 对 物体 的 作用 ,实际 上 就 是 力 ， 
这 种 力 称 为 约束 反 力 (或 约束 力 )。 因 此 ,约束 反 力 就 是 约束 的 力学 表现 ,约束 反 力 的 方向 必 
与 该 约束 所 能 够 阻碍 的 位 移 方向 相反 。 应 用 这 个 准则 ,可 以 确定 约束 反 力 的 方向 或 作用 线 
的 位 置 。 至 于 约束 反 力 的 大 小 一 般 是 未 知 的 , 随 主动 力 的 大 小 及 方向 的 改变 而 改变 。 在 静 
力学 问题 中 ,约束 反 力 和 物体 受 的 其 他 已 知 力 ( 称 主动 力 ) 组 成 平衡 力 系 , 因 此 可 用 平衡 条 件 
求 出 未 知 的 约束 反 力 。 

下 面 介 绍 几 种 在 工程 中 常见 的 约束 类 型 和 确定 约束 反 力 的 方法 。 


1.4.1 和 柔 索 约束 


细 绳 吊 住 重 物 , 如 图 1.4. 1(a) 所 示 , 由 于 柔软 的 绳索 本 
身 只 能 承受 拉力 ,所 以 它 给 物体 的 约束 反 力 也 只 能 是 拉力 所 
(图 1.4.1(b))。 因 此 ,绳索 对 物体 的 约束 反 力 ,作用 在 接触 a 
点 ,方向 沿 着 绳索 背离 物体 。 通 常用 FF 或 Fr 表示 这 类 约束 
反 力 。 

【注意 】 链条 或 胶带 也 只 能 承受 拉力 。 当 它们 绕 在 轮 
子 上 ,对 轮子 的 约束 反 力 沿 轮 缘 的 切线 方向 。 


(a) (b) 
图 1.4.1 有 柔 索 约束 及 其 约束 力 


1.4.2 光滑 接触 面 约束 


例如 ,支持 物体 的 固定 面 (图 1. 4.2(a))、 吵 合 齿轮 的 齿 面 . 机 床 中 的 导轨 等 , 当 座 擦 忽 
略 不 计时 ,都 属于 这 类 约束 。 
这 类 约束 不 能 限制 物体 沿 约束 表面 切线 的 位 移 , 只 能 阻碍 物体 沿 接触 表面 法 线 并 向 约 
东 内 部 的 位 移 。 因 此 ,光滑 支承 面 对 物体 的 约束 反 力 ,作用 在 接触 点 处 ,方向 沿 接触 表面 的 
公法 线 , 并 指向 受 力 物体 。 这 种 约束 反 力 称 为 法 向 约束 反 力 ,通常 用 FN 表示 。 如 图 1.4.2(Cb) 
所 示 ,一 直 杆 放 在 光滑 圆 槽 内 ,接触 点 A、B 处 的 法 向 约束 反 力 分 别 为 Fva 、Fsa。 

【说 明 】 @D 约 束 力 的 方向 与 约束 力 的 指向 表示 的 意思 不 同 , 约 束 力 的 方向 明确 的 是 力 
的 作用 线 ,指向 不 明 。 例 如 水 平方 向 的 约束 力 表示 该 约束 力 的 方向 为 水 平方 向 ,但 是 指向 左 
或 右 没 有 明确 ; 而 约束 力 的 指向 则 明确 了 约束 力 的 指向 ,例如 铅 重 向 下 的 重力 。 回 一 般 而 
言 , 在 分 析 前 一 般 不 能 确定 约束 力 的 指向 ,只 有 计算 完成 后 才能 确定 其 指向 。 回 为 了 方便 ， 
常常 假设 约束 力 的 指向 (可 能 与 实际 相符 ,也 可 能 不 符 ) ,经 过 分 析 计 算 (利用 静 力 学 平衡 方 
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(a) (b) 


图 1.4.2 光滑 接触 面 约束 及 其 约束 力 


程 或 动力 学 运动 方程 ) 后 , 若 求 得 该 约束 力 的 大 小 为 正 , 则 原 假设 成 立 ; 若 求 得 该 约束 力 的 
大 小 为 负 , 则 原 假 设 不 成 立 , 即 该 约束 力 的 真实 指向 与 假设 的 指向 相反 。 图 以 后 除 柔 索 ( 约 
束 力 的 指向 为 离开 研究 对 象 ) 外 ,其 他 类 型 的 约束 力 的 指向 均 为 假设 指向 ,不 再 更 述 。 


1.4.3 锐 支 座 与 铵 连接 
1. 固定 匀 支 座 


工程 上 支 座 的 作用 是 将 一 个 构件 支承 于 基础 或 另 一 静止 的 物体 上 ,如 将 构件 用 圆柱 形 
光滑 销 钉 与 固定 支 座 连接 ,该 支 座 就 称 为 固定 铵 支 座 ,简称 铵 支 座 。 

如 图 1. 4. 3(a) 所 示 构 件 与 支 座 连接 示意 图 , 销 钉 不 能 阻止 构件 转动 ,也 不 能 阻止 构件 
沿 销 钉 轴线 移动 ,而 只 能 阻止 构件 在 垂直 于 销 钉 轴线 的 平面 内 移动 。 当 构件 有 运动 趋势 时 ， 
构件 与 销 杀 可 沿 任 一 母线 (在 图 上 为 一 点 A) 接 触 。 假 设 销 钉 是 光滑 圆柱 形 的 , 故 可 知 约束 
力 必 作用 于 接触 点 A 并 通过 销 钉 中 心 ,如 图 1. 4. 3(b) 所 示 。 但 由 于 接触 点 A 不 能 预先 确 
定 ,所 以 F 的 方向 实际 是 未 知 的 。 可 见 , 铵 支 座 的 约束 力 在 垂直 于 销 钉 轴线 的 平面 内 , 通 
过 销 钉 中 心 ,方向 不 定 。 如 图 1.4. 3(c) Cd) 所 示 是 铵 支 座 的 常用 简化 表示 法 。 匀 支 座 的 约 
束 力 可 表示 为 一 个 未 知 方向 和 未 知 大 小 的 力 , 见 图 1. 4. 3(e) ,但 这 种 表示 法 在 解析 计算 中 
不 党 采用。 常用 的 方法 是 将 约束 力 表示 为 两 个 互相 垂直 的 力 ,如 图 1.4. 3(f) 所 示 , 这 样 只 
要 确定 了 这 两 个 分 力 的 大 小 ,就 可 以 用 式 (1. 1. 4) 确 定 约束 力 的 大 小 和 方向 。 
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图 1.4.3 固定 铵 支 座 及 其 约束 力 


2. 可 动 铵 支 座 
在 固定 铵 支 座 的 底座 与 支承 物体 之 间 安 装 几 个 可 沿 支承 面 滚动 的 辊 轴 , 就 构成 可 动 贸 


3 第 1 章 ，“ 静 力学 基础 及 物体 的 受 力 分 析 


支 座 ,又 称 辊 轴 支 座 , 如 图 1. 4. 4(a) 所 示 。 其 力学 简 图 如 图 1. 4.4(b)、(c)、(d)、(e) 所 示 。 
这 种 支 座 的 约束 特点 是 只 能 限制 物体 上 与 销 钉 连 接 处 垂直 于 支承 面 方向 的 运动 ,而 不 能 限 
制 物 体 绕 贸 链 轴 转 动 和 沿 支 承 面 运动 。 因 此 ,可 动 贸 支 座 的 约束 力 通 过 贸 链 中 心 并 垂直 于 
支承 面 ,可 用 符号 FA 表示 。 


= 


(b) 
图 1.4.4 可 动 铵 支 座 及 其 约束 力 


(Ce) 


3. 球形 铵 支 座 


构件 的 一 端 做 成 球形 ,固定 的 支 座 做 成 一 球 窝 ,将 构件 的 球形 端 置信 支 座 的 球 窜 内 , 则 
构成 球形 匀 支 座 ,简称 球 铵 ,如 图 1. 4. 5(a) 所 示 。 如 汽车 变速 器 的 操纵 杆 就 是 用 球形 铵 支 
座 固定 的 。 球 形 铵 支 座 的 简化 表示 法 如 图 1.4.5(b) 所 示 。 若 接触 面 是 光滑 的 , 则 球形 匀 支 
座 可 以 限制 构件 离开 球 心 的 任何 方向 的 运动 ,不 能 限制 构件 绕 球 心 的 转动 。 因 此 , 球 贸 的 约 
束 力 必 通 过 球 心 ,但 可 取 空 间 任 何方 向 。 这 种 约束 力 可 用 三 个 相互 垂直 的 分 力 来 表示 ,如 
图 1.4.5(c) 所 示 。 


(a) (b) (ce) 
图 1.4.5 球形 铵 支 座 及 其 约束 力 


4. 匀 连 接 


两 个 构件 用 圆柱 形 光 滑 销 钉 连 接 , 这 种 约 东 称 为 匀 连 接 , 简 称 匀 接 或 匀 结 ,如 图 1. 4. 6(a) 
所 示 ,并 把 连接 件 (光滑 销 钉 ) 称 为 铵 ,图 1.4. 6(b) 所 示 是 铵 连接 的 表示 法 。 销 钉 对 构件 的 约 
束 与 贸 支 座 的 销 钉 对 构件 的 约束 相同 。 因 此 , 贸 链 的 约束 力作 用 在 与 销 钉 轴 线 垂直 的 平面 
内 ,并 通过 销 钉 中 心 , 而 方向 待定 (图 1.4.6(c) 所 示 Fs), 通 常 可 用 其 两 个 未 知 分 力 F,、F， 
表示 (图 1. 4. 6(d))。 
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图 1.4.6 铵 连接 及 其 约束 力 
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如 图 1.4.6(a) 所 示 的 销 钉 A ,将 两 个 物体 连接 在 一 起 ,这 种 铵 称 为 简单 按 ,显然 当 不 
考虑 销 钉 的 质量 时 ,由 作用 力 与 反作用 力 的 关系 可 知 , 销 钉 对 于 两 个 连接 物体 的 作用 力 
大 小 相等 .方向 相反 ,所 以 在 进行 受 力 分 析 时 ,常常 将 销 钉 与 任意 连接 物体 视 为 一 体 考 
虑 ,而 不 再 单独 取出 分 析 受 力 。 故 分 析 简 单 铵 一 般 不 用 单独 分 析 销 钉 ,除非 要 讨论 销 钉 
的 受 力 。 

与 简单 贸 不 同 ,将 连接 三 个 及 其 以 上 的 贸 称 为 复杂 匀 , 如 图 1. 4. 7 所 示 。 因 为 销 钉 连 接 
了 三 个 或 三 个 以 上 的 杆 件 , 故 会 受到 多 个 杆 件 对 销 钉 的 作用 ,这 些 力 之 间 不 再 保持 等 值 ` 反 


向 的 关系 。 故 分 析 复杂 饺 时 ,_- 般 都 要 考虑 销 钉 与 各 个 连接 物 
体 之 间 的 作用 力 。 对 于 只 连接 两 个 物体 的 饺 , 如 果 还 有 外 力作 大 长 


用 在 销 钉 上, 则 将 外 力 的 作用 视 为 一 个 杆 件 的 作用 ,应 按 复杂 
铵 处 理 。 复 杂 铵 是 静 力 学 计算 过 程 中 容易 出 错 的 地 方 ,分 析 时 
需 分 清 施 力 体 和 受 力 体 。 

【说 明 】 连接 n(n 二 2) 个 物体 的 复杂 匀 , 相 当 于 (nn 一 1) 个 
简单 贸 。 


图 1.4.7 复杂 贸 


1.4.4 轴承 

向 心 轴承 对 轴 的 约束 特点 与 固定 贸 支 座 的 约束 特点 相似 ,如 图 1.4.8(a) 所 示 。 故 向 
心 轴承 对 轴 的 约束 力 通 过 轴 心 且 在 与 轴 垂 直 的 平面 上 ,方向 待定 ,通常 用 相互 垂直 的 两 
个 分 力 Fa .FAy 表示 。 其 力学 简 图 及 反 力 如 图 1. 4. 8(b)、(c) 所 示 。 向 心 轴承 又 称 为 径 
向 轴承 。 


Fs 


图 1.4.8 向 心 轴承 及 其 约束 力 


止 推 轴承 可 视 为 由 一 光滑 面 将 向 心 轴承 圆 孔 的 一 端 封闭 而 成 ,如 图 1. 4. 9(a) 所 示 。 它 
可 用 图 1. 4. 9(b) 所 示 力 学 简 图 表示 。 这 种 约束 的 特点 是 能 同时 限制 轴 的 径 向 和 轴 向 (推力 
方向 ) 的 移动 ,所 以 止 推 轴承 的 约束 力 常用 垂直 于 轴 向 和 沿 轴 向 的 三 个 分 力 FA 、Fay 、Fa。 
表示 。 其 力学 简 图 及 反 力 如 图 1. 4. 9(b)、(c) 所 示 。 


(a) (b) 
图 1.4.9 止 扒 轴承 及 其 约束 力 
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1.4.5 固定 端 约束 


固定 端 约束 在 土木 建筑 工程 机械 工程 等 领域 中 应 用 广泛 。 其 作用 是 将 构件 与 基础 或 其 
他 构件 固定 在 一 起 。 如 图 1. 4. 10(a)、(b) 所 示 的 构件 AB 在 A 处 的 约束 就 是 地 面 或 墙壁 对 杆 
件 AB 的 固定 端 约 束 。 固 定 端 约束 的 作用 效果 就 是 使 被 连接 的 两 个 (或 多 个 ) 物 体 在 连接 处 既 
不 能 有 相对 的 任意 移动 ,也 不 能 有 相对 的 转动 。 假 设 作 用 在 杆 件 上 的 主动 力 和 约束 力 均 在 图 
示 平 面 内 ,不 能 有 相对 的 任意 移动 可 用 两 个 相互 垂直 的 分 力 表 示 ,而 不 能 有 相对 的 转动 可 用 一 
集中 力 偶 表示 。 图 1. 4. 10(a) 和 (b) 中 固定 端 A 处 的 受 力图 分 别 如 图 1.4. 10(c) Cd) 所 示 。 
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i 
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图 1.4.10 固定 端 约束 及 其 约束 力 


【说 明 】 @D 若 作用 在 杆 件 上 的 外 力 为 空间 力 系 ,一 般 情 况 下 约束 力也 为 空间 力 系 。 空 
间 的 国定 端 约束 作用 可 用 沿 三 个 坐标 轴 的 分 力 和 绕 三 个 坐标 轴 的 力 偶 表 示 , 除 非 证 明 某 分 
量 为 零 , 一 般 情 况 下 不 能 任意 假设 某 一 分 量 为 零 。 回 在 第 2 章 还 会 根据 力 系 的 简化 结果 分 
析 固 定 端 约束 。 


1.5 物体 的 受 力 分 析 
> 


在 工程 实际 中 ,为 了 求 出 未 知 的 约束 反 力 ,要 确定 构件 受 了 几 个 力 、 每 个 力 的 作用 位 置 
和 力 的 作用 方向 ,这 种 分 析 过 程 称 为 物体 的 受 力 分 析 。 

作用 在 物体 上 的 力 可 分 为 两 类 : 一 类 是 主动 力 , 例 如 ,物体 的 重力 、 风 力 、 气 体 压力 等 ， 
一 般 是 已 知 的 ; 另 一 类 是 约束 对 于 物体 的 约束 反 力 ,为 未 知 的 被 动力 。 

为 了 清晰 地 表示 物体 的 受 力 情况 ,把 需要 研究 的 物体 ( 称 为 受 力 体 ) 从 周围 的 物体 ( 称 为 
施 力 体 ) 中 分 离 出 来 ,这 个 步 又 叫 作 选取 研究 对 象 或 取 隔离 体 (或 分 离 体 )。 然 后 把 施 力 物 体 
对 研究 对 象 的 作用 力 ( 包 括 主动 力 和 约束 反 力 ) 全 部 画 出 来 。 这 种 表示 物体 受 力 的 简明 图 
形 , 称 为 受 力图 。 画 物体 受 力图 是 解决 静 力 学 问题 和 动力 学 问题 的 一 个 重要 步骤 。 

【 例 1.5.1】 如 图 1.5.1(a) 所 示 , 梁 AB 的 一 端 用 铵 链 , 另 一 端 用 柔 索 固定 在 墙 上 ,在 
D 处 挂 一 重 物 ,其 重量 为 P, 梁 的 自重 不 计 。 夯 出 梁 AB 的 受 力图 。 

【 解 】 (1) 取 梁 AB 为 研究 对 象 。 首 先 画 出 主动 力 P。 梁 在 A 处 受 固定 铵 支 给 它 的 约 
束 反 力 作用 ,由 于 方向 未 知 , 可 用 两 个 大 小 未 定 的 正 交 分 力 Fa 和 Fa 表示 ; 解除 柔 索 的 约 
束 , 代 之 以 沿 BC 方向 的 拉力 Fr。 梁 AB 的 受 力图 如 图 1. 5.1(b) 所 示 。 

(2) 再 进一步 分 析 可 知 ,由 于 梁 AB 在 已 .Fr 和 FA 三 个 力作 用 下 平衡 , 故 可 根据 三 力 


图 1.5.1 例 1.5.1 图 


平衡 汇 交 定理 ,确定 贸 链 A 处 约束 反 力 Fs 的 方向 。 点 G 为 力 Frp 和 Fr 作用 线 的 交点 , 当 
梁 AB 平衡 时 ,约束 反 力 FA 的 作用 线 必 通 过 点 G( 图 1. 5.1(c)); 至 于 Fs 的 指向 ,暂且 假 


定 如 图 ,以 后 由 平衡 条 件 确 定 。 
( 


图 如 图 1. 5.1(d) 所 示 。 因 此 ,图 1. 5.1(b) 是 画 受 力图 时 通常 采用 的 方案 。 


Co 


) 如 果 考 虑 梁 的 自重 , 则 梁 上 有 4 个 力作 用 ,无 法 判断 贸 A 处 的 约束 反 力 方向 , 受 力 


【说 明 〗 在 对 物体 进行 受 力 分 析 时 ,如 果 题 目 中 没有 说 明 物 体 的 重量 ,一 般 认为 物体 


的 重量 不 计 。 回 由 于 在 求解 之 前 不 能 确定 约束 力 的 大 小 和 指向 (求解 平衡 问题 力 的 大 


、 和 


指向 将 在 第 3 章 讨论 ) , 故 受 力图 一 般 假 定 一 个 指向 ,如 果实 际 方向 与 假定 相反 , 则 求 得 结果 


为 负 。 


【 例 1.5.2〗 如 图 1. 5.2(a) 所 示 的 三 贸 拱 桥 ,由 左 、 右 两 拱 贸 结 而 成 。 设 各 拱 自 重 不 


计 , 在 拱 AC 上 作用 有 荷载 。 试 分 别 画 出 拱 AC 和 BC 部 分 的 受 力 图 。 


a (b) 
图 1.5.2 例 1.5.2 图 


【 解 】 (1) 先 分 析 BC 部 分 的 受 力 。 


由 于 BC 自重 不 计 , 且 只 在 B、C 两 处 受到 铵 链 约束 ,BC 只 在 Fa 、Fc 二 力作 用 下 平衡 ， 
根据 二 力 平 衡 公理 ,这 两 个 力 必定 沿 同一 直线 , 且 等 值 . 反 向 。 此 可 确定 Fs 和 Fc 的 作用 线 
应 沿 铵 链 中 心 忆 与 C 的 连 线 。BC 为 二 力 构 件 , 一 般 情况 下 ,Fs 与 Fc 的 指向 不 能 预先 判 


定 , 可 先 任 意 假设 二 力 构 件 受 拉力 或 压力 。 这 两 个 力 的 方向 如 图 1. 5. 2(b) 所 示 。 
(2) 取 AC 部 分 为 研究 对 象 。 


由 于 自重 不 计 , 因 此 主动 力 只 有 和 荷载。AC 在 匀 链 C 处 受 有 BC 给 它 的 约束 反 力 ， 


根 
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据 作 用 和 反作用 定律 ,Fe 一 一 Fc。 拱 在 A 处 受 有 固定 铵 支 座 给 它 的 约束 反 力 FA 的 作用 ， 
可 用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fa, 和 Fs, 代替 。 

AC 的 受 力图 如 图 1. 5.2(c) 所 示 。 也 可 根据 三 力 平衡 汇 交 定 理 确定 支 座 A 处 的 反 力 
的 方向 。 

【思考 】 若 左 右 两 半 拱 都 计 入 自重 时 ,各 受 力图 有 何不 同 ? 

【 例 1.5.3】 如 图 1.5.3(a) 所 示 , 梯 子 的 两 部 分 AB 和 AC 在 点 A 贸 结 ,又 在 D、E 两 
点 用 水 平 绳 连接 。 梯 子 放 在 光滑 水 平面 上 ,车 其 自重 不 计 ,. 但 在 AB 的 互 处 作用 一 铝 直 荷 
载 下 。 试 分 别 画 出 绳子 DE 和 梯子 的 AB 、AC 部 分 以 及 整个 系统 的 受 力图 。 

【 解 】 (1) 绳子 DE 的 受 力 分 析 。 

绳子 两 端 D、E 分 别 受到 梯子 对 它 的 拉力 Fp 、Fs 的 作用 (图 1.5.3(b))。 

(2) 梯子 AB 部 分 的 受 力 分 析 。 

在 所 处 受 荷载 F 的 作用 ,在 匀 链 A 处 受 AC 部 分 给 它 的 约束 反 力 Fs 和 Fs, 的 作用 。 
在 点 DD 受 绳子 对 它 的 拉力 Fo (与 Fp 互 为 作用 力 和 反作用 力 )。 在 点 B 受 光 滑 地 面 对 它 的 
法 向 约束 反 力 Fs 的 作用 。 

梯子 AB 部 分 的 受 力图 如 图 1. 5. 3(c) 所 示 。 

(3) 梯子 AC 部 分 的 受 力 分 析 。 

在 铵 链 A 处 受 AB 部 分 对 它 的 作用 力 F4; 和 F4, (分 别 与 Fa 和 Fh, 互 为 作用 力 和 反 
作用 力 ) 。 在 点 巨 受 绳子 对 它 的 拉力 Fs (与 Fe 互 为 作用 力 和 反作用 力 ) 。 在 C 处 受 光 滑 
地 面 对 它 的 法 向 约束 反 力 Fe 。 

梯子 AC 部 分 的 受 力图 如 图 1. 5. 3(d) 所 示 。 


图 1.5.3 例 1.5.3 图 


(4) 整个 系统 的 受 力 分 析 。 

当选 整个 系统 为 研究 对 象 时 ,可 把 平衡 的 整个 结构 刚 化 为 刚体 。 由 于 铵 链 A 处 所 受 的 
力 互 为 作用 力 与 反作用 力 关 系 , 即 Fa 二 一 Fh ,Fa 二 一 Fhy ,绳子 与 梯子 连接 点 D 和 所 
受 的 力也 分 别 互 为 作用 力 与 反作用 力 , 即 ,Fo 一 一 Fo ,Fs 二 一 Fe ,这些 力 都 成 对 地 作用 在 
整个 系统 内 , 称 为 内 力 。 内 力 对 系统 的 作用 效应 相互 抵消 ,因此 可 以 除去 ,并 不 影响 整个 系 
统 的 平衡 , 故 内 力 在 受 力图 上 不 必 画 出 。 在 受 力图 上 只 需 画 出 系统 以 外 的 物体 给 系统 的 作 
用 力 ,这 种 力 称 为 外 力 。 这 里 ,荷载 和 约束 力 Fe 、Fc 都 是 作用 于 整个 系统 的 外 力 。 

整个 系统 的 受 力图 如 图 1. 5. 3(e) 所 示 。 

应 该 指出 ,内 力 与 外 力 的 区 分 不 是 绝对 的 。 例 如 , 当 把 梯子 的 AC 部 分 作为 研究 对 象 
时 ,Fh .Fh 和 Fe 均 属 外 力 ,但 取 整 体 为 研究 对 象 时 ,Fh 、.F%, 和 FE 又 成 为 内 力 。 可 见 ,内 
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力 与 外 力 的 区 分 ,只 有 相对 于 某 一 确定 的 研究 对 象 才 有 意义 。 

【说 明 】 外 在 绘制 整体 (或 子 系 统 ) 的 受 力 图 时 ,应 保证 整体 和 局 部 受 力 的 对 应 , 即 一 个 
力 不 能 在 局 部 的 受 力 指向 与 整体 (或 子 系统 ) 受 力 时 的 指向 相反 。 回 一 般 而 言 , 物 体 的 受 力 
分 析 图 不 是 唯一 的 ,同一 个 物体 完全 可 以 有 不 同 的 受 力 图 。 例 如 本 题 中 ,也 可 以 先 考虑 杆 件 
AC 的 受 力 , 并 根据 三 力 平衡 汇 交 定理 ,确定 销 钉 A 对 杆 件 AC 的 作用 力 , 然 后 再 分 析 其 他 
构件 的 受 力 ,也 是 可 行 的 。 图 同一 物体 可 以 有 不 同 的 受 力图 ,但 只 是 表现 形式 的 不 同 ,在 本 
质 上 是 一 致 的 。 

【 例 1.5.4】 如 图 1.5.4(a) 所 示 平 面 结构 , 杆 DE 上 作用 有 力 偶 M, 杆 BC 受到 力 Fe 
用 , 力 Fc 作用 于 销 钉 C, 杆 件 的 重量 不 计 , 所 有 接触 处 光滑 。 试 分 析 各 个 杆 件 以 及 整体 的 
受 力 , 画 出 受 力 图 。 


图 1.5.4 例 1.5.4 图 


【 解 】 杆 DE 与 杆 AC 在 点 DD 光滑 接触 ,所 以 杆 AC 对 杆 DE 的 作用 力 Fp 垂直 于 杆 
AC, 杆 DE 还 受到 主动 力 偶 M 和 铵 支 座 巨 的 作用 ,根据 固定 匀 支 座 的 约束 反 力 的 画 法 ( 见 
图 1. 5.4(f)), 支 座 反 力 Fe 可 以 用 两 个 分 力 Fe, 和 FE, 表示 ,如 图 1. 5.4(b) 所 示 。 杆 DE 
的 受 力 如 图 1. 5.4(b) 所 示 。 

销 钉 C 上 有 主动 力 Fc 作用 ,还 受到 杆 AC 和 杆 BC 的 作用 ,但 作用 力 的 方向 无 法 判 
知 ,因此 , 销 钉 C 的 受 力 如 图 1. 5.4(c) 所 示 。 

杆 AC 受到 杆 DE 、 销 钉 C 和 支 座 A 的 作用 ,其 中 只 有 杆 DE 的 作用 力 方向 已 知 ,不 能 用 
三 力 平衡 汇 交 定理 : 销 钉 C 与 杆 AC 互 为 作用 力 与 反作用 力 。 杆 AC 的 受 力 如 图 1. 5. 4(d) 
所 示 。 

杆 BC 的 受 力 分 析 与 杆 AC 类 似 . 如 图 1. 5.4(e) 所 示 。 

将 A、B、E 三 个 支 座 解除 ,就 得 到 整体 , 支 座 反 力 已 经 由 上 面 得 到 ,因此 整体 的 受 力 如 
图 1. 5.4(f) 所 示 。 

【说 明 】 对 于 杆 DE ,也 可 根据 力 偶 只 能 由 力 偶 平衡 及 DD 处 的 受 力 判断 出 已 处 的 约束 
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反 力 只 有 水 平分 量 。 

【 例 1.5.5】 已 知 图 示 物 体系 统 处 于 平衡 状态 ,试用 物体 的 受 力 分 析 判 断 支 座 C 处 约 
束 反 力 的 方向 。 

【 解 】 首先 选取 滑轮 A( 不 含 销 钉 ) 为 研究 对 象 , 由 三 力 平衡 汇 交 定理 可 以 确定 销 钉 对 
滑轮 A 的 作用 力 下 A 的 方向 ,如 图 1. 5.5(b) 所 示 。 


(a) (b) 
图 1.5.5 例 1.5.5 图 


再 选取 销 钉 A 、 杆 件 AB、AC 和 绳子 DE 这 一 子 系统 为 研究 对 象 , 并 将 其 视 为 一 个 刚 
体 , 由 于 该 子 系统 原来 是 平衡 的 ,所 以 加 上 约束 反 力 后 也 应 该 平衡 。 由 约束 的 性 质 可 以 判断 
B 处 的 反 力 的 方向 ,而 滑轮 对 销 钉 A 的 作用 力 与 Fs 的 指向 相反 ,再 由 三 力 平衡 汇 交 定理 可 
以 确定 支 座 C 处 约束 反 力 的 方向 沿 CG 方向 ,如 图 1. 5.5(c) 所 示 。 

【说 明 】〗】 图 1.5.5(a) 中 匀 A 为 复杂 贸 ,因为 它 连接 杆 件 AB 和 AC, 同 时 又 连接 滑轮 
A 。 分 析 简 单 绞 一般 不 用 单独 分 析 销 钉 ,除非 要 讨论 销 钉 的 受 力 。 而 分 析 复 杂 匀 , 一 般 都 要 
将 销 钉 与 连接 件 分 开 , 考 虑 销 钉 与 各 个 物体 之 间 的 作用 力 , 或 者 与 部 分 连接 物体 一 起 讨论 。 
复杂 匀 是 静 力 学 计算 过 程 中 容易 出 错 的 地 方 , 求 解 具体 问题 时 需要 特别 注意 。 

【 例 1.5.6】 已 知 物体 系统 的 受 力 如 图 1. 5. 6(a) 所 示 , 试 绘制 各 构件 和 整个 物体 系统 
的 受 力 分 析 图 。 

【 解 】 该 物体 系统 由 三 个 构件 AD 、D 和 HK 组 成 。 分 别 绘制 构件 AD、DH 和 HK 
的 受 力 分 析 如 图 1. 5.6(b)、(c)、(d) 所 示 。 整 个 物体 系统 的 受 力 分 析 如 图 1. 5. 6(e) 所 示 。 

【注意 】 @ 可 以 按照 实际 分 布 力 的 作用 方式 画 出 物体 在 分 布 力作 用 下 的 受 力 分 析 , 如 
图 1.5.6(b) 和 (c) 所 示 。 回 对 于 跨 物 体 作 用 的 分 布 力 ,在 绘制 其 中 一 部 分 物体 的 受 力 分 析 
时 ,不 能 按 分 布 力 简化 的 结果 ( 见 第 2 章 ) 绘 制 , 否 则 很 可 能 出 错 。 回 集中 力 偶 M 作用 在 贸 
是 的 左 侧 截面 上 ,不 是 作用 在 匀 及 上 ,也 不 是 作用 在 匀 是 的 右 侧 截面 上 ,所 以 绘制 构件 
HK 的 受 力图 时 ,没有 集中 力 偶 M 作用 。 图 一 般 在 形成 铵 的 销 钉 上 可 以 作用 集中 力 ,但 不 
能 作用 集中 力 偶 。 

【 例 1.5.7】 如 图 1. 5.7 所 示 的 平面 构架 ,由 杆 AB、DE 及 DB 贸 结 而 成 。A 为 活动 
铵 支 座 , 尼 为 固定 匀 链 。 钢 绳 一 端 挫 在 KK 处 , 另 一 端 绕 过 定 滑轮 工 和 动 滑轮 开 后 系 在 销 钉 
B 上 。 重 物 的 重量 为 P, 各 杆 及 滑轮 的 自重 不 计 。(1) 试 分 别 画 出 各 杆 、 各 滑轮 、 销 钉 B 以 
及 整个 体 统 的 受 力图 ; (2) 画 出 销 钉 B 与 滑轮 工 一 起 的 受 力图 ; (3) 画 出 杆 AB 、 滑 轮 工 、][ 、 
钢 强 和 重 物 作 为 一 个 系统 时 的 受 力图 。 

【 解 】 具体 过 程 详 见 二 维 码 。 


> 


入 MA 


图 1.5.6 例 1.5.6 图 


图 1.5.7 例 1.5.7 图 


正确 画 出 物体 的 受 力图 ,是 分 析 、 解 决 力学 问题 的 基础 。 画 受 力图 时 需 注 意 如 下 几 点 : 
(1) 必须 明确 研究 对 象 并 取出 隔离 体 。 根 据 求解 需要 ,可 以 取 单 个 物体 为 研究 对 象 , 取 
由 几 个 物体 组 成 的 子 系统 为 研究 对 象 ,也 可 以 取 整 个 物体 系统 为 研究 对 象 。 不 同 的 研究 对 
象 的 受 力图 是 不 同 的 。 在 今后 的 学 习 中 将 会 看 到 ,选择 合适 的 研究 对 象 往往 是 快速 求解 问 
题 的 关键 。 
(2) 正确 确定 研究 对 象 受 力 的 数目 。 对 每 一 个 力 都 应 明确 它 的 施 力 物体 ,不 能 凭 
。 同 时 ,也 不 可 漏 掉 一 个 力 。 一 般 可 先 画 已 知 的 主动 力 ,再 画 约 束 反 力 ; 凡是 研究 对 
tin 都 存在 约束 反 力 。 作用 在 研究 对 象 上 的 主动 力 ( 含 集中 力 .分布 力 、 集 中 力 
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和 矩 和 分 布 力矩 ) 直 接 施加 在 研究 对 象 上 ,不 必 简 化 。 

(3) 正确 画 出 约束 反 力 。 一 个 物体 往往 同时 受到 几 个 约束 的 作用 ,这 时 应 分 别 根据 每 
个 约束 本 身 的 性 质 来 确定 其 约束 反 力 的 方向 ,而 不 能 凭 主观 腾 测 。 

(4) 当 分 析 两 物体 间 相 互 的 作用 力 时 ,应 遵循 作用 力 与 反作用 力 的 关系 。 作 用 力 的 方 
向 一 经 假定 , 则 反作用 力 的 方向 应 与 之 相反 。 当 画 整 个 系统 的 受 力图 时 ,由 于 内 力 成 对 出 
现 ,组 成 平衡 力 系 ,因此 不 必 画 出 ,只 需 画 出 全 部 外 力 。 在 画 几 个 构件 组 成 的 子 系统 的 受 力 
图 时 , 子 系统 之 外 的 构件 对 子 系统 的 作用 力 视 为 外 力 , 也 必须 画 出 。 

(5) 存在 二 力 构件 时 ,一般 先 确 定 二 力 构 件 的 受 力 。 

(6) 对 同一 物体 系统 , 随 着 受 力 分 析 时 选取 研究 对 象 顺序 的 不 同 , 可 能 得 到 的 受 力图 在 
形式 上 是 不 同 的 ,但 本 质 上 应 一 致 

(7) 对 物体 进行 受 力 分 析 时 ,研究 对 象 可 以 是 一 个 构件 、 几 个 构件 组 成 的 子 系统 或 者 整 
个 物体 系统 ,但 一 般 在 理论 力学 中 不 将 一 个 物体 从 中 间 切 开 成 两 个 物体 (二 力 杆 除外 )。 如 
果 必 须 切 开 , 则 切 开 后 的 两 个 物体 之 间 的 作用 力 ( 这 些 由 其 他 荷载 引起 的 力 常 称 为 原 构件 在 
切 开 位 置 处 的 内 力 ) 一 般 会 比较 复杂 ,因为 在 切 开 处 两 边 互 为 对 方 的 固定 端 约束 ,可 按 固定 
端 约束 反 力 的 方法 绘制 ,除非 能 证 明 这 些 相 互 作用 力 比 较 简 单 (例如 后 面 介绍 的 检 架 杆 件 的 
内 力 )。 有 关 构 件 内 力 的 讨论 主要 在 材料 力学 等 课程 中 进行 。 

【说 明 】 受 力 分 析 的 方法 不 仅仅 适用 于 静 力 学 ,在 动力 学 中 也 适用 。 区 别 在 于 静 力 学 
中 研究 对 象 上 作用 的 力 服从 静 力学 的 平衡 规律 ; 而 动力 学 中 研究 对 象 上 作用 的 力 与 运动 量 
有 关 , 服 从 动力 学 的 相关 规律 。 


思 
思考 题 


1-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1. 在 下 述 公 理 ,法则 定律 及 原理 中 ,只 适用 刚体 的 有 ( 区 


A. 二 力 平衡 公理 B. 力 的 平行 四 边 形 法 则 
C. 加 减 平 衡 力 系 公理 D. 力 的 可 传 性 定理 


E. 作用 与 反作用 定律 
2. 作用 在 刚体 上 一 点 并 且 沿 不 同方 向 的 共 点 力 为 Fi 和 FF,, 可 求 得 其 合力 Fk 二 Fi 十 
下 , 则 其 合力 的 大 小 范围 是 ( )5 


A. 必 有 Fr 二 Fi 十 F， B. 不 可 能 有 Fr 二 Fi 十 F， 
C. 必 有 FaR>Fi FaR>F2 D. 可 能 有 FR<F, Fa<F， 


3. 一 个 力 沿 两 个 互相 垂直 的 轴线 的 分 力 与 该 力 在 该 两 轴 上 的 投影 之 间 的 关系 是 ( ) 
A. 两 个 分 力 分 别 等 于 其 在 相应 轴 上 的 投影 
B. 两 个 分 力 的 大 小 分 别 等 于 其 在 相应 轴 上 的 投影 的 绝对 值 
C. 两 个 分 力 的 大 小 不 可 能 等 于 其 在 相应 轴 上 的 投影 的 绝对 值 
D. 两 个 分 力 的 大 小 分 别 等 于 其 在 相应 轴 上 的 投影 
4. 一 个 力 沿 两 个 互 不 垂直 的 相交 轴线 的 分 力 与 该 力 在 该 两 轴 上 的 投影 之 间 的 关系 


是 ( lm 


A. 两 个 分 力 分 别 等 于 其 在 相应 轴 上 的 投影 
B. 两 个 分 力 的 大 小 分 别 等 于 其 在 相应 轴 上 的 投影 的 绝对 值 
C. 两 个 分 力 的 大 小 不 可 能 等 于 其 在 相应 轴 上 的 投影 的 绝对 值 
D. 两 个 分 力 的 大 小 分 别 等 于 其 在 相应 轴 上 的 投影 
. 图 示 的 力 下 分 别 在 +、y、z 三 轴 上 的 投影 为 ( ji, 


a 


2 = 10 7 了 下 
BP BN i 2 
CF, FE, 3 EF 
DBD; Fs 2EF,F,— Ep, p= 


6. 若 要 在 已 知 力 系 上 加 上 或 减 去 一 组 平衡 力 系 , 而 不 改变 原 力 系 的 作用 效果 , 则 它们 
所 作用 的 对 象 必须 是 ( 5 
A. 同一 个 刚体 系统 
B. 同一 个 变形 体 
C. 同一 个 刚体 , 原 力 系 为 任何 力 系 
D. 同一 个 刚体 , 且 原 力 系 是 一 个 平衡 力 系 
7. 作用 与 反作用 定律 的 适用 范围 是 ( 
A. 只 适用 于 刚体 的 内 部 B. 只 适用 于 平衡 刚体 的 内 部 
C. 对 任何 宏观 物体 和 物体 系统 都 适用 D. 只 适用 于 刚体 和 刚体 系统 
8. 作用 在 刚体 的 同 平面 上 的 三 个 互 不 平行 的 力 , 它 们 的 作用 线 汇 交 于 一 点 ,这 是 刚体 
平衡 的 ( Wis 
A. 必要 条 件 ,但 不 是 充分 条 件 B. 充分 条 件 ,但 不 是 必要 条 件 
C. 必要 条 件 和 充分 条 件 D. 非 必 要 条 件 ,也 不 是 充分 条 件 
9. 刚体 静 力 学 基本 公理 中 的 刚 化 原理 ( Ds 
A. 适用 于 任何 受 力 情 况 下 的 变形 体 
B. 只 适用 于 处 于 平衡 状态 下 的 变形 体 
C. 适用 于 任何 受 力 情 况 下 的 物体 系统 
D. 处 于 平衡 状态 下 的 物体 和 物体 系统 都 适用 
10. 作用 在 一 个 刚体 上 的 两 个 力 Fa 、Fs ,如 果 满 足 FA 一 一 Fs 的 条 件 , 则 该 二 力 可 能 
是 ( ) 


A. 作用 力 和 反作用 力 或 一 对 平衡 力 B. 一 对 平衡 力 或 一 个 力 偶 

C. 一 对 平衡 力 或 一 个 力 和 一 个 力 偶 D. 作用 力 与 反作用 力 或 一 个 力 偶 
11. 刚体 受 三 力作 用 而 处 于 平衡 状态 , 则 此 三 力 的 作用 线 ( 天 

A. 必 汇 交 于 一 点 B. 必 互 相 平行 

C. 必 皆 为 零 D. 必 位 于 同一 平面 内 


12. 已 知 长 方 体 的 边 长 为 a bc, 顶点 A 的 坐标 为 (1,1,1), 如 图 所 示 , 则 力 F 对 x 轴 的 
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13. 图 示 的 力 分 别 对 zy、x 三 轴 之 矩 为 ( Ws 
A M;(F)=—3F,M,(F)=—4F,M.,(F)=2. 4F 
B. M,(F)=3F,M,(F)=0,M.,(F)=—2.4F 
C. M(F)=—3F,M,(F)=4F,M.(F)=0 
访 M,(F)=3F,M,(F)=4F,M.,(F)=—2.4F 
14. 以 下 四 种 说 法 ,正确 的 是 ( ) 
A. 力 在 平面 内 的 投影 是 个 矢量 
B. 力 对 轴 之 矩 等 于 力 对 任 一 点 之 矩 的 矢量 在 该 轴 上 的 投影 
C. 力 在 平面 内 的 投影 是 个 代数 量 
D. 力 偶 对 任 一 点 O 之 矩 与 该 点 在 空间 的 位 置 有 关 
15. 以 下 四 种 说 法 ,正确 的 是 ( ) 
A. 力 对 点 之 矩 的 值 与 矩 心 的 位 置 无 关 
B. 力 偶 对 某 点 之 矩 的 值 与 该 点 的 位 置 无 关 
C. 力 偶 对 物体 的 作用 可 以 用 一 个 力 来 与 它 等 效 蔡 换 
D. 一 个 力 偶 不 能 与 一 个 力 相互 平衡 
16. 作用 在 图 示 刚 体 的 任意 平面 内 的 空间 力 偶 的 力 偶 矩 是 ( Dh Dr 
A. 一 个 方向 任意 的 固定 矢量 B. 一 个 代数 量 
17. 图 示 杆 件 结构 ,AB 、CD 两 杆 在 其 中 点 EE 由 贸 链 连接 ,AB 与 水 平 
杆 GB 在 B 处 贸 结 ,BG 与 CD 杆 在 D 处 光滑 接触 ,各 杆 重 不 计 ,G 处 作用 
一 铅 垂 向 下 的 力 正 。 以 下 四 图 中 哪 一 个 是 所 选 研究 对 象 的 受 力图 ( js 
1-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命 题 ,并 将 结果 填 入 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 打 “X”) 
1. 若 两 个 力 系 只 相差 一 个 或 几 个 平衡 力 系 , 则 它们 对 刚体 的 作用 是 相同 的 , 故 可 以 相 
互 等 效 蔡 换 。 ( ) 
2. 只 要 刚体 上 有 两 个 力作 用 ,这 个 刚体 就 是 二 力 体 。 tC ) 
3. 道 时 针 的 力矩 为 正 , 顺 时 针 的 力矩 为 负 ,. 所 以 递 时 针 的 力矩 的 作用 效果 比 顺 时 针 力 


' 


选择 题 16 图 


选择 题 17 图 


和 矩 的 作用 效果 要 大 。 
一 个 力 对 任意 轴 的 矩 等 于 该 力 对 坐标 原点 O 的 矩 矢 在 该 轴 上 的 投影 。 
力 在 平面 或 轴 上 的 投影 均 为 代数 量 。 
连接 个 物体 的 复杂 匀 相 当 于 (n 一 1) 个 简单 贸 。 
. 约束 对 研究 对 象 的 约束 力 方向 一 定 沿 着 与 约束 研究 对 象 位 移 相 反 的 方向 。 ( 
. 物体 或 物体 系统 的 受 力 图 可 能 有 多 种 不 同 的 画 法 ,说 明 物 体 的 受 力 存在 不 确定 性 。 
( ) 
9. 平面 力 系 中 ,固定 端 约束 有 3 个 未 知 量 ; 空间 力 系 中 ,固定 端 约束 有 6 个 未 知 量 。 ) 
10. 绳索 在 受到 等 值 . 反 向 \ 沿 绳索 的 二 力作 用 时 ,并 非 一 定 是 平衡 的 。 ( ) 
1-3 用 又 积 ra XF 计算 力 F 对 点 O 之 矩 , 如 果 力 沿 其 作用 线 移动 , 则 力 的 作用 点 坐标 
将 会 改变 ,那么 计算 结果 是 否 改变 ? 为 什么 ? 
1-4 一 个 力 对 某 点 的 力矩 舌 与 某 力 偶 的 力 偶 矩 矢 相 等 , 则 这 个 力 与 这 个 力 偶 等 效 ,对 吗 ? 
1-5 ”空间 的 两 个 力 F, 和 下 。 对 某 固定 点 O 的 力矩 矢 相 等 , 则 这 两 个 力 必 在 同一 平面 
上 ,这 种 说 法 是 否 正确 ? 
1-6 ”对 空间 任意 两 个 不 共 线 的 力 ,一定 能 找到 一 根 轴 , 使 这 两 个 力 对 该 轴 的 和 矩 相 等 , 且 
不 为 零 , 对 吗 ? 
1-7 光滑 圆柱 形 匀 链 约束 的 约束 力 , 一 般 可 以 用 两 个 相互 垂直 的 分 力 表示 ,该 两 个 分 
力 是 否 一 定 沿 水 平和 铅 直方 向 ?是否 一 定 用 两 个 相互 垂直 的 分 力 表 示 ? 
1-8 对 复杂 物体 系统 进行 受 力 分 析 时 ,应 注意 哪些 问题 ? 
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习题 


1-1 试 求 各 图 中 所 示 的 力 F 对 A 点 的 矩 。 已 知 a 二 60 cm,0 一 20 cem, 下 二 400 N, 其 中 (e) 
图 中 力 下 的 作用 线 与 内 圆 相 切 。 

1-2 已 知 Fi==100 N,F, 二 50 N,F; 二 60 N,F, 二 80 N, 各 力 方向 如 图 所 示 , 试 分 别 求 
各 个 力 在 x、y 轴 上 的 投影 。 
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(a) 


习题 1-1 图 


1-3 ” 试 计算 图 中 Fi、F,、Fs 三 个 力 分 别 在 x 、y、x 轴 上 的 投影 。 已 知 Fi 二 2 kN,F, 二 
1 kN,F,=3 kN。 


习题 1-2 图 习题 1-3 图 


1-4 如 图 所 示 , 已 知 力 Fr 二 10 kN, 求 Fr 在 三 个 直角 坐标 轴 上 的 投影 。 
1-5 已 知 下 ==10 N, 其 作用 线 通 过 A(4,2,0)、B(1,4,3) 两 点 。 如 图 所 示 。 试 求 力 下 
在 沿 CB 的 T 轴 上 的 投影 。 


习题 1-4 图 习题 1-5 图 习题 1-5 解答 


1-6 ”长方体 三 边 长 4 二 16 cm,6 二 15 cm:c 一 12 ecm, 如 图 所 示 。 已 知 力 F 的 大 小 为 100N， 
方位 和 角 一 arctan(3/4) ,8 一 arctan(4/3) , 试 写 出 力 下 的 矢量 表达 式 。 

1-7 长 方 体 三 边 长 4 二 4cm,b 二 5 cm,c 一 3 cm, 如 图 所 示 。 已 知 力 正 ,的 大 小 为 100 N , 力 
Fs 的 大 小 为 50 N,(1) 试 求 力 Fi 和 Fs 分 别 在 坐标 轴 x 、y、z 上 的 投影 。(2) 试 求 力 Fi 和 FF。 
分 别 对 坐标 轴 xz 、y 、z 的 矩 。(3) 试 分 别 求 力 F 和 F; 对 轴 AC 的 矩 。 
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习题 1-6 图 习题 1-7 图 习题 1-7 解答 


1-8 在 图 示 水 平 轮 上 的 A 点 作用 一 力 下 ,其 作用 线 与 过 A 点 的 切线 成 60", 且 在 过 
A 点 而 与 轮子 相 切 的 平面 内 。 点 A 与 圆心 0' 的 连 线 与 通过 O' 点 平行 于 y 轴 的 直线 成 30"。 
已 知 : 下 = 二 1 000 N,a = 二 2 m,r 王 1 m。 试 求 力 正 对 三 个 坐标 轴 的 和 矩 。 

1-9” 试 分 别 计算 图 中 作用 于 A 点 的 力 Fi 、F,、Fs 对 各 坐标 轴 之 矩 的 和 。 其 中 下 ,一 
10 kN,F, 二 5 kN,F, 二 20 kN。 尺 寸 如 图 所 示 。 


习题 1-8 图 习题 1-9 图 


1-10 如 图 所 示 ,长方体 的 边 长 分 别 为 a 二 b= 二 0.2 mc 二 0.1 m, 沿 直线 AB 作用 的 力 
下 一 10V6 N, 求 力 F 对 轴 & 的 矩 。(A 为 棱 边 的 中 点 )》 


习题 1-10 图 习题 1-10 解答 
1-11 画 出 下 列 各 图 中 物体 A、AB 或 构件 ABC 的 受 力 图 。 未 画 重力 的 各 物体 的 自重 
不 计 , 所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 


1-12 画 出 下 列 各 图 中 各 物体 的 受 力图 与 物体 系统 整体 受 力 图 。 未 画 重 力 的 各 物体 的 
自重 不 计 , 所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 
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习题 1-11 图 


(g) Ch) 


习题 1-12 图 


(全 


(D 


力 系 的 简化 


2.1 力 的 平移 定理 
> 


为 了 深入 讨论 力 系 所 具有 的 性 质 , 需 要 将 力 系 进行 简化 。 而 力 系 的 简化 需要 理论 支持 ， 
力 的 平移 定理 就 为 力 系 的 简化 提供 了 理论 支持 。 

【定理 】 可 以 把 作用 在 刚体 上 A 点 的 力 下 平行 移 到 刚体 内 任 一 点 B, 但 必须 同时 附加 
一 个 力 偶 ,这 个 附加 力 偶 的 矩 矢 等 于 原来 的 力 下 对 新 的 作用 点 B 的 矩 矢 。 

【证 明 】 力 下 作用 于 刚体 的 点 A( 图 2.1.1(a))。 在 刚体 上 任 取 一 点 忆 ,在 点 忆 加 上 两 
个 等 值 反 向 的 力 严 和 到 ,使 它们 与 力 下 平行 , 且 下 一 一 玉 一 下 ,如 图 2.1.1(b) 所 示 。 对 刚 
体 而 言 ,这 三 个 力 共同 作用 与 原来 的 一 个 力 正 单独 作用 等 效 。 这 三 个 力 又 可 看 作 是 一 个 作 
用 在 点 B 的 力 正 "和 一 个 力 偶 ( 正 ,FEF")。 这 个 力 偶 称 为 附加 力 偶 , 如 图 2.1.1(c) 所 示 。 显 然 ， 
附加 力 偶 的 矩 矢 为 

M 一 ra XF =Msg(F) 

由 此 ,定理 得 证 。 


图 2.1.1 力 的 平行 移动 


【说 明 】 对 于 平面 问题 ,只 要 将 附加 力 偶 的 矩 和 失 改 为 附加 力 偶 的 矩 即 可 ,而 该 附加 力 偶 
的 和 矩 等 于 原来 的 力 对 新 作用 点 的 矩 。 
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力 的 平移 定理 表明 ,作用 在 刚体 上 的 一 个 力 可 等 效 于 作用 在 同一 个 刚体 上 的 一 个 力 和 
一 个 力 偶 。 反 之 ,作用 在 刚体 上 的 一 个 力 和 一 个 力 偶 . 如 果 力 与 力 偶 的 矩 矢 垂直 , 则 可 与 作 
用 在 同一 个 刚体 上 的 一 个 力 等 效 。 该 定理 对 于 平面 力 系 而 言 , 所 添加 的 附加 力 偶 为 标量 , 作 
用 在 力 所 在 的 平面 内 。 

【注意 】 @ 该 定理 应 用 的 前 提 是 刚体 ,一 般 对 变形 体 不 一 定 成 立 。 回 力 的 平移 定理 中 
移动 的 力 限 定 在 一 个 刚体 的 内 部 ,而 不 能 在 多 个 刚体 之 间 移 动 。 回 力 的 平移 定理 既是 复杂 
力 系 简 化 的 理论 依据 ,又 是 分 析 力 对 物体 作用 效应 的 重要 方法 ,同时 也 可 以 应 用 于 动力 学 问 
题 的 分 析 和 解释 。 

例如 ,钳工 单 手 攻 螺 纹 时 ,不 仅 加 工 精度 低 ,而 且 丝锥 易 折 。 钳 工 攻 螺 纹 时 ,要 求 两 手 用 
力 均 匀 , 尽 可 能 使 扳手 只 受到 力 偶 的 作用 。 如 用 单 手 扳 动 锥 绞 杠 (图 2. 1. 2(a)) ,对 丝锥 来 
说 ,其 效应 就 相当 于 一 个 力 和 一 个 力 偶 同 时 作用 (平面 问题 )( 图 2. 1.2(b)) , 力 偶 使 丝锥 转 
动 ,而 力 将 丝锥 弯曲 ,容易 造成 攻 坏 螺 纹 或 折断 丝锥 的 后 果 。 人 用 球拍 打 乒 乓 球 时 ,之 所 以 能 
打出 边 前 进 边 旋转 的 * 旋 ? 球 , 单 人 划船 需要 用 双 桨 船 才能 直行 等 , 均 可 用 力 的 平移 定理 解释 。 


1 1 
-了 4-- 坊 - -一 一 一 王 无 -- 令 -- 王 一 
! F 
MIYF 
(a) (b) 
图 2.1.2 钳工 单 手 攻 螺 纹 


【思考 】 利用 力 的 平移 定理 可 以 将 构件 的 复杂 受 力 进 行 简化 ,转化 为 一 些 简 单 受 力 状 
态 的 登 加 ,但 是 需要 注意 的 是 ,在 研究 变形 固体 的 内 力 或 变形 


ir 
问题 时 , 力 是 不 能 随意 移动 的 。 如 图 2.1.3 所 示 的 悬臂 梁 C 端 BH 
受 一 集中 力 正 作用 ,试想 : 若 将 下 平行 移动 到 B 点 成 为 下 ,并 到 4 AM C 
附加 一 力 偶 M ,其 变形 效果 与 原来 的 力 下 作用 等 效 吗 ? 图 2.1.3 力 的 平移 与 等 效 


2.2 力 系 的 简化 
> 


力 系 的 简化 是 研究 力 系 的 整体 性 质 的 基础 。 如 果 没 有 一 个 切实 可 行 的 方法 对 力 系 简 
化 , 则 现实 中 各 种 各 样 的 力 系 很 难 讨论 清楚 。 同 时 ,工程 中 绝 大 部 分 力 系 是 空间 力 系 ,计算 
相对 复杂 ,但 很 多 情况 下 可 以 将 空间 力 系 简化 为 平面 力 系 。 在 合理 的 情况 下 ,将 空间 力 系 简 
化 为 平面 力 系 进行 分 析 求 解 , 不 仅 使 分 析 的 计算 量 减 小 ,同时 还 可 能 会 提高 计算 的 精度 。 


2.2.1 汇 交 力 系 的 简化 
1. 平面 汇 交 力 系 的 简化 


力 的 多 边 形 法 则 ” 设 一 刚体 受到 平面 汇 交 力 系 Fi 、F;、Fs、F, 的 作用 ,各 力作 用 线 汇 
交 于 点 O ,根据 刚体 上 力 的 可 传 性 ,可 将 各 力 沿 其 作用 线 移 至 汇 交 点 O, 如 图 2. 2. 1(a) 
所 示 。 


根据 力 的 平行 四 边 形 法 则 ,可 逐步 两 两 合成 各 力 , 最 后 求 得 一 个 通过 汇 交 点 O 的 合 
力 Fa; 还 可 以 用 更 简便 的 方法 求 此 合力 Fe 的 大 小 与 方向 。 任 取 一 点 ,将 各 分 力 的 矢 
量 依次 首尾 相连 ,由 此 组 成 一 个 不 封闭 的 力 多 边 形 abcde ,如 图 2.2.1(b) 所 示 。 此 图 中 的 
Fa 为 Fi 与 F; 的 合力 ,Fe 为 Fr 与 Fs 的 合力 ,在 作 力 多 边 形 时 不 必 画 出 。 实 际 上 ,只 
需 将 力 矢 按 任意 顺序 首尾 相 接 ,连接 第 一 个 力 矢 的 始点 与 最 后 一 个 力 矢 的 终点 的 矢量 大 
小 和 方向 就 是 合力 的 矢量 wei ,其 Fs 的 大 小 和 方向 , 见 图 2. 2. 1(c) 。 这 是 因为 矢量 满足 
加 法 交换 律 的 原因 ,任意 变换 各 分 力 矢 的 相 加 次 序 , 其 合力 矢 不 变 。 封 闭 边 矢量 we 即 
表示 此 平面 汇 交 力 系 合力 Fr 的 大 小 与 方向 ,而 合力 的 作用 线 仍 应 通过 原 汇 交点 O, 如 
图 2.2.1(a) 所 示 的 Fe。 


a 


(ec) 
图 2.2.1 力 的 多 边 形 


总 之 ,平面 汇 交 力 系 可 简化 为 一 合力 ,其 合力 的 大 小 与 方向 等 于 各 分 力 的 矢量 和 ,合力 
的 作用 线 通 过 汇 交 点 。 设 平面 汇 交 力 系 包含 个 力 ,以 Fe 表示 它们 的 合力 矢 , 则 有 


Fr =F 十 Fs 十 -… 十 F， 3h, (22 1 

合力 Fe 对 刚体 的 作用 与 原 力 系 对 该 刚体 的 作用 等 效 。 如 果 一 力 与 某 一 力 系 等 效 , 则 

此 力 称 为 该 力 系 的 合 

以 汇 交 点 O 作为 坐标 原点 ,建立 直角 坐标 系 Ozy ,如 图 2. 2. 1(a) 所 示 。 用 解析 法 求 平 

面 汇 交 力 系 的 合力 。 
将 式 (2.2.1) 向 zx,y 轴 投 影 ,可 得 

Fi 一 Fi 十 Fi 十 …… 十 Fu 一 2)Fa 


52.2. 2) 


Fu 一 Fu 十 Fa 十 … 十 Fw 一 六 Fu 

其 中 ,Fi ,Fa FE 和 下 ,下 2,，… ,下 ,, 分 别 为 各 分 力 在 zx 轴 和 >y 轴 上 的 投影 。 
合 矢量 投影 定理 : 合 矢量 在 某 一 轴 上 的 投影 等 于 各 分 矢量 在 同一 轴 上 投影 的 代数 和 。 
事实 上 ,该 命题 是 显然 的 。 因 为 车 用 n 表示 该 轴 的 单位 矢量 , 则 


Fe =Fr en=(Fi+Fst+F,)en Dei Sd = i 
若 已 经 求 得 Fk, 和 Fr , 则 可 求 得 合力 矢 的 大 小 和 方向 余弦 为 


上 = FE TF, =V(DO Fs) 二 (Fo) 


了 5 
cos(FR ,让 一下， cos(FR 7) 一 下 二 


(2.2. 3) 


【 例 2. 2. 1】 求 图 2. 2. 2 中 平面 共 点 力 系 的 合力 。 已 知 : 
F,=200 NsF,=300 N,F 一 100N FF 一 250N。 
【 解 】 用 式 (2. 2. 2) 和 式 (2.2.3) 计 算 。 
Fi = Re 
Ficos30° — F,cos60" — Fscos45° 十 Ficos45” 
一 200 N X cos30" — 300 N X cos60° — 100 N Xecos45" 十 
250 N X cos45° 一 129.3 N 
Fr, a Ficos60° + F,cos30" — Fscos45° — F,cos45° 
一 200 N X cos60° 十 300 NX cos30"—100 NX cos45°—250 N X cos45° 
一 112.3N 


图 2.2.2 例 2.2.1 图 


FRR 一 ER t+ FR, 一 V(129.3N) 十 (112.3N) =171.3N 
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则 合力 Fs 与 x、y 轴 的 夹 角 分 别 为 a 二 40. 99*、B 二 49.01° ,合力 Fk 的 作用 线 通过 汇 交 点 O。 
2. 空间 汇 交 力 系 的 简化 


将 平面 汇 交 力 系 的 合成 法 则 扩展 到 空间 ,可 得 : 空间 汇 交 力 系 的 合力 等 于 各 分 力 的 矢 
量 和 ,合力 的 作用 线 通 过 汇 交 点 。 合 力 矢 为 


0. 655 6 


下 十 Pa 十 居 十 一 >， (C2: 2, dy 
由 式 (2. 2.4) 可 得 . 

Fra= Do) Fait DFsi + 2) Fak (2. 2. 5) 
其 中 ， 避 FF, 、 FF、 可 FF。 分 别 为 合力 Fs 沿 z、y .xz 轴 的 投影 。 由 此 可 得 合力 的 大 小 和 
方向 余弦 为 


| 一 \/( PF) HOO PS) + Fa) 


p33 py Slr (2.2,6) 
cos(Frsi)=———, cos(Frsj)=——, cos(Frsk) 一 一 二 
Fr Fr Fr 


2.2.2 力 偶 系 的 简化 
1. 平面 力 偶 系 的 简化 


设 在 同一 平面 内 有 两 个 力 偶 (Fi.F') 和 (F;,Fs) ,它们 的 力 偶 臂 各 为 & 和 ds ,如 
图 2.2.3(a) 所 示 。 这 两 个 力 偶 的 矩 分 别 为 M, 和 M;, 求 它们 的 合成 结果 。 

为 此 ,在 保持 力 偶 矩 不 变 的 情况 下 ,同时 改变 这 两 个 力 偶 的 力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 长 短 ， 
使 它们 具有 相同 的 臂 长 4 ,并 将 它们 在 平面 内 移 转 , 使 力 的 作用 线 重合 ,如 图 2. 2. 3(b) 所 
示 , 于 是 得 到 与 原 力 偶 等 效 的 两 个 新 力 偶 (F; ,F3) 和 (F, ,F4), 即 


(a) (b) Ce) 
图 2.2.3 平面 力 偶 系 的 简化 


Mi=Fidi=Fsd, M;,=—F,d;=—Fd 
分 别 将 作用 在 点 A 和 点 B 的 力 合成 ( 设 F;,>F,) ,得 
"=Fs—F,, 下 一 FM 一 下 
由 于 下 与 下 是 相等 的 ,所 以 构成 了 与 原 力 偶 系 等 效 的 合力 偶 ( 下 ,FF ) ,如 图 2.2.3(c) 所 
示 , 以 M 表示 合力 偶 的 矩 ,得 
M=Fd=(Fs—F)d=Fsd—Fd=M'+M: 
如 果 有 两 个 以 上 的 力 偶 ,可 以 按照 上 述 方法 简化 。 这 就 是 说 : 在 同一 平面 内 的 任意 个 
力 偶 可 合成 为 一 个 合力 偶 ,合力 偶 矩 等 于 各 个 力 偶 矩 的 代数 和 ,可 写 为 
M= >)M， (号 


2. 空间 力 偶 系 的 简化 

由 于 力 偶 矩 矢 是 自由 矢量 , 故 将 组 成 空间 力 偶 系 的 各 分 力 偶 矩 疼 向 空间 任 一 点 平移 时 ， 
也 不 必 附 加 任何 条 件 。 利 用 矢量 合成 的 多 边 形 法 则 ,空间 力 偶 系 最 终 简化 为 一 个 合力 偶 , 合 
力 偶 和 矩 矢 的 大 小 及 方向 等 于 力 系 中 各 分 力 偶 矩 矢 的 矢量 和 , 即 


M 一 M, 十 M; 十 … 十 M， Sm, (2. 2. 8) 
车 将 每 一 个 力 个 矩 矢 在 三 个 坐标 轴 上 投影 ,由 式 (2. 2 8) 可 得 
M= DMsi+ DM + DP Mk (2.2.9) 
其 中 ,如 Mi 、 避 Mi 、 避 M6 分 别 为 合力 M 沿 +、y .= 轴 的 投影 。 由 此 可 得 合力 偶 的 大 小 
和 方向 余弦 为 
| (DMs) + Ms) + ME) 
oi, os lle ee 


2.2.3 一 般 力 系 的 简化 
1. 平面 一 般 力 系 的 简化 


刚体 上 作用 有 个 力 Fi、F,、…、F, 组 成 的 平面 一 般 力 系 ,如 图 2. 2. 4(a) 所 示 。 在 平 
面 内 任 取 一 点 O, 称 为 简化 中 心 ; 应 用 力 的 平移 定理 ,把 各 力 都 平移 到 点 O。 这 样 ,得 到 作 
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用 于 点 O 的 力 本 、.Fz 、 以 及 相应 的 附加 力 偶 , 其 矩 分 别 为 M ~M;、…、M, ,如 图 2.2.4(b) 
所 示 。 这 些 附 加 力 偶 的 矩 分 别 为 : M; 一 MoCP;)。 


图 2.2.4 平面 一 般 力 系 的 简化 


这 样 ,平面 任意 力 系 分 解 成 了 两 个 简单 力 系 : 平面 汇 交 力 系 和 平面 力 偶 系 。 然 后 ,再 分 
别 合 成 这 两 个 力 系 。 需 要 说 明 , 这 是 在 一 个 原理 的 前 提 下 推导 的 , 即 : 两 组 力 系 共同 作用 对 
刚体 产生 的 效果 与 每 一 组 力 系 对 同一 刚体 单独 作用 产生 的 效果 的 和 相同 。 

平面 汇 交 力 系 可 合成 为 作用 线 通过 点 O 的 一 个 力 Fk ,如 图 2. 2. 4(c) 所 示 。 因 为 各 力 
Fl 二 Fi(i 二 1523gn); 所 以 


Fh=Fi 十 Fi 二 十 F= DF, (C22. ML) 
i=1 


即 力 矢 Fk 等 于 原来 各 力 的 矢量 和 。 
平面 力 偶 系 可 合成 为 一 个 力 偶 ,这 个 力 偶 的 矩 Mo 等 于 各 附加 力 偶 的 代数 和 ,又 等 于 原 
来 各 力 对 点 O 的 矩 的 代数 和 。 即 


Mo =Mi 十 M: 十 … 十 M,= >)MoCF,) ( 


力 系 中 所 有 各 力 的 矢量 和 Fk , 称 为 该 力 系 的 主 矢 ; 而 这 些 力 对 于 任 选 简化 中 心 O 的 矩 
的 代数 和 Mo , 称 为 该 力 系 对 于 简化 中 心 O 的 主 矩 。 

【说 明 】 @D 主 失 只 包含 各 个 分 力 的 矢量 和 的 大 小 和 方向 的 信息 ,不 包含 作用 点 的 信息 ， 
所 以 主 和 拓 与 简化 中 心 的 选择 无 关 。 回 主 矩 一 般 与 简化 中 心 的 选择 有 关 ,必须 指 明 力 系 是 对 
于 哪 一 点 的 主 矩 。 

【注意 】 主 拓 与 合力 的 概念 不 同 , 主 失 是 各 力 拓 的 矢量 和 ,而 合力 是 与 各 力 组 成 的 力 系 
等 效 的 一 个 力 。 

可 见 , 在 一 般 情 形 下 ,平面 一 般 力 系 向 作用 面 内 任 选 一 点 O 简化 ,可 得 一 个 力 和 一 个 力 
偶 ,这 个 力 等 于 该 力 系 的 主 和 ,作用 线 通过 简化 中 心 DO。 这 个 力 偶 的 和 矩 等 于 该 力 系 对 于 点 O 
的 主 矩 。 

取 坐 标 系 Oxy ,如 图 2.2.4(c) 所 示 ,i\j 为 沿 z、y 轴 的 单位 矢量 , 则 力 系 主 矢 的 解析 表 
达 式 为 


== (DF jt (Dr) co. a 
于 是 主 矢 Fg 的 大 小 及 方向 余弦 为 


Fs Ba 
B=/( BB) (SE) 3 = 本 
R R 


力 系 对 点 O 的 主 矩 的 解析 表达 式 为 


Mo = >)Mo(CF,) 一 >)(riF 一 yiF) (2.2.14) 
其 中 ,zx; 、y; 为 F; 作用 点 的 坐标 。 
对 于 固定 端 约束 处 的 受 力 , 在 绪论 中 已 经 通过 对 运动 的 限制 进行 了 介绍 。 水 平 梁 一 端 
A 固定 地 插入 墙 内 , 另 一 端 悬 空 ,如 图 2. 2. 5(a) 所 示 。 这 种 梁 称 为 悬臂 梁 , 插 和 人 墙 内 的 一 端 
称 为 插入 端 或 固定 端 ,而 悬空 的 一 端 称 为 自由 端 。 


1 
| Mi F Ma 
A B 14 B A B 
| Fa Fs 
(a) 


B 
(b) (c) (d) 
图 2.2.5 固定 端 约 束 及 其 简化 


如 果 梁 上 的 外 力作 用 在 梁 的 纵向 对 称 面 内 , 则 在 插入 墙 内 的 一 段 梁 上 , 墙 作 用 于 梁 的 力 
实际 上 也 是 关于 梁 的 纵向 对 称 面 对 称 ,但 呈 不 规则 分 布 (图 2. 2. 5(b))。 这 样 固定 端 处 约束 
反 力 可 以 视 为 平面 力 系 ,但 这 些 约束 反 力 分 布 的 确定 比较 困难 。 在 讨论 这 个 平面 力 系 时 ,可 
将 那些 不 规则 分 布 的 力 视 为 很 多 微小 的 集中 力 ,然后 向 点 A 简化 ,并 按照 上 述 平面 力 系 简 
化 的 理论 ,将 约束 反 力 简化 成 在 图 2. 2. 5(c) 中 点 A 处 的 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 这 符合 该 约束 
对 梁 运 动 的 限制 条 件 : 它 既 阻 止 了 梁 的 移动 ,也 阻止 了 梁 的 转动 。 因 此 ,固定 端 约束 反 力 由 
一 个 平面 内 未 知 方向 的 力 和 一 个 力 偶 组 成 。 固 定 端的 约束 反 力 常 画 成 如 图 2. 2. 5(d) 所 示 ， 
其 中 约束 力 的 指向 和 约束 力 偶 的 转向 都 是 假定 的 。 


2. 平面 一 般 力 系 的 简化 结果 分 析 


平面 一 般 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 的 结果 ,可 能 有 四 种 情况 ,下 面 作 进一步 的 分 析 讨论 。 

(1) Fk 二 0,Mo 二 0, 则 原 力 系 平衡 。 这 种 情形 将 在 第 3 章 详细 讨论 。 

(2) Fk 二 0,Mo 考 0, 则 原 力 系 合成 为 合力 偶 , 主 矩 Mo 即 为 合力 偶 矩 。 因 为 力 偶 对 于 
平面 内 任意 一 点 的 矩 都 相同 ,因此 当 力 系 合成 为 一 个 力 偶 时 , 主 矩 与 简化 中 心 的 选择 无 关 。 
(3) FR 天 0,Mo 一 0, 此 时 只 有 一 个 与 原 力 系 等 效 的 力 Fh。 显然 ,Fk 就 是 原 力 系 的 合 
力 ,而 合力 的 作用 线 恰好 通过 选 定 的 简化 中 心 O。 

(4) Fg 隆 0,Mo 关 0, 如 图 2.2.6(a) 所 示 。 现 将 力 偶 Mo 用 两 个 力 Fe 和 FR 表示 ,并 令 
二 一 F%( 图 2.2.6(b))。 再 去 掉 平 衡 力 系 (FA,F%), 于 是 就 将 作用 于 点 O 的 力 FA 和 力 偶 
(Fr ,FF%) 合 成 为 一 个 作用 在 点 0' 的 力 Fk ,如 图 2.2.6(c) 所 示 。 


(a) (b) (Cc) 
图 2.2.6 平面 任意 力 系 的 进一步 简化 


这 个 Fr 就 是 与 原 力 系 等 效 的 合力 。 合 力 矢 等 于 主 矢 ,合力 作用 线 到 点 O 的 距离 为 
Mo 


Bh 


d 


EE Pr 
第 2 章 力 系 的 徊 化 43 
由 图 2. 2. 6(b) 易 见 , 合 力 Fk 对 点 O 的 矩 为 
Mo(CFR) 一 Fad 一 Mo 
由 式 (2.2.12) 可 得 : Mo 二 >)Mo(F;)。 故 有 
Mo(CEFR) 一 >)Mo(CF,) 人 二 
由 于 简化 中 心 O 是 任意 选取 的 , 故 上 式 有 普遍 意义 ,可 叙述 如 下 : 若 平面 一 般 力 系 可 以 
简化 为 一 个 合力 , 则 该 合力 对 作用 面 内 任 一 点 的 矩 等 于 力 系 中 各 力 对 同一 点 的 矩 的 代数 和 。 
这 就 是 合力 矩 定理 。 
【 例 2.2.2】〗 如 图 2. 2.7 所 示 的 支架 受 力 正 作用 ,图 中 
尺寸 及 0 角 已 知 。 试 计算 力 正 对 于 O 点 的 力矩 。 
【 解 】 在 图 示 情 形 下 , 若 按 力矩 定义 求解 ,确定 矩 心 到 力 
的 作用 线 的 距离 h 的 过 程 比较 麻烦 。 可 先 将 力 正 分 解 为 两 个 
分 力 , 再 应 用 合力 矩 定理 求解 , 则 较为 方便 。 这 种 方法 后 面 经 
常 使 用 。 
Mo(F)=Mo(F,) + Mo(F,) 
=Fcos0 。 (Ll, 一 1) 一 FEsin0。/， 
【 例 2.2.3】 试 对 图 2.2.8(a) 和 (b) 所 示 的 两 个 平行 力 
进行 简化 。 已 知 : 图 2.2.8(b) 中 Fi 之 F,。 


(a) (b) 


图 2.2;7 例 2.2.2 图 


图 2.2.8 例 2.2.3 图 


【 解 】 对 于 图 2. 2. 8(a) ,根据 合力 投影 定理 ,该 力 系 的 主 矢 Fs 的 大 小 等 于 下 1 十 F,, 方 
向 与 原 力 系 平行 。 又 根据 平面 力 系 简化 结果 的 讨论 可 知 , 该 力 系 最 终 可 以 简化 为 一 个 合 
不 妨 假设 AB 连 线 垂 直 于 力 的 方向 (如 果 不 垂 直 , 可 按照 力 的 可 传 性 将 力 移动 到 垂直 位 置 ), 
并 且 简 化 后 的 合力 也 作用 在 AB 的 连 线 上 ,如 图 2.2.8(c) 所 示 , 则 由 合力 矩 定理 可 得 

Ma(Fr)=Ma(Fi)+Ma(F), 一 FRzl 一 一 Faa 


= (a) 
于 . 


1 


对 于 图 2. 2. 8(b) , 依 上 述 分 析 方法 可 知 ,该 力 系 也 可 以 简化 为 一 合力 , 则 合力 的 大 小 为 

下 | 一 Fs,, 方 向 与 Fi 一致。 假设 合力 作用 位 置 如 图 2. 2. 8(d) 所 示 , 则 由 合力 和 矩 定理 可 得 
Ma (Fr)=Ma(Fi) +Ma(Fs), Farrs=F2a 

F, 
eg 

【说 明 】 外 由 例 2.2.3 可 知 ,平面 平行 力 系 可 以 合成 为 一 个 合力 ,合力 的 大 小 等 于 它们 
的 代数 和 ( 同 向 相 加 , 反 向 相 减 )。 回 由 式 (a) 可 知 两 个 同 向 平行 的 力 合成 为 一 合力 时 ,合力 
的 作用 点 为 两 个 力作 用 点 连 线 的 内 分 点 , 且 人 靠近 其 中 更 大 的 力 一 侧 。 图 由 式 (b) 可 知 两 个 
反 向 平行 的 力 合成 为 一 合力 时 ,合力 的 作用 点 为 两 个 力作 用 点 连 线 的 外 分 点 , 且 位 于 其 中 更 
大 一 力 的 外 侧 。 轩 由 式 (b) 可 知 两 个 反 向 平行 的 力 大 小 相等 时 ,zz 一 cc, 这 说 明 作 用 在 同一 
刚体 上 的 两 个 等 值 \. 反 向 不 共 线 的 力 ( 力 偶 ) 不 能 合成 为 一 个 力 , 即 力 偶 不 能 用 一 个 力 等 效 。 
从 而 证 明了 1.3.2 节 中 力 偶 不 能 用 一 个 力 等 效 的 结论 。 


3. 空间 一 般 力 系 的 简化 


(b) 
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空间 一 般 力 系 的 简化 与 平面 一 般 力 系 的 简化 方法 一 样 ,如 图 2. 2. 9(a) 所 示 的 空间 一 般 
力 系 ,应 用 力 的 平移 定理 ,依次 将 作用 于 刚体 上 的 每 个 力 向 简化 中 心 O 平移 ,同时 附加 一 个 
相应 的 力 偶 矩 矢 。 这 样 ,原来 的 空间 一 般 力 系 被 空间 汇 交 力 系 和 空间 力 偶 系 两 个 简单 力 系 
等 效 蔡 换 ,如 图 2. 2. 9(b) 所 示 。 其 中 
Fi=F»p 三 12 
作用 于 点 O 的 空间 汇 交 力 系 可 合成 一 力 FR( 图 2. 2.9(c)) ,此 力 的 作用 线 通 过 点 O ,其 
大 小 和 方向 等 于 力 系 的 主 矢 , 即 
FA 一 DF= OF,it OF, + 2 Fk [8] 


(a) 
图 2.2.9 空间 一 般 力 系 的 简化 


空间 分 布 的 力 偶 系 可 合成 为 一 力 偶 (图 2. 2.9(c))。 其 力 偶 矩 矢 等 于 原 力 系 中 每 一 个 
力 对 点 O 的 和 矩 矢 的 矢量 和 , 即 


二 (2.2.17) 
主 矩 Mo 沿 z 、y 、z 轴 的 投影 ,也 等 于 力 系 对 各 力 对 x、y 、z 轴 之 矩 的 代数 和 , 即 


Mo = ModcF) 一 2)M-CFDiT OM FO 十 >)MCFD)KE (2.2.18) 
i=1 
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于 是 可 得 结论 如 下 : 空间 一 般 力 系 向 任 一 点 O 简化 ,可 得 一 力 和 一 力 偶 。 这 个 力 的 大 
小 和 方向 等 于 该 力 系 的 主 矢 ,作用 线 通过 简化 中 心 O 点 ; 这 个 力 偶 的 矩 矢 等 于 该 力 系 对 简 
化 中 心 的 主 矩 。 与 平面 一 般 力 系 一 样 , 主 矢 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 , 故 主 矢 又 称 为 力 系 的 第 
一 不 变量 。 主 矩 一 般 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 。 

若 向 不 同 的 简化 中 心 简 化 ,例如 向 图 2. 2.10(c) 中 的 O' 点 简化 , 则 所 得 的 主 矢 的 大 小 和 
方向 保持 不 变 , 但 主 矩 Mu' 会 改变 。 由 于 向 不 同 简化 中 心 简化 后 所 得 的 主 矢 与 主 矩 均 与 原 
力 系 图 2. 2. 10(a) 等 效 , 故 {F4 .Mo) 与 {Fk ,Mo } 等 效 。 若 由 图 2. 2. 10(b) 向 图 (c) 简 化 ,所 
得 的 结果 应 该 是 {Fk ,Mo )。 考 虑 到 由 力 的 平移 定理 易 得 

Mo 一 Mo 十 roo 又 了 PR (人 
即 : 空间 力 系 对 于 第 二 简化 中 心 的 主 矩 ,等 于 力 系 对 于 第 一 简化 中 心 的 主 矩 与 作用 于 第 一 
简化 中 心 的 力 F&( 等 于 力 系 的 主 矢 ) 对 第 二 简化 中 心 的 矩 矢 的 矢量 和 。 由 此 可 知 , 当 简化 中 
心 沿 主 矢 的 作用 线 变动 时 , 主 矩 将 保持 不 变 。 


(a) 
图 2.2.10 空间 一 般 力 系 向 不 同 点 的 简化 


若 用 Fk 对 关系 式 (2. 2. 19) 两 边 取 点 积 , 则 有 
Mo .Fe 一 Mo。FR 十 roo XFr* Fr=Mo* FR (2 

式 (2. 2. 20) 表 明 : 主 矢 与 主 矩 的 点 积 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 , 又 称 为 力 系 的 第 二 不 
变量 。 

力 系 的 不 变量 反映 了 力 系 的 固有 特性 ,一 旦 力 系 确定 , 力 系 的 两 个 不 变量 也 随 之 确定 。 

现 应 用 力 系 简化 结果 分 析 固 定 端 约束 的 约束 力 (图 2. 2. 11(a))。 在 外 荷载 作用 下 , 刚 
体 在 固定 端 约束 部 分 一 般 受 到 空间 约束 力 系 作用 (图 2. 2.11(b))。 若 选 固定 端 A 截面 的 形 
心 为 简化 中 心 ,根据 力 系 简化 理论 ,此 约束 力 系 可 简化 为 一 个 通过 截面 形 心 的 力 FR 和 一 个 
力 偶 矩 矢 为 MA 的 力 偶 ( 图 2. 2. 11(c))。 由 于 该 力 和 力 偶 的 大 小 和 方向 不 能 预先 确定 ,可 
用 过 A 截面 形 心 的 三 个 正 交 分 力 Fa FaAy 、Fa: 和 三 个 正 交 分 力 偶 矩 矢 M4, .MA 、Ma: 表 
示 ( 图 2.2.11(d)) ,它们 的 指向 可 任意 假定 。 如 果 刚 体 只 受 平面 (如 Azy 面 ) 力 系 作 用 , 则 
垂直 于 该 平面 的 约束 力 Fs 和 绕 平面 内 两 轴 的 约束 力 偶 矩 矢 MA 、Ma, 都 应 为 零 ,固定 端 
的 约束 力 就 只 有 3 个 , 即 两 个 分 力 Fh, 、FA， 和 约束 力 偶 矩 MA 。 此 时 , 即 为 前 面 图 2. 2.5 
讨论 的 内 容 。 


4. 空间 力 系 简化 的 最 后 结果 


对 于 空间 力 系 , 向 空间 内 任 一 点 O 的 简化 结果 一 般 也 为 一 个 力 和 一 个 力 偶 , 可 能 出 现 
以 下 四 种 情况 : 


abe 


入 -MA 


Ea: 


了 Fi Mi 


图 2.2.11 固定 端 约 东 的 约束 力 


(1) 若 FR 一 0,Mo 关 0, 空 间 任 意 力 系 最 后 简化 为 一 合力 偶 , 合 力 偶 和 矩 矢 等 于 力 系 对 简 
化 中 心 O 的 主 矩 矢 。 由 于 力 偶 矩 矢 是 自由 矢量 , 故 力 系 对 任 一 点 的 主 矩 与 简化 中 心 的 选择 
(2) 车 Fk 去 0,Mo 二 0, 空 间 任意 力 系 简化 为 通过 简化 中 心 O 的 合力 ,合力 和 撩 FR 等 于 力 
系 的 主 矢 。 
(3) 车 Fk 去 0,Mo 冯 0, 力 系 可 进一步 简化 。 分 三 种 情况 讨论 : 
@ FLMo ,如 图 2.2.12(a) 所 示 。 
将 Mo 表示 为 在 Fg 作用 面 上 的 力 偶 (Fk ,FR) ,使 力 偶 中 的 力 PR 一 FR 一 一 PR 并且 使 


琴 共 线 (图 2.2.12(b))， 则 力 侦 导 4 一. 减 去 平衡 力 系 (Fk,F%), 力 系 最 后 简化 为 合 
力 Ei( 图 2.212Ce)9s 由 此 可 知 ,在 这 种 情况 下 , 力 系 简化 为 不 通过 简化 中 心 的 合 力 ,合力 
和 Fi 一 F 和 , 原 简化 中 心 0 至 合力 作用 线 的 距离 为 4 一 由 。 


(Fe GOA) 


图 2.2.12 主 矢 与 主 矩 垂直 时 的 进一步 简化 


【说 明 】〗 显然 ,如 果 一 空间 力 系 最 终 简化 为 一 个 过 点 O' 的 合力 , 则 合力 和 矩 定 理 (2.2.15) 
也 成 立 , 此 时 合力 对 点 O 的 算 为 重 直 于 合力 与 点 O 所 在 平面 的 一 个 矢量 。 

@ FA 与 Mo 共 线 ,如 图 2. 2.13(a) 所 示 。 

由 一 个 力 偶 和 一 个 垂直 于 该 力 偶 作 用 面 的 力 组 成 的 力 系 称 为 力 螺旋 。 力 螺旋 中 力 的 作用 线 
称 为 力 螺旋 中 心 轴 。 当 力 螺 旋 中 的 力 矢 与 力 偶 矩 矢 指 向 相同 时 为 右手 力 螺 旋 (图 2. 2. 13(a)), 反 
之 为 左手 力 螺旋 (图 2. 2. 13(b))。 

@ Fk 与 Mo 斜 交 , 如 图 2. 2. 14 所 示 。 
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(a) 


图 2.2.13 力 螺 旋 


这 是 空间 任意 力 系 向 一 点 简化 的 最 一 般 的 情况 。 此 时 ,可 先 将 主 矩 Mo 沿 主 矢 Fk 方向 
和 垂直 于 主 矢 Fg 方向 分 解 , 力 系 可 进一步 简化 为 一 中 心 轴 不 通过 原 简化 中 心 的 力 螺 旋 。 这 
一 简化 过 程 见 图 2. 2. 14。 


图 2.2.14 主 矢 与 主 矩 斜 交 时 的 进一步 简化 


(4) 车 Fk 二 0,Mo 一 0, 则 空间 力 系 平衡 ,这 将 在 第 3 章 讨 论 。 

综 上 所 述 ,空间 任意 力 系 向 一 点 简化 的 最 后 结果 有 四 种 可 能 : 
中 一 合力 偶 ; @ 一 合力 ; 四 一 力 螺旋 ; @ 平 衡 力 系 。 

【 例 2.2.4】 如 图 2. 2. 15 所 示 的 长 方 体 上 作用 有 三 个 力 。 已 
知 Fi 二 Fs 二 FF 二 20 kN,a 二 0.5 msh 二 1.5 m, 求 此 力 系 向 点 O 简 
化 的 结果 。 

【 解 】 由 几何 关系 得 


3 2 
cos0 ， Sin0 ， Sinp 一 cOsp 
10 2 


(1) 求 主 矢 F& 
主 矢 Fk 在 图 示 三 个 坐标 轴 上 的 投影 为 
Fs= DF 一 一 Ficosg + Fssing — Fs 12.2 kN 
Fy= DF;, =Fscosp =14.1kN, Fh= >)Fi =Fising=19kN 
于 是 有 ,Fg 二 (一 12. 2i 十 14. 1j 十 19k) kN。 
(2) 求 对 O 点 的 主 矩 Mo 
主 矩 Mo 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 ; 
Mo: = DM,(F)=0, Mo = >)M,(EF) 一 一 aFising 一 一 9.49 kN 。m 


Mo = >)M.(F) 一 Fia 一 10kN .m 


因此 得 
Mo 一 (一 9.49j 十 10K) kN. m 


2.3 重心 和 形 心 


重心 的 位 置 对 于 物体 的 平衡 .运动 和 稳定 ,都 有 很 大 关系 。 例如, 水坝 , 挡 土 墙 等 建筑 
物 ,重心 必须 在 一 定 的 范围 内 ,否则 会 引起 倾覆 ; 飞机 的 重心 超前 或 偏 后 ,不 但 会 增加 起 飞 
与 降落 的 困难 ,也 会 使 飞机 不 能 正常 飞行 ; 机 械 的 转动 部 分 ,有 的 (如 偏心 轮 ) 应 使 其 重心 离 
开 转 动 轴 一 定 的 距离 ,以 便利 用 由 于 偏心 而 产生 的 效果 ; 有 的 (特别 是 高 速 转动 者 ) 却 必须 使 
其 重心 尽 可 能 不 偏离 转动 轴 , 以 避免 产生 不 良 影响 。 所 以 ,如 何 确定 物体 重心 的 位 置 ,在 工程 
中 有 着 重要 意义 。 现 在 来 导出 确定 物体 重心 位 置 的 一 般 公 式 ,及 介绍 相关 质心 和 形 心 的 概念 。 


2.3.1 重心 的 基本 公式 


一 个 物体 可 看 作 由 许多 微小 部 分 组 成 ,每 一 微小 
部 分 都 受到 一 个 重力 作用 。 建 立 坐 标 系 Ozyx ,并 取 
x 轴 为 铅 垂 方向 ,向 上 为 正 , 如 图 2.3.1 所 示 。 设 其 
中 某 一 微小 部 分 M; 所 受 的 重力 为 AP;, 所 有 各 力 
AP, 的 合力 己 就 是 整个 物体 所 受 的 重力 。AP, 的 大 
小 AP; 是 M; 的 重量 ,P 的 大 小 尸 则 是 整个 物体 的 
重量 。 不 论 物体 在 空中 取 什 么 样 的 位 置 ,合力 P 的 
作用 线 , 相 对 于 物体 而 言 , 必 通过 某 一 确定 点 C ,这 一 
点 就 称 为 物体 的 重心 。 by 

由 于 所 有 各 AP, 都 指向 地 心 附近 ,因此 ,严格 地 A 
说 ,各 AP; 并 不 平行 。 但 是 ,工程 上 的 物体 都 远 较 地 球 为 小 , 离 地 心 又 很 远 ,所 以 各 AP, 可 
以 看 作 平 行 力 而 足够 精确 (在 地 球 表面 ,相距 31 m 的 两 点 ,两 重力 之 间 的 夹 角 不 过 1)。 这 
样 ,合力 P 的 大 小 ( 即 整 个 物体 的 重量 ) 为 

B= Dy (8: 沽 站 

物体 的 重心 位 置 则 可 利用 合力 矩 定理 求 得 , 令 M; 及 C 相对 于 O 点 的 矢 径 分 别 为 mr; 及 
rc ,由 合力 矩 定理 有 : rc XP= >)ri X AP,。 
因为 AP; 和 PP 的 方向 是 一 致 的 ,假设 该 方向 单位 矢量 为 n, 则 有 

re X (Pn)= Dr; xX (APin), re X (Pn)— Dri x (APin)=0 


故 有 
(Pre— 2D)AP,ri) Xn=0 
由 于 nn 可 以 相对 于 坐标 系 的 方向 任意 选取 . 故 可 以 导出 : Prc = 》) AP;r;。 从 而 
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>)AP 区 
re 一 全 (人 :人 | 
将 上 式 两 边 投影 到 xz 、y 、z 轴 上 ,得 
DAPz; DAPsy; PD AP,z; 
Tc P * P » YC 一 P (3. 
其 中 ,ri i 及 zc、yc、zc 分 别 是 M; 及 重心 C 的 位 置 坐标 。 


着 所 入 小 训 分 M, 的 质量 为 Am; ,物体 的 质量 为 m ,重力 加 速度 为 g , 则 AP; 二 Amg， 
P= 二 mg 。 由 式 (2. 3.2) 可 得 
> Aamir 
m 
由 式 (2. 3.4) 所 确定 的 C 点 称 为 物体 的 质心 。 将 式 (2. 3. 3) 中 的 重力 蔡 换 为 相应 的 质 
量 , 可 得 计算 质心 坐标 的 公式 
3 Amiz; 泥 Amiy; bp Amazizi 


Tc ， yc ， zc 二 KD 
m m m 


对 于 连续 体 而 言 ,上 述 公式 (2. 3.1) 一 式 (2. 3.5) 中 求 和 只 需 改 为 积分 即 可 。 


re = 人 


2.3.2 形 心 的 基本 公式 

如 果 物 体 是 均 质 的 , 即 密度 p 是 常量 , 则 每 单位 体积 的 重力 y 也 为 常数 。 设 M; 的 体积 
为 AV;, 整 个 物体 的 体积 为 V= 2) AVi;, 则 Am; ==pAVi;、AP; 二 YAVi, 而 m= 2》) Am; = 
PDAV,= pV.P= 了 AP;== 7y》)AV;= yV, 代入 式 (2.3.3) 或 式 (2.3.5), 就 得 到 


人 太太 元 AV 7 AVizi 

re 2 We DL se (2 0 

式 (2. 3.6) 表 明 , 均 质 物体 的 质心 和 重心 位 置 ,完全 取决 于 物体 的 几何 形状 。 因 此 ,由 
式 (2. 3.6) 所 确定 的 C 点 也 往往 称 为 几何 形体 的 形 心 。 

对 于 曲面 或 曲线 ,只 需 在 式 (2. 3. 6) 中 分 别 将 AV; 改 为 微小 面积 AA; 或 微小 长 度 AL;， 
V 改 为 总 面积 A 或 总 长 度 工 , 即 可 得 相应 的 形 心 坐标 公式 。 

对 于 平面 图 形 或 平面 曲线 ,如 取 所 在 的 平面 为 zy 面 , 则 显然 zc 二 0, 而 xc 及 yc 可 由 
式 (2.3.3) 中 的 前 两 式 求 得 。 

在 式 (2. 3.6) 中 ,如 令 AV; 趋 近 于 零 而 取 和 式 的 极限 , 则 各 式 成 为 积分 公式 
Jzav Jyav ew 

和 六 (0: 人/ 

了 We V S : 

【说 明 】 @ 凡 具有 对 称 面 \ 对 称 轴 或 对 称 中 心 的 均 质 物体 (或 几何 形体 ), 其 质心 和 重 
心 ( 或 形 心 ) 必 定 在 对 称 面 、. 对 称 轴 或 对 称 中 心 上 。 由 此 可 知 ,平行 四 边 形 、 圆 环 、 圆 面 、 椭 
圆 面 等 的 形 心 与 它们 的 几何 中 心 重 合 。 圆 柱 体 、 圆 锥 体 的 形 心 都 在 它们 的 中 心 轴 上 。 
加 对 称 性 的 利用 是 常见 的 一 种 技巧 ,可 以 简化 分 析 和 计算 , 且 在 很 多 工程 问题 的 分 析 中 


Zec 


【 例 2.3.1】 试 求 图 2. 3. 2 所 示 半 径 为 尽 、 圆 心 角 为 2p 
的 扇形 面积 的 重心 。 

【 解 】 取 中 心 角 的 平分 线 为 y 轴 。 由 于 对 称 关 系 , 重 心 
必 在 这 个 轴 上 , 即 zc 一 0, 现 在 只 需求 出 yc。 把 扇形 面积 分 
成 无 数 无 穷 小 的 面积 素 ( 可 看 作 三 角形 ), 每 个 小 三 角形 的 重 


心 都 在 距 项 点 O 为 了 R 处 。 任 一 位 置 0 处 的 微小 面积 dA = 


图 2.3.2 例 2.3.1 图 


了 Rd0, 其 重心 的 y 坐标 为 y 一 二 Reosb ,扇形 总 面积 为 ， 
i 
A=|aA = 了 Rd0 一 R 9。 

由 形 心 坐标 公式 (2. 3.7) ,可 得 


ts 1 
Jyaa | Reos0. sR. Rd 
-p 3 2 


2 sing 
2 光 Rg 人 
， ™ 了 i 4R 
如 以 g 一 也 代入, 即 得 半圆 形 的 重心 : yc 一 3。 


【说 阴 】 @ 例 2.3.1 中 半圆 形 面积 的 重心 ( 形 心 ) 的 结果 可 直接 作为 公式 应 用 在 其 他 问 
题 中 。 四 一 些 常见 的 简单 形体 的 形 心 (重心 ) 位 置 已 列 于 附录 B 中 ,以 供 参 考 。 


2.3.3 组合 形 体 的 形 心 


较 复杂 的 形体 ,往往 可 以 看 作 几 个 简单 形体 的 组 合 。 设 已 知 各 简单 形体 的 体积 V;( 面 
积 A; 或 长 度 L;) 及 其 形 心 位 置 , 只 要 用 Vi (A; 或 L;) 代 换 以 上 各 式 中 的 AV; (AA; 或 
AL;) ,用 各 简单 形体 的 形 心 的 坐标 zc 代替 x; ,就 可 求 得 整个 形体 的 重心 或 形 心 的 位 置 。 
如 果 一 个 复杂 的 形体 不 能 分 成 简单 形体 ,又 不 能 求 积 分 ,就 只 能 用 近似 方法 或 用 实验 方法 来 
分 析 。 在 某 些 情况 下 ,有 时 应 用 负面 积 方法 计算 起 来 比较 方便 ,如 下 例 。 

【 例 2. 3. 2〗 试 求 图 2. 3. 3 所 示 振 动 沉 桩 器 中 的 偏 
心 块 的 重心 。 已 知 : R=100 mm,r 王 17 mm 一 13 mm。 

【 解 】 将 偏心 块 看 成 是 由 三 部 分 组 成 , 即 半径 为 
R 的 半圆 Ai ,半径 为 r 十 b 的 半圆 A。 和 半径 为 r 的 
小 圆 A;。A, 是 切 去 的 部 分 ,所 以 面积 应 取 负 值 。 今 
使 坐标 原点 与 圆心 重合 , 且 偏 心 块 的 对 称 轴 为 > 轴 ， 
则 有 zc 王 0。 设 yi、ys、ys 分 别 是 Al、As、As 重心 的 
坐标 ,由 例 2. 3. 1 的 结果 可 知 : 

AR’ 4R 区 (十 已 ) —4(r + 5b) 
a 2 Be 
于 是 ,偏心 块 重心 的 坐标 为 


图 2.3.3 例 2.3.2 图 
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Aiy1 + Asys tAsys 3 


yc 
A tAatAs RR’ 十 禄 (7 十 6b) 一 er 


CM i du a 2 4 (100° —30° ) mm’ 
3r Rr+6):—2r 3r (1002 十 302 一 2X172)mmz 
【说 明 】 @@O 工 程 中 一 些 外 形 复杂 或 质量 分 布 不 均 的 物体 很 难 用 计算 方法 求 其 重心 ,此 
时 可 用 实验 方法 测定 重心 位 置 ,如 悬 挂 法 , 称 重 法 。 回 物体 的 形 心 或 质心 是 一 个 非常 重要 的 
力学 概念 ,在 构件 的 强度 刚度 及 稳定 性 等 很 多 方面 都 有 重要 的 作用 。 


40 mm 


2.4 平行 分 布 力 系 的 简化 


在 许多 工程 问题 里 ,物体 所 受 的 力 , 往 往 是 分 别 作用 于 物体 体积 内 (如 重力 ) 或 物体 表面 
上 (如 水 压力 ) 的 ,前 者 称 为 体力 ,后 者 称 为 面 力 。 体 力 和 面 力 都 是 分 布 力 。 若 分 布 力 的 作用 
线 彼 此 平行 , 则 称 为 平行 分 布 力 。 
对 于 平行 分 布 的 体力 , 求 其 合力 的 大 小 及 作用 线 位 置 的 方法 ,与 求 物 体 的 重量 及 重心 的 
方法 相同 ,不 再 歼 述 。 先 讲 几 个 有 关 的 概念 。 
面 力 是 分 布 在 一 定 面积 上 的 ,在 许多 工程 问题 里 , 力 可 能 沿 着 狭长 面积 分 布 (如 梁 上 的 
力 ) ,这 种 力 可 简化 成 为 沿 着 一 条 线 分 布 的 力 , 称 为 线 分 布 力 或 线 分 布 荷载 。 

表示 力 的 分 布 情况 的 图 形 称 为 荷载 图 。 某 一 单位 长 度 或 单位 面积 上 所 受 的 力 , 称 为 分 
布 力 在 该 处 的 集 度 。 如 果 分 布 力 的 集 度 处 处 相同 , 则 称 为 均 布 力 或 均 布 荷载 ; 否则 ,就 称 为 
非 均 布 力 或 非 均 布 荷载 。 若 用 g 表示 分 布 力 的 集 度 , 则 对 于 均 布 荷载 ,q 二 常量 。 而 对 于 非 
均 布 荷载 , 集 度 定义 为 某 一 微小 长 度 或 微小 面积 As 上 所 受 力 的 大 小 AF 与 A 之 比 , 当 As 一 0 
时 的 极限 。 即 


ji AF 
一 lim 二 一 
2 As 


在 荷载 图 中 ,一般 用 某 点 处 的 高 度 表 示 分 布 力 在 该 点 处 的 集 度 。 线 分 布 力 集 度 的 单位 


是 N/m、kN/m 等 , 面 力 集 度 的 单位 是 N/m? .kN/m? 等 。 


下 面 按 线 分 布 力 和 面 力 两 种 情况 讨论 求 平行 分 布 力 合力 的 方法 。 
荷载 集 度 为 4, 则 在 该 处 微小 长 度 As 上 的 力 的 大 小 ek 


为 AF 二 gAs, 亦 即 等 于 As 上 荷载 图 的 面积 AA 。 于 ddl 
是 ,线段 AB 上 所 受 的 力 的 合力 大 小 下 = >) AF = 图 2.4.1 平行 线 分 布 力 的 简化 


2.4.1 线 分 布 力 

设 力 沿 平面 曲线 AB 分 布 (图 2. 4. 1), 则 荷载 
图 成 为 一 曲面 。 取 直角 坐标 系 的 轴 平 行 于 分 布 
力 ,曲线 AB 位 于 zy 平面 内 。 令 坐标 为 xy 处 的 


Daas = Sd 二 线段 AB 上 荷载 图 的 面积 。 
合力 的 作用 线 位 置 可 用 合力 矩 定理 求 得 。 分 别 对 y 轴 及 xz 轴 取 和 矩 , 有 
zeF= Draas 一 DzAA » ycF > yass 一 | 


> xzAA > yyAA 
- Sa” “A 
这 就 是 荷载 图 面积 的 形 心 的 x 坐标 和 > 坐标 。 
可 见 , 沿 平面 曲线 分 布 的 平行 分 布 力 系 的 合力 的 大 小 等 于 荷载 图 的 面积 ,合力 通过 荷载 
图 面积 的 形 心 。 如 力 沿 直线 分 布 ,结论 也 一 样 。 
【 例 2.4. 1】 就 图 2.4.2(a)、(b) 所 示 两 种 情况 ,分 别 计算 作用 在 梁 AB 上 的 分 布 荷载 
合力 的 大 小 和 作用 线 位 置 。 设 AB=/。 
(1) AB 梁 上 的 荷载 均匀 分 布 , 称 为 均 布 荷载 ,荷载 集 度 为 gq(N/m)。 
(2) AB 梁 上 的 荷载 按 线性 分 布 , 左 端的 荷载 集 度 为 零 , 右 端的 荷载 集 度 为 4C(N/m) 。 


Fl jy ee 
尖 电 4 | rh El 
chy 0 
1 12 B 
(a) 


(b) 


(2.4.1) 


图 2.4.2 例 2.4.1 图 


【 解 】 上 述 线 分 布 力 简化 的 结论 可 知 
(1) 均 布 荷载 的 合力 大 小 为 二 ql ,作用 在 AB 梁 的 中 点 ,如 图 2.4.2(a) 所 示 。 
(2) 荷载 按 三 角形 的 线性 分 布 时 ,分 布 荷载 的 合力 的 大 小 为 (如 图 2. 4. 2(b) 所 示 ) 


“| 
F=7q 


并 且 合力 下 通过 荷载 图 的 形 心 , 即 合力 下 的 作用 线 与 A 端的 距离 为 : zc 一 了 1。 


【思考 】 如 果 分 布 力 系 与 梁 的 轴线 AB 不 垂直 ,而 是 有 一 个 夹 角 0, 如 图 2.4.3 所 
示 , 应 该 如 何 简化 ? 加 对 梯形 分 布 的 荷载 ,如 图 2.4.4 所 示 , 如 何 进行 简化 ? 


图 2.4.3 三 角形 线 分 布 力 图 2.4.4 梯形 线 分 布 力 


2.4.2 面 力 
本 节 内 容 详 见 二 维 码 。 
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思 
US 考题 


2-1 ”选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 和 括号 内 ) 
1. 已 知 Fi、\F,、Fs、\F, 为 作用 于 刚体 上 的 平面 共 点 力 系 ,其 力 矢 关系 如 图 所 示 为 平行 
四 边 形 , 因 此 可 知 ( Ds 


A. 力 系 可 合成 为 一 个 力 偶 B. 力 系 可 合成 为 一 个 力 
C. 力 系 简化 为 一 个 力 和 一 个 力 偶 D. 力 系 平衡 


2. 图 示 为 作用 在 刚体 上 ,两 两 平行 的 四 个 力 Fi\Fs、F;、Fs。 已 知 ; Fi 二 Fs,Fs 二 F,。 
该 力 系 简化 的 最 后 结果 为 ( )s 


A. 过 O 点 的 合力 B. 力 偶 
C. 平衡 D. 过 A 点 的 合力 
F: 
F; 
nl 
EF 
选择 题 1 图 选择 题 2 图 


3. 平面 内 一 非 平衡 共 点 力 系 和 一 非 平衡 力 偶 系 最 后 可 能 合成 的 情况 是 ( 六 
A. 一 合力 偶 刻 一 合 胡 
C. 相 平衡 D. 无 法 进一步 合成 
4. 将 两 个 等 效力 系 中 的 一 个 向 点 A 简化 , 另 一 个 向 点 B 简 化 ,得 到 的 主 矢 和 主 矩 分 别 
记 为 Fl 、M， 和 Fks .M,. 则 可 能 的 结果 有 (  ”)。 
A. Fa=Fr:Mi=M:; B. Fra=F's, MM; 
GC MM = D. Fh#Fr ,MM, 
5. 图 示 由 Fi 、Fs、F;、F， 所 组 成 的 平面 任意 力 系 。 已 知 : Fi 二 Fs 二 Fs 二 FF 二 下。 向 
A 点 简化 得 主 矢 Fka 和 主 矩 Ma .向 B 点 简化 得 主 矢 Fks 和 主 矩 Ms。 以 下 四 种 说 法 ,正确 
的 是 ( )s 
A. Fra=Frs MA 一 Ms 人 FS = 
人 Fm Frss Ma AA Ms D;: Fra=Fryps Ma Ms 
6. 图 示 正 立方 体 的 项 角 上 作用 着 6 个 大 小 相等 的 力 ,各 力 的 方向 如 图 。 此 力 系 向 任 一 
点 简化 的 结果 为 ( s 


A. 主 矢 等 于 零 , 主 矩 不 等 于 夫 B， 主 矢 不 等 于 零 , 主 矩 也 不 等 于 夫 
C. 主 矢 不 等 于 零 , 主 矩 等 于 堆 D. 主 矢 等 于 零 主 矩 也 等 于 夫 


7. 在 一 个 正方 体 上 沿 棱 边 作用 6 个 力 , 各 力 的 大 小 都 为 下, 如 图 所 示 , 则 此 力 系 简化 的 
最 后 结果 为 ( 庆 


选择 题 6 图 选择 题 7 图 


8. 一 空间 力 系 向 某 点 O 简化 后 的 主 矢 和 主 矩 分 别 为 FR 王 21 十 4 十 8K ,Mo 二 i 十 3j 十 
22k , 则 该 力 系 可 进一步 简化 的 最 后 结果 为 ( Ws 
A. 合力 B. 合力 偶 C. 力 螺旋 D. 平衡 力 系 
9. 沿 长 方 体 的 不 相交 且 不 平行 的 棱 边 作用 三 个 大 小 相等 F 
的 力 , 如 图 所 示 。 要 使 这 个 力 系 简化 为 一 个 力 , 则 边 长 a be 应 
满足 的 条 件 为 ( 》 
A. 0 一 4 十 c B. b=a—ce 
C. 22=ate D. 2b=a—e 
10. 力 系 的 第 二 不 变量 说 明 ( 汽 
A. 力 系 的 主 和 撩 不 随 简化 中 心 的 改变 而 改变 选择 题 9 图 
B. 力 系 的 主 矩 不 随 简化 中 心 的 改变 而 改变 
C. 力 系 的 主 矢 与 主 矩 的 点 积 (内 积 ) 不 随 简化 中 心 的 改变 而 改变 
D. 力 系 的 主 矢 与 主 矩 的 又 积 ( 矢 积 ) 不 随 简 化 中 心 的 改变 而 改变 
11. 关于 重心 和 形 心 的 下 列 命题 中 ,正确 的 有 ( 沪 
A. 物体 的 重心 一 定 在 物体 上 
B. 物体 的 重心 相对 于 物体 的 位 置 不 变 
C. 对 于 均 质 物体 ,重心 与 形 心 的 位 置 一 定 相 同 
D. 具有 对 称 轴 的 物体 ,其 重心 或 形 心 的 位 置 一 定 在 对 称 轴 上 。 
2-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 入 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 打 “X”) 
1. 由 力 的 平移 定理 可 知 : 一 个 力 可 以 用 一 个 力 与 一 个 力 偶 等 效 , 所 以 ,一 个 力 与 一 个 


力 偶 也 一 定 可 以 用 一 个 力 等 效 。 ( 
2. 如 果 任 意 多 个 矢量 可 以 合成 为 一 个 合 矢量 , 则 合 矢量 在 任意 一 个 轴 上 的 投影 ,等 于 
各 个 分 矢量 在 该 轴 上 投影 的 代数 和 。 ( ) 
3. 根据 合力 矩 定理 ,一 个 平面 力 系 向 平面 内 任意 一 点 O 简化 后 的 主 矢 对 平面 内 任意 一 
点 O“ 的 矩 等 于 各 个 分 力 对 O" 的 矩 的 代数 和 。 ) 
4. 任意 两 个 平行 的 力 都 可 以 用 一 个 与 之 平行 的 力 等 效 。 ( ] 
5. 一 个 平面 内 的 两 个 力 偶 一 定 与 作用 在 该 平面 内 的 一 个 力 偶 等 效 。 ( ) 
6. 力 偶 的 作用 效果 就 是 使 物体 绕 过 质心 垂直 于 力 偶 作 用 面 的 轴 转 动 。 ( ) 
7. 同 向 平行 分 布 力 系 一 定 可 以 合成 为 一 个 合力 ,并 且 合 力 通过 荷载 图 的 形 心 。( ) 


站 第 2 章 “ 力 系 的 简化 《557 


8. 一 个 物体 的 重心 与 质心 、 形 心 一 定 重合 。 ( ) 
2-3 平面 汇 交 力 系 向 汇 交 点 以 外 一 点 简化 ,其 结果 可 能 是 一 个 力 吗 ?可 能 是 一 个 力 偶 
吗 ? 可 能 是 一 个 力 和 一 个 力 偶 吗 ? 
2-4 ”用 解析 法 求 平面 汇 交 力 系 的 合力 时 , 取 不 同 的 直角 坐标 轴 , 所 求 得 的 合力 是 否 
相同 ? 
2-5 ”图 中 两 个 圆 盘 均 处 于 平衡 状态 , 问 : 
(1) 在 图 (a) 中 ,能 否 说 力 偶 M 与 力 F 组 成 平衡 力 系 ? 
(2) 在 图 (a) 中 ,能 否 说 力 偶 M 与 力 F 等 效 ? 
(3) 在 图 (b) 中 ,能 否 说 力 Fi 由 力 F; 平衡 ? 
(4) 在 图 (b) 中 ,能 否 说 力 Fi 与 力 了 等 效 ? 


Sa 
办 办 


F 
Fi 到 


(a) (b) 
思考 题 2-5 图 


2-6” 某 平面 任意 力 系 向 A 点 简化 得 一 个 力 Fla (CFAa 夫 0) 及 一 个 矩 为 MA CMA 天 0) 的 
力 偶 ,B 为 平面 内 另 一 点 , 问 ， 

(1) 向 B 点 简化 仅 得 一 力 偶 ,是 否 可 能 ? 

(2) 向 B 点 简化 仅 得 一 力 , 是 否 可 能 ? 

(3) 向 B 点 简化 得 Fis 二 Fs ,Ma 关 Ms ,是 否 可 能 ? 

(4) 向 B 点 简化 得 Fas 二 Frs ,MA 一 Ms ,是 否 可 能 ? 

(5) 向 B 点 简化 得 Fan 关 Fks ,MA 一 Ms ,是 否 可 能 ? 

(6) 向 B 点 简化 得 Fra 关 Frs ,Ma 去 Ma ,是 否 可 能 ? 

2-7 力 螺 旋 是 否 能 化 为 两 个 力 ? 

2-8 若 某 空间 任意 力 系 对 不 在 同一 直线 上 的 三 点 主 矩 都 为 零 , 则 该 力 系 简化 的 最 终结 

可 能 是 什么 ? 

2-9 若 某 空间 任意 力 系 对 某 两 点 的 主 矩 为 零 , 且 在 某 轴 上 的 投影 为 零 (此 轴 不 与 这 两 
点 连 线 垂 直 ) , 则 该 力 系 简 化 的 最 终结 果 可 能 是 什么 ? 

2-10 ” 某 空间 力 系 向 A 点 及 B 点 简化 ,结果 都 为 力 螺旋 . 问 : (1) 这 两 个 力 螺旋 中 的 力 
与 力 偶 是 否 完全 相等 ? (2) 这 两 个 力 螺旋 中 的 力 矢 与 力 偶 矩 矢 都 沿 什么 方向 ? 


习题 


2-1 用 解析 法 求 图 示 四 个 力 的 合力 。 已 知 ,F, 水 平 ,Fi 二 60 kN,F: 一 80 kN,Fs 
50 kN,F, =100 kN。 


(0.30) A FI 
45° 


(20.20) 


习题 2-1 图 习题 2-2 图 


2-2 ”图 示 平 面 任意 力 系 中 F, 二 40Y2 N,F, 二 80 N,Fs==40 N,F,=110 N,M 一 100 N。mm。 
各 力作 用 位 置 如 图 所 示 。 求 : (1) 力 系 向 O 点 简化 的 结果 ; (2) 力 系 的 合力 的 大 小 方向 及 合力 作 
用 线 方程 。 

2-3 已 知 平面 力 系 Fi 二 Fs 二 Fs 二 =F 二 Fs 二 Fs 二 FM 二 Fa,M;s 二 2Fa ,如 图 所 示 ， 
OA=AB==BC 二 CO==a ,OABC 为 正方 形 。 求 力 系 简化 的 最 终结 果 。 

2-4” 弯 杆 受 荷载 如 图 所 示 。 求 : (1) 这 些 荷 载 合力 的 大 小 和 方向 ; (2) 合 力作 用 点 在 
AB 线 上 的 位 置 ; (3) 合 力作 用 点 在 BC 线 上 的 位 置 。 


50N 2 mm 


习题 2-3 图 习题 2-4 图 


2-5” 沿 着 直 棱 边 作用 五 个 力 ,如 图 所 示 。 已 知 Fi=F,==F,==Fs==F,F,==Y3F, OA 
OC=a,OB 王 2a 。 试 将 此 力 系 简化 。 


Fs 
习题 2-5 图 


2-6 ”在 边 长 为 a 的 正方 体 项 点 O、F、C 和 EE 上 分 别 作 用 有 大 小 都 等 于 下 的 力 , 方 向 如 


图 所 示 , 求 此 力 系 的 最 终 简化 结果 。 


习题 2-6 图 


2-7 ”将 如 图 所 示 三 力 偶合 成 ,已 知 Fi 一 F, 一 Fs 一 F, 二 Fs; 一 下 
下 ,一 100 N ,正方 体 的 边 长 为 < 二 1 m。 ET 

本 F, 

2-8 化 简 力 系 F1(F ,2F ,3F)、F;(3F ,2F ,F), 此 二 力 分 别 pa (x 

作用 在 点 Ai(a ,0,0)、A,(0,a ,0)。 J 

2-9 平板 OABD 上 作用 空间 力 系 如 图 所 示 , 问 zx、y 应 等 于 

多 少 , 才 能 使 该 力 系 合力 作用 线 过 板 中 心 C? 图 中 长 度 单位 为 m。 习题 27 图 


习题 2-9 图 习题 2-9 解答 


2-10 ”图 示 平 面 力 系 ,已 知 FF 二 200 N,F, 王 100,M 王 300 N，m。 欲 使 力 系 的 合力 通过 O 
点 , 问 水 平 力 正 之 值 应 为 多 少 ? 图 中 长 度 单位 为 m。 


习题 2-10 图 习题 2-10 解答 
2-11 求 以 下 两 种 平面 图 形 ( 阴 影 部 分 ) 的 重心 坐标 : 
(1) 大 圆 中 控 去 一 个 小 圆 (图 (a)); (2) 两 个 半圆 拼接 (图 (b) ) 。 
2-12 求 图 示 图 形 的 重心 ,图 中 单位 为 m。 


习题 2-11 图 习题 2-11 解答 习题 2-12 图 


2-13 求 图 示 平 面 图 形 的 形 心 位 置 ,图 中 单位 为 mm。 
2-14 ” 试 确定 图 示 各 截面 形 心 C 的 坐标 zc。 
2-15 已 知 图 示 均 质 长 方 体 长 为 a 、 宽 为 5、 高 为 h, 放 在 水 平面 上 。 过 AB 边 用 一 平面 


200 8 
8 b=4 
100 了 
[= 
3 
00 300 = 
a) (b) 


(b) Cc) 
习题 2-14 图 


切削 去 棉 块 ABA'B'EF , 试 求 能 使 剩余 部 分 保持 平衡 而 不 倾倒 所 能 切削 的 A'E(A'E=B'F) 
的 最 大 长 度 。 


回 
习题 2-15 图 习题 2-15 解答 


2-16 求 下 列 各 图 中 平行 分 布 力 的 合力 和 对 于 A 点 之 矩 。 


有 “ B gq < 9 
了 区 i May， 刘 
, -ET 
(a) 


(Cb) (43) Cd) 
习题 2-16 图 


平衡 方程 及 其 应 用 


3.1 汇 交 力 系 的 平衡 


3.1.1 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 
由 于 平面 汇 交 力 系 可 用 合力 来 代替 ,显然 ,平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 该 
力 系 的 合力 等 于 零 。 如 用 矢量 等 式 表示 , 即 
i 一 上 (3>1, 1) 


在 平衡 情形 下 , 力 多 边 形 中 最 后 一 力 的 终点 与 第 一 力 的 起 点 重合 , 力 系 的 力 多 边 形 自 行 
封 边 , 这 就 是 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 。 

利用 力 的 多 边 形 这 一 几何 条 件 , 对 物体 的 受 力 进行 分 析 的 方法 , 称 为 几何 法 。 

由 式 (2. 2.3) 有 


欲 使 上 式 成 立 ,必须 同时 满足 


(地 玉 移 
ST 
于 是 ,平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 各 力 在 两 个 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 分 别 等 
于 零 。 式 (3. 1.2) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 这 是 两 个 独立 的 方程 ,可 以 求解 两 个 未 
知 量 。 


3.1.2 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 
由 于 一 般 空 间 汇 交 力 系 也 是 合成 为 一 个 合力 ,因此 ,空间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 
件 也 为 : 该 力 系 的 合力 等 于 零 , 即 


i= Sh, =0 (3 下 动 
为 使 合力 Fs 为 零 , 必 须 同 时 满足 
=0 
2 Fs =0 (3.1.4) 
[ss, =0 


于 是 可 得 结论 ,空间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 为 : 该 力 系 中 所 有 各 力 在 三 个 坐标 轴 
上 的 投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 。 式 (3. 1. 4) 称 为 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 

空间 中 的 一 个 质点 ,有 三 个 自由 度 , 欲 使 其 处 于 静 平 衡 状态 ,需要 施加 三 个 方向 的 约束 ， 
式 (3.1.4) 中 的 三 个 力 的 投影 方程 可 以 视 为 在 x、y、x 三 个 方向 约束 的 反映 。 特 别 地 , 式 (3. 1. 2) 
为 式 (3. 1.4) 的 平面 情形 。 

利用 如 式 (3. 1.2) 或 式 (3. 1.4) 通 过 力 的 投影 计算 物体 受 力 的 方法 称 为 解析 法 。 应 用 解 
析 方 法 求解 汇 交 力 系 平衡 问题 的 步骤 一 般 是 : 四 选取 合适 的 研究 对 象 ; @ 对 研究 对 象 进行 
受 力 分 析 ; 加 建立 坐标 系 , 并 计算 各 个 力 在 坐标 轴 上 的 投影 , 列 出 相应 的 平衡 方程 ; @ 求 解 
方程 ,计算 未 知 量 。 

空间 汇 交 力 系 的 平衡 由 于 可 以 列 出 三 个 平衡 方程 , 故 可 求解 三 个 未 知 量 。 一 般 情况 下 ， 
如 果 汇 交 力 系 是 平面 汇 交 力 系 , 且 力 的 数目 比较 少 (最 好 3 个 ) ,可 以 利用 力 的 多 边 形 ( 最 好 
是 三 角形 ) 进 行 计算 ,这 样 简单 ,快捷 又 直观 ; 但 如 果 力 的 数目 比较 多 或 是 空间 汇 交 力 系 , 则 
最 好 用 解析 法 求解 。 

【 例 3.1.1】 已 知 梁 AB 的 支承 和 受 力 如 图 3.1. 1(a) 所 示 。 求 支 座 A、B 的 约束 反 力 。 

【 解 】 以 梁 AB 的 为 研究 对 象 , 作 受 力 图 如 图 3.1.1(b) 所 示 。 根 据 铵 支 座 的 性 质 , Fe 
的 方向 垂直 于 斜面 ,而 下 A 的 方向 未 定 , 但 因 梁 AB 只 受 三 个 力作 用 ,并 且 下 与 Fs 的 作用 
线 交 于 C , 故 FA 必 沿 AC 作用 ,并 由 几何 关系 知 Fs 与 水 平 线 成 30"。 故 本 题 可 视 为 平面 汇 
交 力 系 的 平衡 问题 。 假 设 Fs 与 Fs 的 指向 如 图 3. 1.1(b) 所 示 。 取 x、y 轴 如 图 ,由 平衡 
方程 


2 一 0: Facos30°— Fpcos60° — Fecos60°=0 (a) 
DF;, =0: Fasin30° + Fasin60° — Fsin60°=0 (b) 
3 n 
联 立 式 (a)、(b) ,可 解 得 : FA = ,FlF. 


结果 为 正 ,表明 假 设 的 Fs 与 Fs 的 指向 是 正确 的 。 

【思考 】 坐标 轴 是 否 还 有 其 他 形式 ? 怎样 选取 投影 轴 , 可 以 避免 解 联 立方 程 。 

【说 明 】〗 车 用 几何 法 求解 ,可 以 .Fa 与 Fs 为 边 作 封闭 的 力 的 三 角形 如 图 3.1.1(c) 
所 示 , 则 可 直接 确定 Fa 与 Fs 的 指向 应 如 图 3.1.1(c) 所 示 ; 而 它们 的 大 小 ,由 于 力 的 三 角 


(a) (b) (c) 
图 3.1.1 例 3.1.1 图 
形 为 直角 三 角形 ,直接 求解 该 直角 三 角形 也 可 得 到 正确 答案 。 
【注意 】 应 用 力 的 多 边 形 完成 力 的 计算 ,需要 正确 确定 各 力 的 指向 。 
【 例 3.1.2】 均 质 杆 AB 长 2 , 置 于 半径 为 > 的 光滑 半圆 槽 内 ,如 图 所 示 。 设 2r 二 /二 


、 ，。 求 平 街 时 杆 与 水 平 线 所 成 的 角 0。 


图 3.1.2 例 3.1.2 图 


【 解 】 记 杆 件 与 半圆 槽 的 另 一 接触 点 为 G, 显 然 , 杆 件 的 重心 C 应 在 A、G 之 间 。 由 三 
力 平衡 汇 交 定理 可 知 , 杆 件 受到 的 三 个 力 应 交 于 D 点 , 杆 件 的 受 力 如 图 3. 1.2(b) 所 示 。 
由 几何 关系 可 知 
AD =2r, DG=2rsing, CG =DGtang 一 2rsingtang， AC 一/ 


从 而 有 


AG =ADeosb 一 2rcosb =AC +CG 一 ! 十 2rsinbtang 


即 
2rcos0 一 ! 十 2rsingtang， 4rcos20 一 /cos0 一 2 一 0 
求解 关于 cosl 的 二 次 方程 ,并 舍弃 一 个 不 合 题 意 的 解 ,可 得 
有 光 时 着 WE 干部 天 

2X4r 8r 

A 
8r 

【说 明 】 本 题 也 可 以 用 解析 法 , 列 平衡 方程 求解 。 读 者 不 妨 试 一 试 。 

【 例 3.1.3】 如 图 3.1.3(a) 所 示 结 构 中 ,AB、AC、AD 三 杆 由 球 铵 连接 于 A 处 ; B、C、 
D 三 处 均 为 固定 球 铵 支 座 。 若 在 A 处 悬挂 重 物 的 重量 W 为 已 知 , 试 求 三 杆 的 受 力 。 

【 解 】 本 题 为 空间 汇 交 力 系 的 平衡 问题 。 以 A 处 的 球 铵 为 研究 对 象 。 由 于 AB 、AC、 
AD 三 杆 都 是 两 端 铵 结 , 杆 上 无 其 他 外 力作 用 : 故 都 是 二 力 杆 。 因 此 ,三 杆 作用 在 A 处 球 匀 


cos0 


0= arccos( 


(a) (b) 
图 3.1.3 例 3.1.3 图 


上 的 力 Fas、Fac、Fap 的 作用 线 分 别 沿 着 各 杆 的 轴线 方向 ,假设 三 者 的 指向 都 是 背 向 
A 点 的 。 


根据 受 力图 中 的 几何 关系 , 列 出 平衡 方程 
DOF, =0: Fapsin30"—W=0, Fap =2W 


6 

DF =0: — Fac — Fapcos30°sin45° =0, Fac = -Sw 
5 

DF,, =0: — Fag 一 Fhpcos30"cos45" 一 0， Fns 一 Bw 


【说 明 】 在 以 上 分 析 中 ,计算 Fap 在 x、y 方向 的 投影 时 ,是 利用 二 次 投影 方法 , 先 将 其 
投影 到 Ozy 坐标 面 上 ,然后 再 分 别 向 工 、.y 坐标 轴 投 影 。 


3.2 力 偶 系 的 平衡 


3.2.1 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 
由 合成 结果 可 知 , 力 偶 系 平衡 时 ,其 合力 偶 的 矩 等 于 零 。 因 此 ,平面 力 偶 系 平衡 的 必要 
和 充分 条 件 是 : 所 有 各 力 偶 矩 的 代数 和 等 于 零 , 即 
>)M, =0 (GE 


由 刚体 的 平面 运动 可 知 , 描 述 物 体 转动 的 量 就 是 物体 的 转角 ,因而 上 述 方程 就 是 使 平面 
物体 保持 不 转动 所 施加 约束 的 反映 。 


3.2.2 空间 力 偶 系 的 平衡 方程 


由 于 空间 力 偶 系 可 以 用 一 个 合力 偶 来 代 蔡 :因此 ,空间 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 
是 : 该 力 偶 系 的 合力 偶 矩 等 于 零 , 亦 即 所 有 力 偶 矩 矢量 和 等 于 零 , 即 


欲 使 上 式 成 立 ,必须 同时 满足 
Wi 三 全 

上 式 为 空间 力 偶 系 的 平衡 方程 。 即 空间 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 为 : 该 力 偶 系 中 
所 有 各 力 偶 矩 矢 在 三 个 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 。 

上 述 三 个 独立 的 平衡 方程 可 求解 三 个 未 知 量 。 

【 例 3.2.1】 杆 件 AB 、 轮 C 和 绳子 AC 组 成 图 3. 2. 1(a) 所 示 物 体系 统 。 已 知 作 用 在 
杆 上 的 力 偶 , 其 矩 为 M,AC=2R,R 为 轮 C 的 半径 ,各 物体 的 质量 忽略 不 计 , 各 接触 处 均 光 
滑 。 求 绳子 的 拉力 和 贸 链 A 对 杆 件 AB 的 约束 力 及 地 面 对 轮 C 的 约束 力 。 


(a) (b) (ce) Cd) 
图 3.2.1 例 3.2.1 图 


【 解 】 (1) 取 AB 杆 为 隔离 体 。AB 杆 上 有 主动 力 偶 M 和 A、D 处 的 约束 力作 用 ,根据 
力 偶 只 能 由 力 偶 来 平衡 的 性 质 , 轮 C 对 杆 的 作用 力 Fp 和 销 钉 A 对 杆 的 作用 力 Fv 必 构 
成 一 力 偶 , 即 Fwp 二 一 Fv ,由 于 Fno 垂直 于 AB 杆 , 故 Fv 也 垂直 于 AB 杆 ,AB 杆 受 力图 
如 图 (b) 所 示 。 


由 几何 关系 ,得 
AD=V(2R)’ —R’ 一 VS3R 
根据 平面 力 偶 系 平衡 方程 , 即 
SM=0, M—Fx :AD=0 (1) 
可 解 得 
Pu —M MM, pep 


AD V3R 3R” 3R 

(2) 取 轮 C 为 分 离 体 。 轮 C 上 作用 有 Fro .Fr 和 Fne 三 个 力 , 此 三 个 力 组 成 了 平面 汇 
交 力 系 。 受 力图 如 图 (c) 所 示 。 绘 制 力 的 三 角形 如 图 3.2. 1(d) 所 示 。 分 析 可 知 力 的 三 角形 
为 等 边 三 角形 , 故 有 


an i WM 
Fr 一 Fo 一 FNe 一 3R 
【 例 3.2.2】 直角 弯 杆 ABCD 与 直 杆 DE 及 EC 贸 结 ,如 图 3. 2.2(a) 所 示 , 作 用 在 杆 
DE 上 力 偶 的 力 偶 矩 M= 二 40 kKN，m, 不 计 各 杆 件 的 重量 和 摩擦 ,尺寸 如 图 。 求 支 座 A、B 处 


的 约束 力 和 杆 EC 所 受 的 力 。 


Ca) (b) (ce) 
图 3.2.2 例 3.2.2 图 


【 解 】 由 系统 结构 图 可 知 , 杆 EC 为 二 力 杆 , 杆 DE 上 只 有 一 个 主动 力 偶 和 销 钉 D、E 
对 杆 件 的 作用 ,因为 力 偶 只 能 由 力 偶 平 衡 , 故 DE 杆 受 力 如 图 3.2.2(b) 所 示 , 由 力 偶 系 平衡 
方程 得 

DIM;=0, M— Fg *DE. sin45°=0 
B= NE So Re 
DE . sin45” 4 m+» V2/2 
再 以 整体 为 研究 对 象 ,将 整个 物体 系统 视 为 刚体 , 则 系统 在 一 个 主动 力 偶 和 支 座 A、B 处 
的 约束 力作 用 下 保持 平衡 ,同上 可 知 系统 的 受 力 如 图 3. 2. 2(c) 所 示 ,由 力 偶 系 平衡 方程 得 
DM;=0, M—Fs*AB.cos30°=0 
支 座 A 、B 处 的 约束 力 大 小 为 
一 4 Ne mn, 2 
AB .cos30” 4m。wV3/2 V3 

支 座 A、B 处 的 约 东 反 力 指向 如 图 所 示 。 

【说 明 】 @ 一 个 物体 只 有 两 个 力 和 一 个 主动 力 偶 作用 而 处 于 平衡 , 则 这 两 个 力 一 定形 
成 力 偶 与 主动 力 偶 平衡 ,这 是 一 个 常用 的 结论 。 上 述 例 3.2.1., 例 3.2.2 中 都 应 用 了 这 一 结 
论 。 回 在 求 支 座 人 A、B 处 的 约束 力 时 将 整个 物体 系统 视 为 研究 对 象 ,也 就 是 利用 刚 化 公理 ， 
将 整个 物体 系统 视 为 一 个 刚体 ,应 用 本 说 明 中 四 的 结论 。 

【 例 3.2.3】 图 3.2.3(a) 所 示 的 三 角 柱 刚体 是 正方 体 的 一 半 。 在 其 中 三 个 侧面 各 自作 
用 一 个 力 偶 。 已 知 力 偶 CF; ,FT 的 矩 Mi 二 20 N，m; 力 偶 (F;,F;) 的 和 Ms 二 10N，m; 力 
偶 CFs ,F3) 的 矩 Ms: 王 30 N。m。 试 求 合力 偶 矩 矢 M。 又 问 使 这 个 刚体 平衡 ,还 需要 施加 怎 
样 一 个 力 偶 。 

【 解 】 这 是 一 个 空间 力 偶 系 合成 和 平衡 问题 。 根 据 空 间 力 偶 系 合成 法 , 先 求 出 力 偶 矩 
矢 M。 根 据 三 个 力 偶 在 空间 的 作用 面 不 同 ,考虑 到 力 偶 矩 矢 是 自由 矢量 ,可 将 力 偶 矩 矢 画 
在 坐标 轴 上 (图 3. 2. 3(b)) 。 力 偶 矩 矢 M 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 

M, =M, + M;,, + M;, =0 
M, =Mi, 十 Ms 十 Ma = (一 10 十 30cos45") N. m=11.2N.m 
M- =Mi: + M;. + Ms =(20+ 30sin45") N。m 一 41.2 N 。m 
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图 3.2.3 例 3.2.3 图 


从 而 求 得 力 偶 矩 矢 M 的 大 小 和 方向 为 
M=VMi+M;+M:=42.7N.m; cos(M,i) =- 季 =0, 一 COM,i) 一 90” 


cos(CM ,j ) 一 -二 一 0.262， A(M,j)=74.8" 


吕 | 


cos(M,k) 一 -一 0.965， AL(Mk)=15.2° 
根据 空间 力 偶 系 平衡 条 件 , 要 使 这 个 刚体 平衡 . 需 加 一 力 偶 ,其 力 偶 矩 矢 为 M, = 二 一 M。 


s| 


3.3 一 般 力 系 的 平衡 


3.3.1 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 
1. 平面 一 般 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 
现 讨论 平面 任意 力 系 的 主 和 失 和 主 和 矩 都 等 于 零 的 情形 ,这 是 静 力 学 中 最 重要 的 情形 , 即 
Et=0% Mo=0 Ca 类 
显然 , 主 矢 等 于 零 ,表明 作用 于 简化 中 心 O 的 汇 交 力 系 为 平衡 力 系 ; 主 矩 等 于 零 ,表明 
附加 力 偶 系 也 是 平衡 力 系 ,所 以 原 力 系 必 为 平衡 力 系 。 因 此 , 式 (3. 3. 1) 为 平面 一 般 力 系 平 
衡 的 充分 条 件 。 
若 主 矢 和 主 矩 有 一 个 不 等 于 零 , 则 力 系 应 简化 为 合力 或 合力 偶 ; 若 主 矢 与 主 矩 都 不 等 
于 零 时 ,可 进一步 简化 为 一 个 合力 。 只 有 当主 矢 和 主 矩 都 等 于 零 时 , 力 系 才 能 平衡 ,因此 ， 
式 (3. 3. 1) 又 是 平面 一 般 力 系 平衡 的 必要 条 件 。 
于 是 ,平面 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 力 系 的 主 和 撩 和 对 平面 内 任 一 点 的 主 矩 
都 等 于 零 。 上 述 平衡 条 件 用 解析 式 表 示 ,可 得 
DF =0, DF,=0, DMo(F,)=0 (3.3.2) 


由 此 可 得 结论 ,平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 是 : 所 有 各 力 在 两 个 任 选 的 坐标 轴 上 的 投影 
的 代数 和 分 别 等 于 零 ,以 及 各 力 对 于 任意 一 点 的 矩 的 代数 和 也 等 于 零 。 式 (3. 3. 2) 称 为 平面 
一 般 力 系 的 平衡 方程 。 

式 (3.3.2) 有 3 个 方程 ,只 能 求解 3 个 未 知 数 。 


2. 平面 一 般 力 系 平衡 方程 的 其 他 形式 


(1) 二 矩 式 平 衡 方程 
SMaCF)=0, DMaCF) =0, DF =0 (8,3 纹 
其 中 x 轴 不 得 垂直 于 A 、B 两 点 的 连 线 。 
为 什么 上 述 形式 的 平衡 方程 也 能 满足 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 呢 ?必要 性 是 显然 的 。 
至 于 充分 性 ,这 是 因为 ,如 果 力 系 对 点 A 的 主 矩 等 于 零 , 则 这 个 力 系 不 可 能 简化 为 一 个 力 偶 ; 
但 可 能 有 两 种 情形 : 这 个 力 系 或 者 是 简化 为 经 过 点 A 的 一 个 力 , 或 者 平衡 。 如 果 力 系 对 另 一 
点 B 的 主 矩 也 同时 为 零 , 则 这 个 力 系 或 有 一 个 合力 沿 A、B 两 点 的 连 线 ,或 者 平衡 (图 3. 3. 1)。 
如 果 再 加 上 >) Fu = 0, 那么 力 系 如 有 合力 , 则 此 合力 必 与 x 轴 垂 直 。 式 (3. 3. 3) 的 附加 条 
件 (x 轴 不 得 垂直 连 线 AB) 完 全 排除 了 力 系 简化 为 一 个 合力 的 可 能 性 , 故 所 研究 的 力 系 必 
为 平衡 力 系 。 充 分 性 得 证 。 
(2) 三 矩 式 平衡 方程 
DMACFi) =0, DMa(F;)=0, DMce(F;)=0 (3.3.4) 
其 中 A、B.C 三 点 不 得 共 线 。 为 什么 必须 有 这 个 附加 条 件 ,读者 可 自行 证 明 。 
上 述 三 组 方程 ,究竟 选用 哪 一 组 方程 ,须根 据 具体 条 件 确定 。 对 于 受 平面 一 般 力 系 作用 的 单 
个 刚体 的 平衡 问题 ,只 可 以 写 出 3 个 独立 的 平衡 方程 ,求解 3 个 未 知 量 。 任 何 第 4 个 方程 只 是 3 
个 独立 方程 的 线性 组 合 , 因 而 不 是 独立 的 。 但 我 们 可 用 这 些 不 独立 的 方程 来 校 核 计算 的 结果 。 


x 


ss 


图 3.3.1 平面 一 般 力 系 二 矩 式 图 3.3.2 平面 平行 力 系 
的 平衡 方程 说 明 


3. 平面 平行 力 系 的 平衡 方程 

平面 平行 力 系 是 平面 一 般 力 系 的 一 种 特殊 情形 。 

如 图 3. 3.2 所 示 , 设 物体 受 平面 平行 力 系 Fi,F,,…,F, 的 作用 。 如 选取 x 轴 与 各 
革 直 , 则 不 论 力 系 是 否 平衡 ,每 一 个 力 在 zx 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 , 即 >)F,。 = 0。 于 是 ， 
行 力 系 的 独立 平衡 方程 的 数目 只 有 两 个 , 即 
t=0 (3.3. 5) 
平面 平行 力 系 的 平衡 方程 ,也 可 以 用 两 个 力矩 方程 的 形式 , 即 


展 过 


此 
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PIMA(Fi)=0, DMsg(F,)=0 (3. 3. 6) 
其 中 ,A 、B 两 点 之 间 的 连 线 不 与 y 轴 平 行 。 
【 例 3.3.1】 图 3.3.3(a) 所 示 的 水 平 横梁 AB ,A 端 为 固定 贸 链 支 座 ,B 端 为 一 活动 匀 
支 座 。 梁 的 长 为 4a , 梁 受 重力 W, 作 用 在 梁 的 中 点 C。 在 梁 的 AC 段 上 受 均 布 荷载 g 作用 ， 
在 梁 的 BC 段 上 受 力 偶 作 用 , 力 偶 矩 M 二 Wa。 试 求 A 和 B 处 的 支 座 约束 反 力 。 


(a) (b) 
图 3.3.3 例 3.3.1 图 


【 解 】 选 梁 AB 为 研究 对 象 。 它 所 受 的 主动 力 有 : 均 布 荷载 q、 重 力 W 和 和 矩 为 M 的 力 
偶 。 它 所 受 的 约束 反 力 有 : 铵 链 A 处 的 两 个 分 力 Fa, 和 Fa, ,活动 匀 支 座 B 处 铅 直 向 上 的 
约束 反 力 Fs ,如 图 3.3.3(b) 所 示 。 取 图 示 坐 标 系 ,并 利用 平行 分 布 力 系 的 简化 结论 ,可 列 
出 平衡 方程 ,并 求 出 需要 的 未 知 力 。 


>)MA(F) 一 0，Fa da 一 M 一 友 . 2 一 2o au 一 0，Fa 了 Saal hy) 
~ W,3 
DMs(F)=0, —Fa .4a 二 (2a) 30 +We2a—M=0, FA + 二 ga( 和 和) 


» 
= = 
将 上 述 计算 结果 代入 式 >) Mc (Fi), 可 得 >) Mc (F;) =0, 说 明 上 述 结果 无 误 。 
【说 明 】 选取 适当 的 坐标 轴 和 力矩 中 心 ,可 以 减少 每 个 平衡 方程 中 的 未 知 量 的 数目 。 
在 平面 一 般 力 系 情形 下 , 矩 心 应 取 在 多 个 未 知 力 的 交点 上 ,而 投影 轴 应 当 与 尽 可 能 多 的 未 知 
力 相 垂直 。 回 应 养 成 习惯 ,利用 不 独立 的 平衡 方程 ,对 计算 结果 进行 检验 。 
【 例 3.3.2】 如 图 3. 3.4 所 示 ,行动 式 起 重 机 不 计 平 衔 锤 的 重量 为 已 一 500 kN ,其 重心 
在 离 右 轨 1. 5 m 处 。 起 重 机 的 起 重力 为 P, 王 250 kN, 突 臂 伸 出 离 右 轨 10 m。 跑 车 本 身 重 
力 略 去 不 计 , 和 欲 使 跑车 满载 和 空 载 时 起 重 机 均 不 致 翻 倒 , 试 求 平 衔 锤 的 最 小 重量 P， 及 平衡 
锤 到 左 轨 的 最 大 距离 x 。 
【 解 】 以 起 重 机 为 研究 对 象 ,假设 起 重 机 在 A、B 处 的 支 反 力 分 别 为 Fh。 和 Fs , 则 起 重 
机 受到 铅 垂 方向 的 平行 力作 用 ,可 以 建立 两 个 独立 的 平衡 方程 。 
>) MACFD)=0: FX3m+P: xz 一 Px45m 一 P,X13m=0 (a) 


DMs(Fi)=0: P(x+3m—FaAX3m—PXxX1l.5m—PiXl0m=0  (b) 
式 (a) \ 式 (b) 可 得 


Fs = 4.5P +13P, — Paz) Key 


Ws 了 [PsCz 助 一 下 是 一 1 及 (Cd) 


图 3.3.4 例 3.3.2 图 
欲 使 跑车 空 载 时 起 重 机 均 不 致 翻 倒 , 令 Pi 二 0, 并 满足 Fs 壹 0。 由 式 (c) 可 得 


Pr 4.5P=2250kN.。.。m (e) 
欲 使 跑车 满载 时 起 重 机 均 不 致 翻 倒 , 令 P, 二 250 kN ,并 满足 FA 三 0。 由 式 (d) 可 得 
Ps(rx 十 3) 宇 1.5P 十 10P, ==3250 kN。m (人 


式 (e) 式 (f 取 等 式 , 可 求 得 P, 、x 的 值 ,并 经 验证 确实 为 本 题 的 解 。 即 
卫 : 一 Pon 一 333.33 kN， 并 一 6.75 m 
【说 明 〗 明确 跑车 满载 和 空 载 时 起 重 机 均 不 致 翻 倒 的 受 力 条 件 是 求解 本 题 的 关键 。 


3.3.2 空间 一 般 力 系 的 平衡 方程 


空间 一 般 力 系 处 于 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 力 系 的 主 矢 和 对 于 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 
零 , 即 : FA 一 0,Mo 王 0。 
根据 式 (2.2. 16) 和 式 (2.2.18) ,可 将 上 述 条 件 写 成 空间 一 般 力 系 的 平衡 方程 
DE =D = 
DIM, Fi) =0, DIM,(F)=0, DIM.(F,)=0 
空间 一 般 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 所 有 各 力 在 三 个 坐标 轴 中 每 一 个 轴 上 的 投影 
的 代数 和 等 于 零 .以 及 这 些 力 对 于 每 一 个 坐标 轴 的 矩 的 代数 和 也 等 于 零 。 
对 于 受 空 间 一 般 力 系 作用 下 的 单个 刚体 的 平衡 问题 ,可 以 写 出 6 个 独立 的 平衡 方程 , 求 
解 6 个 未 知 量 。 
【思考 】 @ 如 果 一 组 空间 平行 力 系 平衡 ,可 以 列 出 
多 少 个 独立 的 平衡 方程 ”为 什么 ? 回 平面 一 般 力 系 的 
平衡 方程 形式 有 一 矩 式 、 二 抵 式 、 三 和 矩 式 , 那 么 空间 一 般 
力 系 的 平衡 方程 形式 可 否 有 四 纸 式 、 五 矩 式 \ 六 抵 式 ? 
若 有 ,还 需要 什么 附加 条 件 吗 ? 
【 例 3.3.3】 图 3.3.5 所 示 边 长 为 a 的 均 质 长 方 板 
ABCD 由 六 根 直 杆 支持 于 水 平 位 置 , 直 杆 两 端 各 用 球 铵 
链 与 板 和 地 面 连接 。 板 重 为 W, 在 A 处 作用 一 水 平 力 图 3.3.5 例 3.3.3 图 


和 全) 


F, 且 下 二 2W。 求 各 杆 的 内 力 。 已 知 板 与 地 面 的 竖 直 距离 为 5, 并 且 = 


【 解 】 取 长 方 体 板 为 研究 对 象 ,各 直 杆 均 为 二 力 杆 , 设 它们 均 受 拉力 。 板 的 受 力 如 
图 3. 3. 5 所 示 , 列 平衡 方程 


Ma j=0s Fs =0 (a) 

SMR =0: R=0 (b) 

DS Maoth) =0;: Fi=0 C0) 

DMas (Fi) =0: — Fe Xa Wx 0 页 了 W( 受 压 ) (d) 

FMontR) =00— Fi XXa—FXa=0 风 二 一 人 1( 受 喇 ) (e) 
a 

DMse(F) =0:—F, Xa+F xb Wx 0 ; 了 W( 受 拉 ) (f) 


【说 明 】 此 例 中 用 6 个 力矩 方程 求 得 6 根 杆 的 内 力 。 一 般 力 矩 方程 比较 灵活 , 常 可 
使 一 个 方程 只 含 一 个 未 知 量 。 回 也 可 以 采用 其 他 形式 的 平衡 方程 求解 ,如 用 》) Fi 一 0 代 
替 式 (b) ,同样 求 得 ,FF 二 0; 又 ,可 用 》)F;, 二 0 代替 式 (e) ,同样 求 得 下 ,二 一 /5W。 读 者 还 
可 以 试用 其 他 方程 求解 。 图 无 论 怎样 建立 方程 ,独立 平衡 方程 的 数目 只 有 6 个。 空间 一 般 
力 系 平衡 方程 的 基本 形式 为 式 (3. 3.7), 即 3 个 投影 方程 和 3 个 力矩 方程 ,它们 是 相互 独立 
的 。 其 他 不 同形 式 的 平衡 方程 还 有 很 多 组 ,也 只 有 6 个 独立 方程 ,由 于 空间 情况 比较 复杂 ， 
本 书 不 再 讨论 其 独立 性 条 件 ,但 只 要 各 用 一 个 方程 逐个 求 出 各 未 知 数 , 这 6 个 方程 一 定 是 独 
立 的 。 四 除了 独立 的 平衡 方程 外 ,也 可 以 任意 建立 其 他 的 不 独立 方程 ,可 以 利用 这 些 不 独立 
的 方程 验证 求解 过 程 的 正确 性 。 

【注意 】 如 果 一 个 空间 力 系 是 平衡 的 , 则 该 力 系 在 任意 平面 上 投影 所 得 的 平面 力 系 一 
定 平衡 ,对 任意 一 轴 的 矩 的 代数 和 一 定 为 零 。 

【 例 3.3.4】 图 3. 3.6 所 示 均 质 板 重 为 W, 由 六 根 杆 支 承 ,并 承受 荷载 作用。 试 计算 
各 杆 的 受 力 。 


图 3.3.6 例 3.3.4 图 例 3. 3. 4 的 解答 
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3.4 物体 系统 的 平衡 ” 静 定 和 静 不 定 问题 


工程 中 ,如 组 合 构架 、 三 铵 拱 等 结构 ,都 是 由 几 个 物体 组 成 的 系统 。 当 物体 系统 平衡 时 ， 
组 成 该 系统 的 每 一 个 物体 或 者 若干 构件 组 成 的 子 系统 都 处 于 平衡 状态 ,因此 对 于 每 一 个 受 
平面 一 般 力 系 作用 的 物体 , 均 可 写 出 3 个 平衡 方程 。 如 物体 系统 由 个 物体 组 成 , 则 可 建立 
37 个 独立 方程 。 如 系统 中 有 的 物体 受 平面 汇 交 力 系 或 平面 平行 力 系 作用 时 ,系统 的 平衡 方 
程 数 目 相应 减少 。 当 系统 中 的 未 知 量 数目 等 于 独立 平衡 方程 的 数目 时 , 则 所 有 未 知 数 都 能 
由 平衡 方程 求 出 ,这 样 的 问题 称 为 静 定 问题 。 在 工程 实践 中 ,有 时 为 了 提高 结构 的 刚度 和 坚 
固 性 ,常常 增加 多 余 的 约束 ,因而 使 这 些 结构 的 未 知 量 的 数目 多 于 平衡 方程 的 数目 ,未 知 量 
就 不 能 全 部 由 平衡 方程 求 出 ,这 样 的 问题 称 为 静 不 定 问题 ,或 超 静 定 问题 。 独 立 未 知 量 的 数 
目 与 独立 平衡 方程 的 数目 之 差 , 称 为 静 不 定 ( 或 超 静 定 ) 的 次 数 。 静 不 定 ( 或 超 静 定 ) 的 次 数 
与 未 知 量 的 选取 无 关 ,只 与 物体 系统 有 关 。 

对 于 静 不 定 问题 ,必须 考虑 物体 因 受 力作 用 而 产生 的 变形 ,加 列 某 些 补充 方程 后 ,才能 
使 方程 的 数目 等 于 未 知 量 的 数目 。 静 不 定 问题 超出 本 教材 的 范围 ,将 在 后 续 课程 中 讨论 。 

如 图 3.4.1(a) (b) 所 示 , 重 物 分别 用 绳子 悬 zw : 
挂 , 受 平面 汇 交 力 系 作用 , 故 均 有 两 个 平衡 方程 。 
在 图 3.4.1(a) 中 ,有 2 个 未 知 约束 反 力 , 故 是 静 
定 问题 ,而 在 图 3. 4.1(b) 中 ,有 3 个 未 知 约束 反 
力 , 因 此 是 静 不 定 问题 。 

如 上 所 述 ,一 个 物体 系统 常常 由 几 个 简单 物 全 Ke? 
体 或 构件 通过 一 定形 式 的 连接 而 成 。 连 接 件 可 国 半 全】 前 定 同 题 与 前 不 定 问题 
以 传递 力 或 力矩 ,为 了 叙述 方便 ,本 节 以 下 仅 讨论 平面 结构 。 

以 平面 物体 系统 为 例 , 若 组 成 平面 结构 的 其 中 两 个 刚体 中 和 四 由 连接 件 连接 ,连接 件 可 
以 是 一 个 连 杆 ,一 个 匀 或 图 3. 4. 2 所 示 的 平移 构件 。 由 于 连 杆 只 在 轴线 方向 形成 约束 , 故 只 
能 传递 轴线 方向 的 力 , 所 以 反 力 的 数目 w=1。 铵 由 于 可 以 约束 水 平和 铅 垂 方向 的 位 移 , 故 
可 以 传递 任意 方向 的 力 ,或 者 传递 水 平方 向 的 力 下 。 和 铅 垂 方向 的 力 正 , ,但 由 于 不 考虑 锭 
的 摩擦 , 故 不 能 阻止 相对 转动 , 即 不 传递 力矩 ,所 以 反 力 的 数目 x 二 2。 而 平移 构件 则 阻止 连 
接 件 之 间 的 相对 转动 和 水 平方 向 的 相对 位 移 ,但 不 阻止 其 竖 向 位 移 , 因 为 可 以 传递 水 平方 向 
的 力 和 力 偶 , 故 反 力 的 数目 二 2。 

F F 有 
(a) (b) 


M M’ 
本 慰 my FF (m= 
四 加 四 回 

( 


c) 


图 3.4.2 构件 之 间 的 连接 及 其 受 力 
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【说 明 】 中 如 果 两 个 平面 物体 固 结 在 一 起 , 即 两 个 物体 之 间 不 能 相互 移动 和 转动 , 则 可 
以 将 两 个 物体 视 为 一 个 物体 。 回 对 于 平面 构件 , 若 将 其 在 中 间 任 一 截面 截 开 ,由 于 截 开 两 仙 
互 为 约束 (不 能 有 相对 移动 和 转动 ) , 故 一 般 有 2 个 方向 的 约束 力 和 一 个 约束 力矩 (相互 为 作 
用 力 与 反作用 力 ) 。 若 为 空间 构件 , 则 一 般 有 3 个 方向 的 约束 力 和 绕 3 个 轴 的 约束 力矩 。 月 
以 在 具体 计算 过 程 中 ,一 般 不 得 随意 将 一 个 构件 从 中 间 截 开 。 如 果 蕉 开 研究 其 中 的 一 部 分 ， 
则 在 受 力 分 析 时 除了 原来 作用 的 力 之 外 ,必须 添加 截 开 位 置 处 相互 作用 的 力 。 

由 于 组 成 结构 的 每 一 个 刚体 可 以 建立 3 个 独立 的 平衡 方程 , 故 由 个 刚体 组 成 的 物体 
系统 总 共 可 以 建立 3n 个 独立 的 方程 。 假 如 用 表示 支 座 反 力 的 数目 ,x 表示 刚体 之 间 连 接 
件 的 反 力 数目 , 则 由 ?个 刚体 组 成 的 物体 系统 是 静 定 结构 的 必要 条 件 为 
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而 且 , 如 果 结 构 整 体 不 变形 ,上 述 条 件 也 是 充分 条 件 。 

例如 ,对 图 3. 4. 3 所 示 物 体系 统 , 由 3 个 梁 和 一 个 三 角 板 构成 , 故 ? 一 4,4 个 铵 传递 的 力 
的 未 知 量 数目 = 二 4X2==8。 在 A 处 有 :2 个 支 座 反 力 ,B 和 C 处 各 有 一 个 支 座 反 力 ,所 以 ， 
r= 二 2 十 1 十 1 二 4。 代 入 式 (3. 4.1) 可 得 : 8 十 4 二 3X4, 即 满足 静 定 结构 的 必要 条 件 , 又 由 于 体 
系 不 变 , 故 物体 系统 为 静 定 结构 。 


图 3.4.3 物体 系统 


【说 明 】 对 于 空间 物体 系统 ,也 可 以 类 似 分 析 , 只 是 一 个 空间 物体 可 以 建立 6 个 独立 的 
平衡 方程 。 

求解 静 定 物体 系统 的 平衡 问题 ,有 多 种 解 题 方法 。 例 如 ,可 以 分 别 选取 每 个 构件 为 研究 
对 象 , 列 出 全 部 平衡 方程 ,然后 求解 ,但 这 种 方法 的 计算 量 会 随 着 构件 个 数 增加 而 快速 增加 ， 
同时 很 多 物体 系统 的 破坏 问题 也 并 不 需要 求 出 所 有 构件 之 间 的 相互 作用 力 ; 也 可 先 选取 整 
个 系统 为 研究 对 象 , 列 出 平衡 方程 ,这 样 的 方程 因 不 包含 构件 之 间 的 相互 作用 力 ,方程 中 未 
知 量 较 少 ,计算 出 部 分 未 知 量 后 ,再 选取 某 些 相关 构件 形成 的 子 系统 作为 研究 对 象 , 列 出 另 
外 的 平衡 方程 ,直至 求 出 所 有 欲求 的 未 知 量 为 止 ; 如 果 整 个 系统 受到 较 多 的 约束 力作 用 ,也 
可 以 先 选 取 约 束 力 较 少 、 容 易 计 算 的 一 个 或 部 分 构件 为 研究 对 象 , 再 根据 实际 问题 寻找 解决 
问题 的 途径 。 

【说 明 】 在 选择 研究 对 象 和 建立 平衡 方程 时 ,应 使 每 一 个 平衡 方程 中 的 未 知 量 个 数 
尽 可 能 少 ,最 好 是 只 含有 一 个 未 知 量 , 以 避免 求解 联 立 方程 组 。 回 建立 平衡 方程 的 基本 思路 
是 投影 方程 中 有 尽量 多 的 未 知 力 重 直 于 投影 轴 , 力 矩 方程 中 有 尽量 多 的 未 知 力作 用 线 通过 
矩 心 。 

【 例 3.4.1】 三 贸 拱 ABC 上 受 荷 载 力 F 及 力 偶 M 作用 ,如 图 3.4.4(a) 所 示 , 不 计 拱 的 
自重 。 已 知 下 ==10 kN,M= 二 20 kKN， m,a 二 1 m。 求 匀 A、B 的 约束 反 力 。 


Fo Fi | 
(a) (b) 


图 3.4.4 例 3.4.1 图 


【 解 】 由 于 w= 二 2,r= 二 4,n 二 2, 故 满足 r 十 u= 二 4 十 2 二 6 二 3n。 并 且 ,系统 不 变 , 故 本 题 是 
平面 物体 系统 的 静 定 问题 。 如 果 拆 成 两 个 刚体 AC 、BC ,对 每 一 半分 别 列 出 3 个 平衡 方程 ， 
可 以 求解 匀 A、B、C 处 约束 反 力 共 6 个 未 知 量 , 但 需 解 联 立 方程 , 且 多 求 了 铵 C 的 约束 反 
力 。 下 面 的 解 题 方 法 可 简捷 求 出 。 

(1) 先 考虑 整体 平衡 , 受 力 如 图 3. 4. 4(a) 所 示 ,平面 力 系 有 3 个 平衡 方程 ,4 个 未 知 数 
可 部 分 求 出 。 


> MaA(Pi) =0;: Fa 2a +M—F. SL=0, Fg,=—7.5kN(Y) 


DMs(F,) =0: Fw 2a +M+F. Da 0, Fi,=17.5kN(1) 


DB, =0% Fy + Fi =0 
(2) 再 考虑 半 拱 AC 的 平衡 , 画 受 力图 如 图 3. 4. 4(b) 所 示 。 


PMe(F)=0: Fa va 二 F ,一 Fw va 一 0，Fuc 一 12.5kN() 


于 是 得 Fa 一 一 FA 一 一 12.5 kN( 一 )。 

【思考 】 如 果 力 偶 M 作用 在 半 拱 AC 上 , 较 A、B 的 约束 反 力 会 改变 吗 ? 为 什么 ? 

【 例 3.4.2】 图 3.4.5(a) 所 示 的 组 合 梁 由 AB 和 BC 在 B 处 贸 结 而 成 。 已 知 a、g、0， 
下 二 ga 。 试 求 固定 端 A 及 活动 匀 支 座 C 的 约束 反 力 。 


(b) 
图 3.4.5 例 3.4.2 图 


【 解 】 与 例 3.4.1 一 样 ,可 以 判断 图 3. 4. 5 所 示 的 物体 系统 也 是 静 定 结构 。 
为 求 A、C 处 约束 反 力 ,可 研究 整体 梁 (图 3. 4.5(a)), 共 有 4 个 未 知 量 Fa, 、Fav ,MA 


SN 第 3 章 ”平衡 方程 及 其 应 用 


及 Fi ,但 平面 力 系 只 能 列 3 个 独立 的 平衡 方程 , 故 无 法 全 部 解 出 ,需要 进行 第 二 步 分 析 。 
从 B 处 拆 开 ,研究 梁 BC( 图 3.4. 5(b)) , 先 求 出 Fc 。 列 方程 可 避 开 不 需求 的 未 知 力 Fp,、 
Fpys 

(1) 研究 梁 BC , 受 力 如 图 3.4.5(b) 所 示 。 列 平衡 方程 


DIMs Fi) =0: Feccosg .2a 一 Fa=0，Fc=- 轻 


2cosg 
(2) 研究 整体 梁 , 受 力 如 图 3. 4. 5(a) 所 示 。 列 平衡 方程 
> Fu 0 F,.— Fesin0=0, F,, Faatand 


BF, 0: Fs, — 2gqa —F++Fcecos0=0, Fa, 2 qa 


DS MAF,) 0: MA 一 2ga。a 一 上 下。3a 十 Foccosg。4a 一 0， Ma = 3ga’ 

【说 明 】 @ 对 于 本 例 中 的 结构 , 杆 件 AB 可 不 依赖 杆 件 BC 而 独立 承受 荷载 , 称 为 主体 
结构 ,而 杆 件 BC 则 必须 依赖 于 主体 结构 方 可 承受 荷载 , 称 为 附属 结构 。 四 一 般 附 属 结构 上 
受到 力 会 传递 到 主体 结构 上 ,但 主体 结构 的 受 力 不 会 传递 到 附属 结构 上 。 所 以 ,在 求解 这 类 
结构 的 静 力 学 问题 时 ,一 般 先 分 析 附 属 结构 。 

【 例 3.4.3】 图 3.4.6(a) 所 示 组 合 梁 由 AC 和 CE 用 贸 链 C 相连 ,A 端 为 固定 端 ,E 端 
为 活动 铵 链 支 座 。 受 力 如 图 所 示 。 已 知 : /= 二 8 m,F 王 5 kN, 均 布 荷载 集 度 g=2.5 kN/m， 
力 偶 矩 的 大 小 M 二 5 kN， m', 试 求 固 端 A 、 铵 链 C 和 支 座 E 的 反 力 。 


gq 
; F M 
2 于 到 和 D 
Ha es | WM | 4 ss 114 -| 
(a) 
iF 
Fe, J 
C yD 
Fc, Fe 
6) 
Ma wp 了 好 
E 
Fe 44 H B C D 
Fy Fs 
(d) 


图 3.4.6 例 3.4.3 图 


【 解 】 与 例 3.4. 1 一 样 , 可 以 判断 图 3. 4. 6 所 示 物 体系 统 也 是 静 定 结构 。 
1. 取 CE 段 为 研究 对 象 , 受 力 分 析 如 图 3. 4. 6(c) 所 示 : 其 中 Fw 是 作用 在 CD 段 均 布 


荷载 的 合力 ,Fa 二 了 ql, 作用 在 CD 眉 的 中 点 。 由 两 个 平衡 方程 ,有 


DF =0: Fe =0 (a) 


R08 Fo, — 二 Fee0 (b) 


代入 Fu 一 于 ol 和 已 知 数据 , 解 得 


2 
op (m+ 等)=+ (4) 2.5KN(C+ )， Fw = 了 0 一 Fe 一 2.5kN(+) 


2.。 取 AC 段 为 研究 对 象 , 受 力 分 析 如 图 3. 4. 6(b) 所 示 , 其 中 力 Fs 是 作用 在 BC 段 均 
布 荷载 的 合力 ,Fu 一 工 @/ ,作用 在 BC 眉 的 中 点 1。 由 染 AC 眉 的 平衡 方程 


DP, =0% Fn = R=0 (d) 

DF,, =0: Fw — Fo—F—F,,=0 (e) 
站 

DIMa CF) =0: Ma—F Xx i ly (f) 


1 
代入 Fos 一 ql,F6, 一 Fc 一 2.5 kN, 解 得 


F000 ye -ql + Fc =12,5 kNC‘) 


y 


Ma SF 1 Feel 十 本 

【说 明 】 如 果 取 整个 组 合 梁 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 3.4.6(d) 所 示 。 对 整体 写 出 平衡 方 
程 >)F,, 二 0, >)Ma(F;) 二 0, 显然 这 组 方程 不 是 独立 的 ,可 以 应 用 它们 来 检验 计算 是 否 正 
确 , 也 可 用 这 组 方程 同 式 (a) 一 式 (c)( 或 式 (d) 一 式 (f)) 联 立 求 解 。 

【注意 】 @D 对 于 分 布 荷载 跨 物 体 作 用 时 的 受 力 分 析 , 应 该 首先 选择 研究 对 象 , 将 分 布 荷 
载 据 实 作 用 在 物体 上 ,在 列 平衡 方程 时 按照 分 布 荷载 的 简化 方法 代入 计算 。 而 不 应 先 简化 
分 布 荷载 ,再 选取 研究 对 象 。 回 例如 例 3. 4. 3 的 求解 过 程 中 , 若 首先 将 分 布 荷载 简化 为 一 作 
用 在 C 节点 的 集中 力 , 则 会 得 出 错误 结果 ,请 读者 分 析 其 原因 。 

【 例 3.4.4】 如 图 3.4.7(a) 所 示 构 架 由 杆 AB .CD ,EF 和 滑轮 ,绳索 等 组 成 ,H ,G、E 
处 为 贸 链 连接 , 固 连 在 杆 EF 上 的 销 钉 开 放 在 杆 CD 的 光滑 直 模 上 。 已 知 物 块 三 的 重量 W 
和 水 平 力 下 ,尺寸 如 图 所 示 。 若 不 计 其 余 构件 的 重量 和 摩擦 , 试 求 固 定 匀 链 支 座 A 和 C 的 
反 力 及 杆 EF 上 销 钉 K 的 约束 力 。 

【 解 】 首先 为 考察 系统 是 否 静 定 ,可 去 除 绳索 .滑轮 和 重 物 (它们 不 影响 物体 系统 的 静 
定性 ) ,从 而 有 : w= 二 5,r= 二 4,n 二 3, 故 也 满足 rr 十 u 二 9 二 3n, 且 物体 系统 具有 静 定 不 变性 , 故 
去 除 绳索 、 滑 轮 和 重 物 的 物体 系统 和 原 系 统 均 是 静 定 物体 系统 。 

若 以 整个 系统 为 研究 对 象 , 其 受 力 如 图 3. 4. 7(b) 所 示 , 系 统 受 平面 任意 力 系 作用 ,可 写 
出 3 个 平衡 方程 


Fel =30 kN . m(U) 


PF; =0: F+Fa + Fe =0 (a) 


Ma Fi) =0; 4aFe +6aF +3aW =0 (b) 
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图 3.4.7 例 3.4.4 图 


DIMe(F;) =0: — 4aFn, +6aF +7aW =0 (c) 
1 
可 得 : Fa 一 一 卫 (W 十 2F) ) ,Fw = (7W+6F) 个 )。 


然后 , 取 杆 EF 和 滑轮 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 3.4.7(c) 所 示 。 可 写 出 力矩 平衡 方程 
DM Fi) =0: 3aW — aFr — 2aFk sin45° =0 (d) 


WwW 
由 于 Fr==W, 故 有 : Pi = Wt ss 


SIN 
最 后 , 取 杆 CD 为 研究 对 象 , 其 受 力 如 图 3.4.7(d) 所 示 , 其 中 ,Fk 二 一 Fk 。 可 写 出 力矩 
平衡 方程 


>)Me(E,) =0: — haFe, + daFe, 十 2VZaF4 一 0 (e) 


2Fc, 十 /2aFk W—6F 


故 有 ， Fe -一 )。 
将 Fc, 值 代 人 式 (a) 得 
二 


4 1 
【说 明 】 对 于 复杂 问题 的 求解 ,选择 合适 的 构件 组 成 一 个 子 系统 ,并 以 此 作为 研究 对 
象 ,进行 讨论 会 给 问题 的 求解 带 来 方便 。 
【 例 3.4.5】 如 图 3. 4. 8 所 示 结 构 各 构件 自重 不 计 , 荷 载 与 尺寸 如 图 所 示 。M 二 ga?， 
求 A.D 处 的 约束 力 。 


图 3.4.8 例 3.4.5 图 


思 
思考 题 


3-1 选择 题 ( 请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 和 人 括号 内 ) 
1. 车 用 一 个 投影 方程 > ) F,。 =0 及 一 个 力矩 方程 > MA (F,;) 一 0 求解 平面 汇 交 力 系 的 
平衡 问题 ,为 了 保证 方程 的 独立 性 , 则 需要 满足 的 条 件 是 ( 入 
A. A 点 必须 在 x 轴 上 
B. A 点 不 能 在 zx 轴 上 
C. xz 轴 一 定 通过 汇 交 力 系 的 汇 交 点 
D. x 轴 不 能 垂直 于 力 系 的 汇 交 点 与 A 点 的 连 线 过 
2. 图 示 结 构 中 ,在 杆 件 AC 和 BC 上 作用 着 两 个 大 小 均 为 M( 不 
为 零 ) .转向 相反 的 力 偶 , 杆 件 自重 不 计 , 则 下 列 关 于 支 座 A 处 的 约束 
反 力 Fs 的 结论 中 ,正确 的 是 ( » 
A, 了 一 0 选择 题 2 图 
B. FaAz0 
C. Fs 沿 AC 杆 作 用 
D. Fs 沿 A、B 的 连 线 作用 
3. 对 于 平面 力 系 平衡 , 则 关于 它 的 平衡 方程 ,下 列表 述 正确 的 是 ( js 
A. 任何 平面 力 系 都 具有 3 个 独立 的 平衡 方程 
B. 任何 平面 力 系 只 能 列 出 3 个 平衡 方程 
C. 在 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 中 ,两 个 投影 轴 必 须 互相 垂直 
D. 该 平衡 力 系 在 任意 选取 的 投影 轴 上 投影 的 代数 和 必 为 零 
4. 若 空间 平行 力 系 各 力作 用 线 都 平行 于 = 轴 . 则 此 力 系 独立 的 平衡 方程 为 ( i 
A. PIM, (Fi)=0, > M,(F:)=0, 2)M.(F;)=0 


B = 
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C. DF =0, DM, (Fi)=0, >)M,(CE,) 一 0 


记 =00 
5. 图 示 直 杆 重量 不 计 , 两 端 分 别 以 铵 链 与 一 可 在 光滑 的 水 平和 垂直 滑 槽 内 滑动 的 滑 块 
A 和 B 连接 ,车 在 细 杆 的 中 点 C 作用 一 力 下 >0。 下 列 4 图 的 作用 力 中 ,可 使 细 杆 处 于 平衡 


的 是 ( 六 


A B Gs D 
选择 题 5 图 
6。 图 示 机 构 受 力 作用 ,各 杆 重 量 不 计 , 则 支 座 A 处 约束 力 的 大 小 为 ( 。)。 
A. LE BE 3 Gs D. pF 


2 2 
7. 图 示 杆 系 结构 由 相同 的 细 直 杆 铵 结 而 成 ,各 杆 重量 不 计 。 若 Fs 二 Fc 二 FF, 且 Fs 和 


Fc 垂直 于 BD , 则 杆 BD 的 内 力 为 ( Ds 


A. 一 下 也 一 人 SF 卫 -Fp D. Rp 
B 
| C 下 
Dn 
选择 题 6 图 选择 题 7 图 


8. 杆 AF .BE .CD 、EF 相互 贸 结 ,A 、B 处 为 固定 贸 支 座 , 如 图 所 示 。 在 杆 AF 上 作用 
一 力 偶 (F ,F'), 若 不 计 各 杆 自重 , 则 支 座 A 处 反 力 的 作用 线 ( 二 


A. 过 A 点 平行 于 力 F B. 过 A 点 平行 于 BG 连 线 
C. 沿 AG 直线 D. 沿 AH 直线 


9. 图 示 刚 体 在 一 个 平面 任意 力 系 作用 下 处 于 平衡 ,以 下 4 组 平衡 方程 组 中 不 独立 的 
和 古 ( Js 
A = = =0 
B. DMo(F;)=0, MACE) =0, > Mag(F;)=0 
C. DMo(F;)=0, > Me(F,) =0, 2)F, =0 


oT 


选择 题 8 图 选择 题 9 图 
10. 图 示 一 平衡 的 平面 任意 力 系 {Fi ,F;,…,F,) 作 用 在 平面 Ozy 内 , 则 下 列 平衡 方程 

组 中 独立 的 是 ( Ms 

A. DIMACF;) =0, DMs(F,) =0, 5)F,, =0 

B. DMo(F;)=0, > Me(F,)=0,2)F, =0 

Mr M0 = 

BD = = =0 

E. DMo(F;)=0, 2)Ma(Fi)=0, > Mas(F,)=0 

F. DMo(F;)=0, Me(F,)=0, 2) Mg(F,)=0 


11. 一 平衡 的 空间 平行 力 系 ,各 力作 用 线 与 x 轴 平 行 , 则 下 列 平衡 方程 组 中 独立 的 
是 ( 》 


A. >)Fi =0, DF,, =0, 2)M,. =0 
B B=0 Es =0. >) = 
多 轴 坟 二 WW = 于 = 
DB: DM = = 


选择 题 10 图 


12. 在 刚体 的 两 个 点 上 各 作用 一 个 空间 共 点 力 系 ( 即 汇 交 力 系 ) ,刚体 处 于 平衡 。 利 用 
刚体 的 平衡 条 件 可 以 求 出 的 未 知 量 ( 即 独立 的 平衡 方程 ) 个 数 最 多 为 ( Js 
A 下 B. 4 个 外 D. 6 个 
13. 图 示 结 构 中 , 静 定 结构 是 ( ) , 超 静 定 结构 是 ( 让 
A. 图 (a) B. 图 (b) C. 图 (c) D. 图 (d) 
M M 多 
所 区 村 
有 
(a) (b) (9) (d) 


选择 题 13 图 
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3-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命 题 ,并 将 结果 填 入 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 
打 <%X”) 
1. 如 果 一 个 空间 力 系 是 平衡 的 , 则 将 空间 力 系 在 任意 一 个 平面 上 投影 ,得 到 的 平面 力 


系 一 定 平衡 。 ( ) 

2. 将 空间 力 系 在 3 个 不 相互 平行 的 平面 上 投影 ,得 到 的 平面 力 系 均 为 平衡 力 系 , 则 原 
来 的 空间 力 系 一 定 平衡 。 人 ) 

3. 如 果 一 个 平面 一 般 力 系 中 各 力 形成 一 个 封闭 的 力 的 多 边 形 , 则 该 力 系 一 定 平衡 。 

( ) 

4. 平面 结构 中 ,一 个 构件 一 般 不 能 从 中 间 截 开 。 如 果 截 开 , 除 非 二 力 构 件 , 一 般 都 要 在 
截 开 位 置 处 施加 两 个 不 同方 向 的 未 知 力 和 一 个 未 知 的 约束 力 偶 。 ( ) 

5. 超 静 定 的 次 数 与 所 列 的 平衡 方程 有 关 , 建 立 不 同 的 平衡 方程 ,会 有 不 同 的 超 静 定 
次 数 。 ( ) 

3-3” 试 写 出 各 类 力 系 所 具有 的 最 大 的 独立 平衡 方程 数目 。 

(1) 平面 汇 交 力 系 ( ); (5) 空间 汇 交 力 系 ( ); 

(2) 平面 力 偶 系 ( ); (6) 空间 力 偶 系 ( ); 

(3) 平面 平行 力 系 ( ); (7) 空间 平行 力 系 ( )s 

(4) 平面 任意 力 系 ( ); (8) 空间 任意 力 系 ( 站 

3-4 ”图 示 两 种 机 构 , 图 (a) 中 销 钉 EE 固 结 于 杆 CD 而 插 在 杆 AB 的 滑 槽 中 ; 图 (b) 中 销 


钉 巨 固 结 于 杆 AB 而 插 在 杆 CD 的 滑 档 中 。 不 计 构件 的 自重 和 摩擦 ,0 一 45”, 如 在 杆 AB 上 
作用 有 和 矩 为 M, 的 力 偶 , 在 上 述 两 种 情况 下 平衡 时 ,A .C 处 的 约束 力 和 杆 CD 上 作用 的 力 偶 
是 否 相等 ? 


思考 题 3-4 图 


3-5 分 析 在 下 述 情 况 下 ,空间 力 系 最 多 能 有 几 个 独立 的 平衡 方程 ?如何 建立 这 些 
方程 ? 

(1) 各 力 的 作用 线 都 与 某 直线 垂直 。 

(2) 各 力 的 作用 线 都 与 某 直 线 相交 。 

(3) 各 力 的 作用 线 都 与 某 直 线 垂 直 且 相交 。 

(4) 各 力 的 作用 线 都 与 某 一 固定 平面 平行 。 

(5) 各 力 的 作用 线 都 在 两 平行 平面 之 间 。 

(6) 各 力 的 作用 线 都 在 两 个 固定 的 平行 平面 上 。 

(7) 各 力 的 作用 线 都 垂直 于 某 一 固定 平面 。 


(8) 各 力 的 作用 线 分 别 汇 交 于 两 点 。 

(9) 各 力 的 作用 线 都 平行 于 某 一 固定 平面 并 且 分 别 汇 交 于 两 个 固定 点 。 
(10) 各 力 的 作用 线 都 与 某 一 直线 相交 ,而且 分 别 汇 交 于 此 直线 外 的 两 点 。 
(11) 各 力 的 作用 线 分 别 通过 不 共 线 的 三 个 点 。 


习题 


3-1 一 均 质 球 重 书 =1000 N, 放 在 两 个 相交 的 光滑 斜面 之 间 如 图 示 。 如 斜面 AB 的 倾 
角 0 一 45 ,而 斜面 BC 的 倾角 8 一 60"。 求 两 斜面 的 约束 力 Fvp 和 Fn 的 大 小 。 

3-2 图 示 AC 和 BC 两 杆 用 铵 链 C 连接 ,两 杆 的 另 一 端 分 别 固定 铵 支 在 墙 上 ,在 C 点 
悬挂 重 10 kN 的 物体 。 已 知 AB=AC=2 m,BC=1 m。 如 不 计 杆 重 , 求 两 杆 的 内 力 。 


习题 3-1 图 习题 3-2 图 习题 3-2 解答 


3-3 重 物 由 软 绳 悬挂 ,如 图 所 示 。 设 8=65", 试 利用 力 三 角形 求 下 列 情况 的 角 0。 


(1) 两 强 的 拉力 相等 ; (2)AC 绳 的 拉力 最 小 ; (3)AC 绳 的 拉力 不 超过 二 (4)BC 强 的 拉力 
i 
不 超过 8 


3-4” 均 质 杆 AB 长 /, 置 于 销 子 C 与 铅 垂 面 间 ,如 图 所 示 。 不 计 摩擦 力 , 求 平衡 时 杆 与 
铅 垂 线 间 的 夹 角 0 。 


习题 3-3 图 习题 3-4 图 


3-5 均 质 杆 AB 重 为 本 ,长 为 !, 两 端 置 于 相互 垂直 的 两 光滑 斜面 上 。 已 知 一 斜面 与 
水 平成 角 0 , 求 平 衡 时 杆 与 水 平 所 成 的 角 p 及 距离 OA 。 

3-6 杆 AB 重 为 W. 长 为 21, 置 于 水 平面 与 斜面 上 ,其 上 端 系 一 绳子 ,绳子 绕 过 滑轮 C 
吊 起 一 重 物 Q, 如 图 所 示 。 各 处 摩擦 均 不 计 , 求 杆 平 衡 时 的 Q 值 及 A、B 两 处 的 约束 力 。0、 
B 均 为 已 知 。 


习题 3-6 图 


下 


3-7 ”半径 为 a 的 无 底 薄 圆 简 置 于 光滑 水 平面 上 , 简 内 装 有 两 球 , 球 的 重量 均 为 Fo, 
径 为 ,如 图 所 示 。 问 圆 简 的 重量 W 多 大 时 圆 简 不 致 翻 倒 ? 


习题 3-7 图 习题 3-7 解答 


3-8 重 物 已 =1000N, 由 杆 AO 与 两 根 等 长 的 水 平 连 杆 BO 和 CO 所 支持 ,如 图 所 示 。 
杆 AO 与 两 根 连 杆 在 O 点 用 贸 链 相 接 ,并 与 铝 垂 线 成 45",ZCBO== ZBCO= 二 45"。 不 计 各 杆 
件 的 自重 , 求 杆 的 内 力 与 连 杆 的 张力 。 

3-9 重 物 P= 二 10 kN ,悬挂 在 D 点 ,如 图 所 示 ,A、B 和 C 三 点 用 贸 链 固定 。 求 支 座 A、 
B 和 C 的 约束 力 。 


习题 3-8 图 习题 3-9 图 


3-10 ”图 示 机 构 中 AB 杆 上 有 一 导 模 , 套 在 CD 杆 的 销 子 E 上 ,在 AB 和 CD 杆 上 各 有 
一 力 偶 作用 ,如 图 所 示 。 已 知 Mi 二 1000 N， mo, 不计 杆 重 及 摩擦 。 求 机 构 在 图 示 位 置 平衡 
时 力 偶 矩 M; 的 大 小 。 
3-11 图 示 结 构 由 不 计 自 重 的 杆 AB .CDF .DE 组 成 ,AD、E、F 处 为 匀 链 连接 ,C 处 
为 光滑 接触 ,M= 二 1 000 N， m,AC= 二 1 m,CD 二 DF 二 DE。 求 支 座 A、E.、F 处 的 约束 力 。 
3-12 ”图 示 结 构 各 构件 自重 不 计 。 求 支 座 A 和 贸 链 E 处 的 约束 力 。 


习题 3.10 图 习题 3.11 图 习题 3.12 图 


3-13 曲 杆 ABCD 中 , 杆 ABC 组 成 的 平面 为 水 平 , BCD 组 成 的 平面 为 铅 直 , 而 且 
和 ABC= 一 BCD=90",A 端 用 轴承 支承 ,D 端 用 球 贸 固定 。 杆 上 作用 3 个 力 偶 ,其 和 矩 分 别 
为 Mi 二 550j ,Ms = 400i, Ms 二 200k (单位 以 Nm 计 )。 设 AB=BC=40 cm,CD= 
30 cm, 求 AD 处 的 约束 反 力 。 

3-14 轮子 A 与 B 的 中 心 以 理想 匀 链 与 一 不 计 重量 的 直 杆 连 接 , 置 于 光滑 斜面 间 , 如 
图 所 示 。 设 A 轮 重 Ps ,B 轮 重 Ps ,和 斜面 的 倾斜 角 分 别 为 y 与 B8,y 十 B 取 90", 求 平衡 时 连 杆 
与 水 平 线 的 夹 角 0 。 


习题 3-13 图 习题 3-14 图 习题 3-14 解答 


3-15 ” 静 定 刚 架 荷载 及 尺寸 如 图 所 示 , 求 支 座 约束 力 和 中 间 铵 的 压力 。 

3-16 一 均 质 重 直 杆 OA 能 绕 其 固定 端 O 在 铅 垂 平面 内 自由 转动 。 一 强 OC 系 于 O 
点 , 强 的 另 一 端 挂 一 半径 为 a 的 球 。 设 杆 长 是 4a , 强 OC 长 为 4a, 球 和 杆 的 重量 都 是 W, 且 
不 计 杆 和 球 在 接触 点 处 的 摩擦 。 求 平衡 时 丁 与 强 对 铅 垂 线 的 倾角 0 和 yp, 以 及 绳 的 张力 。 


20 kN/m 


习题 3-16 图 习题 3-16 解答 
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3-17 ”如 图 所 示 , 杠 杆 端 部 受到 铅 垂 的 集中 力 下 作用 ,对 半径 为 r、 重 为 G 的 圆柱 体 施 
加 力 。 假 设 杠 杆 的 重量 忽略 不 计 , 接 触 处 均 光 滑 。 试 确定 杠杆 与 地 面 之 间 的 作用 力 大 小 。 
假设 台阶 高 度 h 等 于 圆柱 体 的 半径 +。 


3-18 一 复 梁 由 AB 和 BC 构件 用 铵 链 B 连接 而 成 ,并 以 铵 支 座 A 以 及 连 杆 EG、CH 支 
持 如 图 所 示 。 各 构件 质量 不 计 ,F 二 6 kN。 求 在 力 正 作用 下 A 点 的 约束 力 以 及 连 杆 的 内 力 。 


er 
习题 3-18 图 习题 3-18 解答 
3-19 一 复 梁 的 支承 和 荷载 如 图 所 示 , 设 M 二 Fa。 求 支 座 A、B、D 上 的 约束 力 。 


3-20” 梁 的 支承 和 荷载 如 图 示 。 下 二 2 kN, 线 性 分 布 荷载 的 最 大 值 9=1 kN/m。 如 不 
计 梁 重 , 求 支 座 A 和 B 的 约束 力 。 


习题 3-19 图 习题 3-20 图 


3-21 水 平 梁 的 支承 和 荷载 如 图 (a),(b) 所 示 。 已 知 力 下 \ 力 偶 的 力 偶 矩 M 和 均 布 荷 
载 a。 求 支 座 A、B 处 的 约束 力 。 
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习题 3-21 图 


3-22 ”图 示 铅 垂 面 内 构架 ,各 杆 自 重 及 摩擦 不 计 . 已 知 AB=CD==a,AC==BD=0, 在 
杆 CD 和 DB 的 中 点 分 别 作 用 有 铅 垂 主动 力 下 和 水 平 主动 力 F,., 杆 AC 上 作用 有 主动 力 
偶 , 其 力 偶 矩 为 M。 试 求 杆 AD 两 端 所 受到 的 销 钉 的 约束 力 。 


/ss、 


入 -MA 


3-23 ”如 图 所 示 平 面 结构 ,AB 、DC 处 于 水 平 位 置 。AB 一 3/ 一 6 m,DC 一 2 一 4m, 开 
2 kN,g 二 2 kKN/m,M 二 FL 二 4 kN，m。 所 有 杆 重 及 摩擦 不 计 。 求 支 座 A、C、D 的 约束 力 。 


习题 3-22 图 习题 3-23 图 


3-24 ”结构 如 图 所 示 , 各 杆 自重 不 计 ,C、D 处 贸 结 ,F 二 4 kN,M 王 6 kN。，m, /一 
1.5 m,ls 二 2 m。 求 A、B 处 的 约束 力 。 


习题 3-24 图 


3-25 ”如 图 所 示 结 构 , 由 AB、CB 、BD 三 根 杆 组 成 ,B 处 用 销 钉 连接 ,g 二 4kN/m, 力 偶 
和 矩 M==8 kN，m,F= 二 4 kN,6 二 2 m。 求 A 端的 约束 力 及 销 钉 B 对 AB 杆 的 约束 力 。 


习题 3-25 图 习题 3-25 解答 


3-26 ”结构 如 图 所 示 ,ga 已 知 ,各 杆 自 重 不 计 。 求 A、.B、D 处 的 约束 力 和 BC 杆 的 内 力 。 


习题 3-26 图 


一 第 3 章 平衡 方程 及 其 应 


3-27 一 组 合 结构 ,尺寸 及 荷载 如 图 示 。 下 二 10 kN,g 二 6 kN/m,M 二 188 kN . m, 梁 及 
各 杆 重 不 计 。 求 固定 端 C 处 的 约束 力 。 


习题 3-27 图 


3-28 ”在 图 示 机 构 中 ,OB 线 水 平 , 当 B、D.\F 在 同一 铅 垂 线 上 时 ,DE 矢 直 于 EF ,曲柄 
OA 正好 在 铅 垂 位 置 。 已 知 OA 二 100 mm,BD 王 BC=DE 王 100 mm,EF 王 100V3 mm。 不 
计 杆 重 和 摩擦 , 求 图 示 位 置 平衡 时 M 和 下 的 关系 。 

3-29 构架 由 AB 、AC .CD 、EF 四 杆 贸 结 而 成 ,构架 上 作用 一 铅 垂 向 下 的 力 ,如 图 所 
示 。 设 AE=EB,AG 一 GC , 求 支 座 B 的 约束 力 以 及 杆 EF 的 内 力 。 


rod] 
习题 3-28 图 习题 3-29 图 习题 3-29 解答 


3-30 ”如 图 所 示 刚 架 自重 不 计 。 已 知 g= 二 12 kN/m,M=10V2 kN . m,! = 一 2m,C、D 为 
光滑 匀 链 。 试 求 . 支 座 A .B 的 约束 力 。 
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习题 3-30 图 习题 3-30 解答 


了 


3-31 如 图 所 示 平 面 结 构 , 由 直角 弯 杆 OA 、 直 杆 BC 和 DE 相互 贸 结 而 成 ,已 知 qva 和 
M= 王 3. 5ga’ ,车 不 计 各 杆 自重 和 各 接触 处 摩擦 , 试 求 销 钉 A、D 对 杆 DE 的 约束 力 。 

3-32 ”图 示 铅 垂 面 内 构架 由 曲柄 ABC 与 直 杆 CD .DE 相互 铵 结 而 成 。 已 知 gq 二 12 N/m， 
M 二 20 N， m,CD | DE。 如 不 计 自重 和 摩擦, 试 求 固定 端 A 处 的 约束 力 。 


加 起 可 局 二 
习题 3-31 解答 


回 
习题 3-32 图 习题 3-32 解答 


3-33 ”图 示 铅 垂 面 内 不 计 自 重 和 摩 所 的 构架 ,已 知 几何 尺寸 /4 和 主动 力 正 , 试 求 支 座 
A.C 处 的 约束 力 。 
3-34 ”图 示 不 计 自 重 和 摩擦 的 构架 由 5 根 杆 OA 、BH、CG、OC、GH 组 成 ,各 杆 在 C、 
D .E.G、H.、O 处 彼此 匀 结 。 已 知 下 .Ma, 试 求 销 钉 CD、E、G 对 杆 CG 的 约束 力 。 
ci D 


习题 3-33 图 习题 3-34 图 习题 3-34 解答 


3-35 图 示 结 构 由 杆 AC 与 杆 CB 组 成 。 已 知 线性 分 布 荷载 gq 二 3 kN/m, 均 布 荷 载 
qz 二 0.5 kN/m,M 二 2 kN 。m: 尺 十 如 图 。 不 计 杆 重 , 求 固定 端 A 与 支 座 B 的 约束 力 和 贸 
链 C 的 内 力 。 


国 锯 
习题 3-35 解答 


静 力 学 应 用 专题 


4.1 栓 架 


4.1.1 梅 架 的 概念 


在 各 种 工程 结构 中 ,广泛 使 用 一 种 特殊 的 物体 系统 ,它们 是 由 一 些 细 长 直 杆 彼此 以 端 部 
连接 ( 锦 接 .焊接 或 螺栓 连接 ) 而 成 的 几何 形状 不 变 的 结构 。 当 杆 件 之 间 的 连接 能 近似 地 看 
作 是 铵 链 约束 时 ,这 种 杆 系 结构 称 为 梅 架 ,例如 桥梁 、 屋 架 . 电 视 塔 .飞机 骨架 和 起 重 机 架 等 
大 型 结构 中 。 设 计 梅 架 时 ,尽量 使 外 加 荷载 集中 作用 于 杆 件 连接 处 ,以 保证 枯 架 主要 承受 拉 
力 或 压力 。 直 杆 中 心 线 在 同一 平面 内 且 和 荷载 也 在 此 平面 内 的 检 架 称 为 平面 柏 架 。 按 结构 的 
静 定 和 静 不 定 分 类 ,平面 柏 架 还 可 以 分 为 平面 静 定 棉 架 和 平面 静 不 定 柏 架 。 直 杆 中 心 线 不 
全 在 同一 平面 内 的 梅 架 称 为 空间 梅 架 。 空 间 检 架 的 计算 方法 在 原则 上 与 平面 柏 架 类 似 。 本 
节 主 要 讨论 平面 检 架 。 

为 了 简化 平面 栓 架 的 内 力 计 算 , 作 以 下 基本 假定 

(1) 各 刚 杆 端 部 用 光滑 平面 柱 贸 连 接 , 贸 中 心 在 杆 的 中 心 线 上 , 称 为 节点 。 

(2) 所 有 荷载 沿 检 架 平面 作用 于 节点 上 。 

(3) 杆 自重 不 计 , 每 根 杆 都 是 二 力 杆 。 

实践 证 明 , 对 于 上 述 理想 模型 的 计算 结果 与 实际 情况 相差 不 大 ,可 以 满足 工程 设计 的 一 

平面 简单 检 架 杆 件 的 连接 按 以 下 规则 进行 : 先 用 3 根 杆 和 3 个 节点 组 成 一 基本 三 角形 
( 见 图 4.1.1(a) 的 阴影 部 分 ) ,以 此 为 基础 每 增加 2 根 杆 增加 1 个 节点 ,如 此 延伸 形成 的 枯 
架 整 体 最 后 用 一 贸 链 支 座 和 一 辊 轴 支 座 约 束 在 基 座 上 。 按 上 述 规则 连接 的 杆 件 数 x 和 节点 
数 n 满足 以 下 关系 : 


F 一 3 十 202 一 3) 三 20 一 3 uh Dy 
上 述 关 系 说 明 简单 检 架 是 静 定 结构 ,因为 每 个 节点 上 作用 一 组 平面 汇 交 力 系 ,总 共 可 列 出 
2n 个 独立 的 平衡 方程 ,而 个 杆 的 约束 力 和 3 个 支承 约束 力 相 加 ,共有 7 十 3 个 未 知 变量 ， 
式 (4.1.1) 保 证 了 方程 数 和 未 知 变量 数 相等 。 


图 4.1.1 平面 检 架 举例 
(a) 平面 简单 顶 架 ; (b) 平面 组 合格 架 


由 简单 橱 架 组 合 而 成 的 顶 架 称 为 组 合 梅 架 。 以 图 4. 1. 1(b) 给 出 的 组 合 枯 架 为 例 , 它 是 
由 3 根 既 同时 不 交 于 一 点 也 不 相互 平行 的 杆 AE、BG 和 CD 将 2 个 基本 三 角形 ACG 和 
BDE 相连 而 成 ,从 而 保证 了 其 几何 不 变形 及 静 定性 。 


4.1.2 平面 静 定 梅 架 的 内 力 计算 方 法 


机 架 作为 一 种 特殊 的 结构 体系 ,有 其 他 体系 所 不 具备 的 优点 ,如 : 节省 材料 ,可 以 实现 
较 大 跨度 ,可 以 通风 和 采用 自然 光源 等 。 同 时 ,桥架 作为 一 种 特殊 的 物体 系统 ,在 受 力 分 析 
时 , 既 具 有 普遍 性 (物体 系统 的 求解 方法 对 它 完 全 适用 ) ,又 具有 特殊 性 。 由 于 枯 架 都 是 一 些 
二 力 直 杆 匀 结 而 成 , 故 杆 件 的 内 力 就 等 于 销 钉 对 杆 件 的 作用 力 ( 一 般 构 件 的 内 力 概念 在 轴 向 
拉 伸 与 压缩 一 章 介 绍 ) 。 分 析 计 算 析 架 各 杆 件 内 力 的 方法 有 两 种 : 节点 法 和 截面 法 。 节 点 
法 是 工程 计算 的 主要 方法 ,其 要 点 是 以 各 个 节点 为 研究 对 象 ,分 别 列 出 各 个 节点 处 的 汇 交 力 
系 平衡 方程 ,依次 解 出 各 杆 的 约束 力 。 对 于 简单 术 架 ,为 了 避免 方程 组 中 出 现 未 知 变量 的 耦 
合 ,做 到 1 个 方程 解 1 个 未 知 力 ,应 注意 计算 的 顺序 。 通 常 先 列 出 柏 架 整体 的 平衡 方程 解 出 
支 座 的 约束 力 , 然 后 按 简单 术 架 组 成 过 程 的 逆 次 序 , 从 只 含 2 根 杆 的 节点 开始 ,依次 列 出 各 
节点 的 平衡 方程 , 解 出 各 杆 的 内 力 。 应 用 节点 法 可 以 解 出 全 部 杆 的 内 力 。 如 果 只 需求 出 个 
别 杆 的 内 力 ,一 般 采用 截面 法 比较 快捷 。 截 面 法 与 上 述 求 内 力 的 截面 法 一 样 ,只 是 这 里 要 选 
择 一 个 合适 的 截面 ,将 几 个 杆 件 同时 截 开 ,从 而 将 整个 术 架 截 开 , 取 其 中 任 一 部 分 (至 少 包括 
2 个 节点 ) 作 为 研究 对 象 ,使 几 个 杆 件 的 内 力 暴露 出 来 ,并 通过 平衡 方程 , 求 出 被 截 杆 件 的 内 
力 。 截 面 法 适用 于 简单 术 架 ,也 适用 于 组 合 柏 架 。 由 于 对 所 截 部 分 只 能 列 出 3 个 平衡 方程 ， 
因此 使 用 一 次 截面 法 最 多 只 能 解 出 3 个 非 共 点 杆 件 的 内 力 。 对 于 某 些 复杂 的 析 架 ,有 时 需 
要 多 次 使 用 截面 法 或 综合 应 用 截面 法 和 节点 法 才能 解 出 所 需要 的 杆 的 内 力 。 

本 小 节 讨 论 的 是 平面 静 定 机 架 , 对 于 非 静 定 柏 架 的 内 力 , 可 以 使 用 能 量 法 等 其 他 方法 计 
算 ,具体 请 参考 有 关 文 献 。 

【说 明 】 在 简化 为 析 架 结构 时 由 于 引入 了 一 些 假设 ,所 以 析 架 中 每 一 个 杆 件 都 是 二 力 
杆 , 从 而 在 杆 件 的 任 一 截面 截 开 ,相互 作用 力 只 有 轴 向 作用 的 力 ( 轴 力 ) 。 但 对 于 非 枯 架 杆 件 
一 般 这 些 假 设 不 成 立 , 相 互 作用 的 力 要 更 复杂 。 


用 
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为 了 求解 方便 ,对 组 成 枯 架 的 某 些 简单 节点 的 杆 件 的 受 力 情况 可 先 做 出 判断 ,尽量 先 找 
出 内 力 等 于 零 的 杆 , 即 所 谓 的 零 杆 。 而 对 于 每 一 个 杆 件 的 内 力 ,一般 先 假定 为 拉力 ,然后 根 
据 计 算 结 果 来 判断 杆 件 是 受 拉 或 受 压 。 

【分 析 】 试 判 断 组 成 图 4. 1.2 所 示 各 典型 节点 的 杆 件 内 力 之 间 的 关系 。 


F / A 
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图 4.1.2 术 架 的 常见 节点 类 型 

【说 明 】 析 架 中 的 零 杆 只 是 析 架 在 特定 荷载 作用 时 杆 件 出 现 的 特定 受 力 状 态 。 对 于 同 
一 析 架 , 当 荷载 变化 时 ,应 该 重新 判定 零 杆 。 

【思考 】 Q 术 架 中 的 零 杆 有 没有 作用 ? 能 不 能 去 掉 ? 为 什么 ? 加 请 判断 图 4.1.3 所 示 
的 析 架 中 有 没有 和 零 杆 ? 若 有 ,哪些 杆 件 是 零 杆 ? 

在 建立 平衡 方程 时 ,常常 需 将 杆 件 的 轴 力 Fs 分 解 为 水 平分 力 F, 和正, ,如 图 4.1.4(a) 
所 示 。 在 图 4.1.4(b) 中 , 杆 件 的 长 度 / 与 其 水 平 投影 /, 和 竖 向 投影 /, 组 成 一 个 三 角形 。 
这 个 三 角形 的 各 边 与 图 4.1.4(a) 中 力 三 角形 的 各 边 互 相 平行 。 所 以 根据 三 角形 相似 可 得 


Fs EB. 到， 
一 = 站 (4. 1. 2) 
F 
Fn . 1 
F 四 
7 (Ca) (b) 
图 4.1.3 一 个 枯 架 结构 图 4.1.4 术 架 杆 件 的 轴 力 及 其 分 解 


利用 这 个 比例 关系 ,可 以 方便 地 由 一 个 力 计算 其 他 两 个 力 ,而 不 需要 利用 三 角 函 数 计算 。 
【说 明 】 为 了 方便 ,一 般 假 设 术 架 中 每 一 个 杆 件 均 受 拉 , 然 后 根据 计算 的 最 终结 果 判 断 
【 例 4.1.1】 已 知 柏 架 的 荷载 与 尺寸 如 图 4. 1. 5(a) 所 示 , 试 求 杆 件 1 一 6 的 内 力 。 
【 解 】 本 题 可 以 全 部 用 节点 法 求解 。 
对 于 节点 正 : 受 力 分 析 如 图 4. 1.5(b) 所 示 。 
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入 -MA 


(e) (Cf) (8) 
图 4.1.5 例 4.1.1 图 


党 六 二胡 上 F=0, F,=V5F 
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对 于 节点 D: 受 力 分 析 如 图 4.1.5(c) 所 示 。 
DF =0: Fi—F,=0, F,=F, 2F 


DF;, =0: Fs—F=0, Fs=F 
对 于 节点 C: 受 力 分 析 如 图 4. 1.5(d) 所 示 。 


5 和 2 一 2 
DF =0: 二 Fe 十 二 Fi 一 二 PP 
V5 V5 V5 
1 lL 和 
F;, =0: —F ” Fi—F;s=0 
i fF 
求解 可 得 : 本 一 一 次 F( 受 压 ) ,Fi 一 3 全 P( 受 拉 )。 


【说 明 】〗】 例 4.1.1 也 可 以 用 式 (4.1.2) 计 算 , 过 程 如 图 4.1.5(e)、(f)、(g) 所 示 。 计 算 过 
程 中 ,所 有 未 知 内 力 的 杆 件 均 假设 受 拉 ,根据 已 知 力 求 出 未 知 力 。 将 求 出 的 未 知 力 ,在 下 一 
个 节点 中 按照 实际 作用 方向 绘 出 ,再 计算 出 相应 的 其 他 未 知 力 ,以 此 类 推 计算 出 所 有 未 知 
力 。 对 于 图 4.1.5(g), 将 Fs 和 Fs 分解 后 ,利用 平衡 方程 组 求解 计算 ; 也 可 以 算出 A、B 处 
的 水 平 约束 力 后 分 别 自 A、B 节点 开始 逐个 节点 分 析 计 算 。 

【 例 4.1.2】 求 图 4.1.6(a) 所 示 检 架 中 1.2.3 杆 的 内 力 。 已 知 : /一 1.5a 。 

【 解 】 首先 考虑 整个 枯 架 的 平衡 , 求 出 支 座 反 力 ,FA 一 全 忆 ,Fa 一 二 

然后 用 截面 m 一 m 将 析 架 截 成 两 部 分 , 取 右 边 部 分 来 考察 其 平衡 ,如 图 4.1.6(b) 所 示 。 
这 部 分 检 架 在 反 力 Fs 及 内 力 Fi 、F;、Fs 作用 下 保持 平衡 。 以 铅 直 轴 为 y 轴 ， 
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图 4.1.6 例 4.1.2 图 


V4h’ +a” V10 
DF,, =0: Fs E 去 =0，R 二 人 十 0 V10F( 受 拉 ); 
， 10h 15 
克 十 全 ) 


人 
h 5h 


DMo Fi) =0: Fs «2.54—Fsh=0, Fs Fs 全 一 F( 受 拉 )。 

【 例 4.1.3】 试 求 图 4. 1.7(a) 所 示 的 悬臂 顶 架 中 杆 DG 的 内 力 。 

【 解 】 对 于 这 一 特殊 形式 的 析 架 ,可 以 不 必 先 求 反 力 ,而 可 以 用 图 4. 1. 7(a) 所 示 截 面 
n 一 n 将 DC 及 FG、FH ET 各 杆 截 断 , 取 右边 部 分 作为 考察 对 象 , 如 图 4.1.7(b) 所 示 。 在 
这 里 ,虽然 出 现 4 个 未 知 内 力 ,但 Fer .Fne Far 相交 于 瓦 点 ,因此 ,以 互 点 为 矩 心 ,可 直接 
求 得 Feco 。 于 是 有 


>)Mn(Fi) 一 0: Fop .4m 一 FF .6m 一 0， Foo 一 1.5F 


F( 受 压 ); 


cn| co 


图 4.1.7 例 4.1.3 图 


【说 明 】 @ 像 杆 件 DG 这 样 ,其 轴 力 可 以 通过 一 个 截面 列 一 个 平衡 方程 便 可 以 求解 的 
杆 件 , 称 为 截面 单 杆 。 如 果 结 构 中 有 截面 单 杆 存在 ,对 系统 内 力 的 求解 会 有 帮助 。 回 求解 堆 
面 单 杆 的 内 力 ,主要 困难 在 于 截面 的 选取 。 截 面 选取 的 基本 原则 是 : 用 选取 的 截面 截取 结 
构 后 ,对 研究 对 象 可 以 建立 只 包含 截面 单 杆 的 内 力 一 个 未 知 量 的 方程 。 这 个 方程 可 以 是 力 
的 投影 方程 ,也 可 以 是 力 甜 方程。 如 果 是 投影 方程 ,要 求 将 除 截面 单 杆 内 力 之 外 的 其 他 未 知 
力 均 垂直 于 投影 轴 ; 如 果 是 力 撼 方程 ,要 求 将 除 截 面 单 杆 内 力 之 外 的 其 他 未 知 力 的 作用 线 
均 通过 矩 心 。 


图 4.1.8 例 4.1.4 图 例 4.1.4 的 解答 


【 例 4.1.5】 试 求 图 4. 1.9 所 示 的 析 架 中 杆 3 的 内 力 。 


回 局 :5 
图 4.1.9 例 4.1.5 图 例 4.1.5 的 解答 


【 例 4.1.6】 如 图 4.1. 10 所 示 一 空间 检 架 ,在 两 个 节点 处 受到 大 小 均 为 下 的 铅 垂 荷载 
作用 。 试 求 杆 件 1 一 6 的 内 力 。 


图 4.1.10 例 4.1.6 图 例 4.1.6 的 解答 
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4.3 考虑 摩擦 时 物体 系统 的 平衡 


在 以 前 的 讨论 中 , 均 假 设 物体 间 的 相互 接触 都 是 光滑 的 ,没有 摩擦 。 但 事实 上 ,绝对 光 
滑 而 没有 摩擦 的 情形 是 不 存在 的 。 当 摩擦 对 所 研究 的 问题 是 次 要 因素 时 ,忽略 不 计 的 假设 
是 合理 的 。 但 是 如 果 摩 擦 对 所 研究 的 问题 有 很 大 影响 甚至 是 决定 性 因素 时 ,摩擦 就 必须 考 
处。 例如 ,重力 坝 依 靠 摩擦 防止 在 水 压力 的 作用 下 可 能 产生 的 滑动 ; 建筑 工程 和 桥梁 工程 
以 及 码头 基础 中 的 摩擦 桩 依靠 摩擦 承受 荷载 ; 还 有 皮带 轮 和 摩擦 轮 传动 .车 床上 的 卡 盘 夹 
固 工 件 等 ,都 是 靠 摩擦 来 工作 的 。 另 一 方面 ,摩擦 又 会 消耗 能 量 , 产 生 热 、 品 声 ,振动 和 磨损 ， 
特别 是 在 高 速 运转 的 机 械 中 ,摩擦 往往 表现 得 更 为 突出 。 

摩擦 的 机 理 和 摩擦 力 的 性 质 是 一 个 非常 复杂 的 问题 , 现 已 开展 许多 研究 ,形成 了 一 门 新 
的 学 科 一 一 摩擦 学 。 在 理论 力学 中 ,只 限于 根据 古典 摩擦 理论 ,研究 在 考虑 摩擦 力作 用 时 刚 
体 及 刚体 系统 的 平衡 问题 ,作为 对 质点 模型 和 理想 化 光滑 约束 的 一 种 重要 补充 ,也 作为 力 系 
简化 与 平衡 问题 的 一 个 重要 应 用 。 

按照 接触 物体 之 间 的 相对 运动 情况 ,摩擦 分 为 滑动 摩擦 和 滚动 摩 阻 。 


4.3.1 摩擦 力 与 摩擦 角 

为 了 与 中 学 物理 和 大 学 物理 课程 中 所 讨论 的 过 程 有 所 区 别 ( 但 摩擦 的 理论 还 是 一 至 
的 ) ,本 章 主 要 分 析 刚 体 在 考虑 摩擦 时 的 力学 行为 。 

例如 ,图 4. 3. 1 所 示 物 体 A ,所 受 重力 为 多 , 受 主动 力 正 的 作用 ,几何 尺寸 如 图 所 示 。 

为 了 讨论 物体 A 的 受 力 ,对 其 进行 受 力 分 析 。 由 于 考虑 到 物体 A 的 刚体 尺寸 ,接触 面 的 
受 力 应 为 分 布 力 系 ,其 受 力 示意 图 如 图 4. 3.2 所 示 。( 请 注意 , 质点 模型 和 刚体 模型 的 区 别 1) 


J 
-| es| 


图 4.3.1 置 于 水 平面 上 的 物 块 图 4.3.2 受 力 图 


hy 


按照 第 2 章 中 力 系 的 简化 过 程 ,如 果 将 分 布 力 系 向 底 边 中 点 O 进行 简化 , 则 可 得 到 该 
分 布 力 系 的 主 矢 和 主 矩 ,如 图 4. 3. 3 所 示 。 进 一 步 简化 ,最 终 可 以 简化 为 一 个 合力 Fk。 合 


力 改 即 为 约束 面 对 物 体 A 的 全 约束 反 力 ,如 图 4. 3.4 所 示 ,其 中 ， TS。 
对 于 图 4. 3.4 所 示 的 力 系 ,建立 图 示 坐标 系 , 并 将 全 约束 反 力 F% 分 解 为 水 平方 向 的 切 
向 分 力 FP。 和 法 向 分 力 Fw, 如 图 4. 3.5 所 示 , 则 在 外 力 下 比较 小 时 ,物体 将 保持 静止 , 故 有 


DJF, =0: F—F,=0 人 


DF,=0: W— Fxs=0 (4. 3.2) 


图 4.3.3 分 布 的 约束 力 向 图 4.3.4 进一步 的 简化 图 4.3.5 全 约束 力 与 摩擦 力 
O 点 简化 


由 方程 (4.3.1) 一 (4.3.3) 可 解 


F;=F (4.3.4) 
Fy=W (4.3.5) 
4 一 一 商 ， (4.3.6) 
从 而 ,有 
= 中 
9 ee 一 arctan 刺 (4. 3.7) 


【说 明 】 从 以 上 的 结果 中 ,可 以 看 出 : 当 外 力 比较 小 时 ,物体 保持 静止 ,并 且 全 约束 
反 力 FR 的 水 平方 向 分 力 玉 ,的 大 小 随 着 外 力 下 的 增加 而 同 数量 地 增加 ,d 也 随 着 外 力 下 的 
增加 而 增 大 ,同时 角度 p 也 随 着 外 力 下 的 增加 而 增 大 。 

像 图 4. 3.5 所 示 的 F; 这 样 ,物体 保持 静止 时 ,全 约束 反 力 在 约束 面 切 线 方向 上 的 分 力 
称 为 静 滑动 摩擦 力 , 常 记 为 下 上 、。 

由 于 摩擦 力 F, 随 着 外 力 正 的 增加 而 增加 ,但 摩擦 力 F; 的 大 小 不 能 一 直 随 着 外 力 F 
的 增加 而 增加 ,而 是 只 在 一 定 的 范围 内 随 着 外 力 下 的 增加 而 增加 ,所 以 当 达 到 最 大 值 ( 即 最 
大 静 滑动 摩擦 力 )F,.,, 时 ,物体 处 于 将 动 还 未 动 的 滑动 临界 状态 。 其 中 : 最 大 静 滑 动 摩擦 
力 下 ,au 的 大 小 与 法 向 约束 反 力 Fs 之 间 的 关系 有 

Fw 二 (4. 3. 8) 

该 规律 就 是 我 们 以 前 所 熟知 的 静 滑动 摩擦 定律 ,也 称 静摩擦 定律 或 库仑 (Charles- 
Augustin de Coulomb,1736 一 1806 ,法 国 物理 学 家 ) 摩 擦 定律 。 其 中 f, 称 为 静摩擦 因数 ,是 
无 量 纲 的 比例 常数 。 需 要 注意 的 是 , 静 滑 动 摩 擦 定律 给 出 的 是 最 大 静 滑 动 摩擦 力 与 法 向 约 
束 反 力 大 小 之 间 的 关系 ,二 者 的 方向 是 垂直 的 。 

静摩擦 因数 f, 的 大 小 需 由 实验 测定 。 它 与 接触 物体 的 材料 和 表面 情况 (如 粗糙 度 . 温 
度 .湿度 等 ) 有 关 ,而 与 接触 面积 的 大 小 无 关 。 静 摩擦 因数 的 数值 可 在 工程 手册 中 查 到 。 

综 上 所 述 可 知 ,静摩擦 力 的 大 小 随 主 动力 的 情况 而 变化 .但 介 于 零 与 最 大 静 滑 动 摩擦 力 
Fi 过问 即 


(= (4.3.9) 
如 果 外 力 正 大 于 滑动 临界 状态 下 的 外 力 时 . 则 由 于 平面 提供 不 了 使 物体 静止 所 需要 的 
摩擦 力 , 则 物体 便 运动 ,运动 时 的 摩擦 力 即 为 动 滑 动 摩擦 力 Fu。 此 时 ,在 相对 速度 较 低 时 ， 
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一 般 有 
ER (Ca.3..105 
该 规律 就 是 所 谓 的 库仑 动 滑动 摩擦 定律 ,也 称 动 
摩擦 定律 。 其 中 /。 称 为 动 滑动 摩擦 因数 ,简称 动 摩 
擦 因数 。 其 值 主要 取决 于 物体 接触 表面 的 材料 性 质 
与 物理 状态 (光滑 程度 、 温 度 、 湿 度 等 ), 与 接触 面积 的 
大 小 无 关 。 实 验 指出 , 动 摩擦 因数 还 与 物体 相对 滑动 fs 1 二 
的 速度 有 关 , 这 种 关系 往往 是 比较 复杂 的 。 但 是 ,在 静摩擦 《各 止 ) 几 y。 动 摩 控 《运动 ) 人 
一 定 范围 内 , 它 随 速度 增 大 而 略 有 减 小 ,如 图 4. 3. 6 状态 
所 示 。 图 4.3.6 主动 力 与 摩擦 力 的 关系 
在 计算 中 通常 不 考虑 速度 变化 对 /as 的 微小 影 
响 , 而 将 .fu 看 作 常 量 。 一 般 认为 , 动 摩擦 因数 略 小 于 静摩擦 因数 ,工程 中 有 了 时 近似 认为 
fu 傍 J,。 以 库仑 摩擦 定律 为 基础 的 古典 摩擦 理论 , 远 远 没有 反映 摩擦 现象 的 复杂 性 。 但 
是 ,这 些 理论 形式 简单 ,一 般 能 够 满足 工程 中 的 要 求 ,因此 ,至 今 仍然 获得 了 普遍 的 应 用 。 


前 面 的 分 析 需 要 一 个 前 提 , 就 是 要 保证 满足 : d<5, 如 果 随 着 外 力 正 的 增加 ,在 外 力 


正 还 没有 达到 滑动 临界 状态 下 的 外 力 时 ,qd 已 经 达到 了 , 即 全 约束 反 力 的 作用 点 达到 物体 


A 的 边界 点 了 , 则 这 时 物体 不 会 滑动 ,但 会 绕 物体 A 的 边界 点 转动 ,从 而 也 将 失去 平衡 状 
态 , 这 是 另外 一 种 临界 状态 , 称 为 翻 倒 临 界 状态 。 
从 式 (4.3.6) 还 可 以 看 出 ,即使 不 增加 外 力 下 的 大 小 ,只 要 增加 hy,,d 的 数值 也 可 以 增 


加 ,也 有 可 能 达到 ,进而 可 以 使 物体 运动 ( 翻 合 ) 。 


当然 还 有 一 种 特殊 情况 ,就 是 外 力 正 使 物体 A 达到 滑动 临界 状态 的 同时 ,物体 A 也 处 
于 翻 倒 临界 状态 , 则 再 增 大 外 力 F 时 物体 A 将 在 滑动 的 同时 ,还 要 绕 边界 点 ( 面 ) 转 动 。 

通过 上 面 的 分 析 ,我 们 引入 了 物体 失去 平衡 状态 的 两 种 模式 , 即 滑动 和 翻 倒 ,分 别 与 滑 
动 临界 状态 和 翻 倒 临界 状态 相对 应 。 同 时 还 需要 说 明 , 对 于 几何 尺寸 和 受 力 一 定 的 物体 ,其 
失去 平衡 状态 的 两 种 模式 一 般 有 先后 顺序 ,可 能 是 先 滑动 ,也 可 能 是 先 翻 倒 。 物 体 的 几何 尺 
寸 和 受 力 方式 的 改变 均 可 能 改变 两 种 模式 发 生 的 先后 顺序 。 这 在 质点 模型 中 是 没有 的 。 

当然 上 述 分 析 的 前 提 是 物体 与 约束 面 接触 的 是 平面 ,如 果 是 如 圆柱 体 或 球 一 类 的 曲面 ， 
则 物体 的 翻 倒 临界 状态 就 被 滚动 临界 状态 所 代替 了 。 

由 方程 (4. 3.7) 可 以 看 到 ,和 4d 一 样 ,角度 yg 也 随 着 外 力 下 的 增加 而 增 大 。 自 然 地 , 随 
着 外 力 下 增 大 ,物体 达到 滑动 临界 状态 时 ,全 约束 反 力 Fk 与 公 切面 的 法 线 夹 角 9 也 将 达到 
最 大 值 p。 ,该 角度 称 为 物体 与 接触 面 之 间 的 摩擦 角 。 利 用 式 (4. 3. 8) 有 


pm —=arctan Ee =arctanf (4.3.11) 
即 摩擦 角 的 大 小 只 与 物体 之 间 的 静 滑 动 摩擦 因数 有 关 。 因 为 即使 物体 运动 , 动 滑动 摩擦 力 
也 不 会 超过 最 大 静 滑动 摩擦 力 F,,。 的 大 小 , 故 全 约束 反 力 与 法 向 约束 反 力 的 夹 角 的 最 大 


值 就 是 摩擦 角 Pa 。 


显然 ,物体 A 保持 静止 并 处 于 先 滑动 临界 状态 时 ,全 约束 反 力 与 法 向 约束 反 力 的 夹 角 
9 的 最 大 值 就 是 pw。 但 当 物 体 A 保持 静止 并 处 于 翻 倒 临界 状态 时 ,全 约束 反 力 与 法 向 约束 
反 力 的 夹 角 就 小 于 或 等 于 pg。。 而 当 物 体 A 保持 静止 但 处 于 非 临界 状态 时 , 则 全 约束 反 力 
与 法 向 约束 反 力 的 夹 角 将 小 于 摩擦 角 。 

假设 : 四 两 个 物体 的 接触 面 在 沿 任意 方向 的 静摩擦 因数 均 相 同 ; @ 主 动力 在 水 平面 
内 的 方向 变化 不 会 改变 两 个 临界 状态 的 先后 顺序 , 则 当 物 体 A 处 于 先 滑动 临界 状态 时 , 改 
变 主 动力 下 在 水 平面 内 的 方向 , 则 全 约束 反 力 的 作用 线 将 绕 公 法 线 画 出 一 个 顶 角 为 2p。 的 
正 锥 面 ,该 锥 面 称 为 摩擦 锥 。 由 图 4. 3.7 可 以 看 出 ,对 于 刚体 而 言 摩擦 锥 的 顶点 位 置 与 外 力 
的 作用 位 置 有 关 。 

物体 A 保持 静止 并 处 于 先 滑动 临界 状态 时 ,如 图 4. 3. 8 所 示 物 体 上 所 有 主动 外 力 的 合 
力 F' 将 与 全 约束 反 力 形成 一 对 平衡 力 系 ,所 以 此 时 外 力 的 合力 与 公法 线 的 夹 角 也 等 于 摩擦 
角 pm。 当 物体 A 保持 静止 并 且 临 界 状态 为 先 滑动 时 ,只 要 保证 所 有 主动 外 力 的 合力 与 公 
法 线 的 夹 角 小 于 等 于 摩擦 角 pu, 则 无 论 外 力 多 大 ,全 约束 反 力 总 可 以 与 其 形成 平衡 ,而 不 会 
滑动 。 这 种 现象 称 为 自 锁 现 象 。 如 果 主 动力 合力 F" 的 作用 线 位 于 摩擦 锥 以 外 , 则 无 论 力 
F' 多 小 ,物体 都 不 能 保持 平衡 。 


图 4.3.7 摩擦 锥 图 4.3.8 主动 力 的 合力 与 全 约束 反 力 


【说 明 】 对 于 一 些 简单 的 摩擦 问题 ,有 时 利用 摩擦 角 的 概念 求解 起 来 可 能 会 更 直接 、 更 
形象 。 


4.3.2 ”考虑 摩擦 时 物体 系统 的 平衡 


在 4.3.1 节 介绍 了 摩擦 力 和 摩擦 角 的 概念 ,知道 了 摩擦 力 有 静 滑动 摩擦 力 、 最 大 静 滑 动 
摩擦 力 以 及 动 滑动 摩擦 力 之 分 。 但 应 该 注意 其 求解 方法 可 能 不 同 , 静 滑动 摩擦 力 由 于 可 能 
没有 达到 滑动 临界 状态 , 故 只 能 利用 静 力 学 平衡 方程 求解 ,此 时 摩擦 力作 为 一 般 约 东 反 力 可 
以 假定 其 指向 ,如 果 所 得 结果 为 负 , 真 实 指向 与 假定 指向 相反 ; 求 最 大 静 滑动 摩擦 力 时 ,由 
于 物体 处 于 滑动 临界 状态 ,可 以 利用 静 滑 动 摩擦 定律 求解 ,同时 又 因为 物体 处 于 平衡 态 , 故 
也 能 利用 静 力 学 平衡 方程 求解 ,但 此 时 最 大 静 滑动 摩擦 力 的 指向 必须 与 运动 趋势 的 指向 相 
反 , 不 能 任意 假定 ; 而 对 于 动 滑动 摩擦 力 .由 于 已 经 运动 . 故 只 能 用 动 滑动 摩擦 定律 求解 , 动 
滑动 摩擦 力 的 指向 自然 与 相对 运动 方向 相反 。 

工程 中 常见 的 滑动 摩擦 平衡 问题 有 两 类 。 

$ 第 一 类 问题 

在 这 类 问题 中 ,已 知 物体 的 受 力 和 摩擦 因数 ,要 求 判断 物体 的 状态 是 静止 或 是 运动 。 

对 于 第 一 类 问题 ,可 按 以 下 步骤 进行 讨论 。 
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(1) 假设 物体 处 于 静止 状态 , 画 出 物体 的 受 力 分 析 图 ,其 中 摩擦 力 F, 可 以 任意 假设 一 
个 指向 。 

(2) 列 平衡 方程 求 出 未 知 力 : 摩擦 力 下 .和 法 向 约束 反 力 Fy。 

(3) 判断 摩擦 力 是 否 满足 摩擦 定律 : |F, | 三 /,.Fs。 如 果 满 足 , 则 物体 处 于 平衡 状态 ， 
否则 ,物体 处 于 非 平衡 状态 。 

上 述 步 又 中 ,为 求解 方便 , 先 假定 物体 处 于 静止 状态 。 若 假定 物体 处 于 运动 状态 ,运动 
要 服从 的 规律 是 动力 学 的 规律 ,需要 运用 动力 学 的 定理 进行 讨论 (相对 会 麻烦 ) 。 

4 第 二 类 问题 

在 这 类 问题 中 ,已 知 物体 的 状态 是 临界 状态 ,要 求 确定 物体 的 受 力 或 摩擦 
对 于 第 二 类 问题 ,可 按 以 下 步骤 进行 讨论 。 
(1) 根据 题 意 , 画 出 物体 的 受 力 分 析 图 ,其 中 摩擦 力 F, 必须 与 相对 运动 方向 相反 ; 
(2) 列 平衡 方程 ; 
(3) 根据 摩擦 定律 列 补 充 方程 ; 
) 联 立 方程 ,并 求解 未 知 量 。 
由 上 述 步 又 可 见 ,考虑 滑动 摩擦 力 时 ,求解 物体 平衡 问题 的 步骤 与 前 几 章 所 述 的 平衡 问 
题 大 致 相同 ,但 有 如 下 特点 : 
) 分 析 物 体 受 力 时 ,必须 考虑 接触 面 间 切 向 的 摩擦 力 ,通常 增 加 了 未 知 力 的 数目 ; 

(2) 为 确定 这 些 新 增加 的 未 知 量 , 常 需 列 出 补充 方程 , 即 过 / ,Fw, 且 补充 方程 的 数目 
与 摩擦 力 的 数目 应 该 相同 ， 

(3) 由 于 列 出 的 补充 方程 可 以 采用 等 式 下 ,二 /Fw 的 形式 ,但 所 求 得 的 平衡 条 件 往 
往 不 是 一 个 定 值 , 而 是 一 个 范围 ,这 时 需要 再 根据 问题 的 实际 得 出 一 个 合理 范围 。 

当主 动力 的 合力 较 易 确定 时 ,有 时 利用 摩擦 角 的 概念 ,采用 几何 法 求解 比较 方便 、 直 观 。 

【注意 】 @@ 如 果 不 能 判断 物体 是 否 达 到 滑动 的 临界 状态 ,滑动 摩擦 力 就 只 能 利用 平衡 
方程 计算 。 回 如 果 已 知 物体 处 在 滑动 的 临界 状态 , 则 滑动 摩擦 力 既 可 以 用 平衡 方程 计算 ,又 
可 以 利用 静 滑 动 摩擦 定律 计算 ,因为 这 时 物体 也 处 在 平衡 状态 。 回 当 物 体 已 经 处 于 滑动 的 
状态 , 则 滑动 摩擦 力 只 能 利用 动 滑 动 摩擦 定律 计算 ,不 能 利用 平衡 方程 计算 。 

【 例 4.3.1】 物体 重 为 W, 放 在 倾角 为 9 的 斜面 上 , 它 与 斜面 间 的 摩擦 因数 为 /,, 如 
图 4. 3.9(a) 所 示 。 当 物体 处 于 平衡 时 , 试 求 水 平 力 F, 的 大 小 。 


这 


tH 


数 。 


~ 


一 


图 4.3.9 例 4.3.1 图 


【 解 】 由 于 本 题 没有 给 出 物体 的 几何 尺寸 ,可 以 视 为 质点 模型 。 显 然 , 力 F， 太 大 , 物 
体 将 上 滑 ; 力 Fi 太 小 ,物体 将 有 下 滑 趋 势 , 因 此 力 F, 的 数值 必 在 一 范围 内 , 即 应 在 最 大 值 
与 最 小 值 之 间 。 

先 求 力 Fi 的 最 大 值 。 当 力 F, 达到 此 值 时 ,物体 处 于 将 要 向 上 滑动 的 临界 状态 。 在 此 
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情形 下 ,摩擦 力 F, 沿 斜面 向 下 ,并 达到 最 大 值 F,.。。 物 体 共 受 4 个 力作 用 ,如 图 4. 3. 9(a) 
所 示 。 列 平衡 方程 


DJF; =0: Ficosg — Wsind — Fw =0 


DF;, =0: Fw— Fisin0 — Weos0 =0 
此 外 ,补充 方程 
Pi = 

将 以 上 三 式 联 立 ,可 解 得 水 平 推力 的 最 大 信 为 Fw 一 W S503 

cos0— fsing 
再 求 Fi 的 最 小 值 。 当 力 F, 达到 此 值 时 ,物体 处 于 将 要 向 下 滑动 的 临界 状态 。 在 此 情 
形 下 ,摩擦 力 F, 沿 斜 面向 上 ,并 达到 另 一 极 值 ,用 F:.。。 表 示 此 力 , 物 体 的 受 力 如 图 4. 3. 9(b) 所 
示 。 列 平衡 方程 


DF =0: Ficosg — Wsin 十 F' ss 一 0 


BDF, =0: FA— Fising 一 凤 cosg 一 0 
此 外 ,考虑 到 补充 方程 


将 以 上 三 式 联 立 ,可 解 得 水 平 推力 的 最 小 值 为 Pin 一 W SO 人 cos 。 
cosO 十 fsin0 
综合 上 述 水 平 推力 的 最 大 值 . 最 小 值 可 知 ,为 使 物体 静止 , 力 F, 的 大 小 必须 满足 如 下 条 件 ， 
sinl — fcos0 a sin0 十 f ,cos0 

此 题 如 不 计 摩擦 (/, 二 0) ,平衡 时 应 有 F; 二 Wtan0, 其 解答 是 唯一 的 。 

本 题 也 可 以 利用 摩擦 角 的 概念 ,使 用 全 约束 反 力 来 进行 求解 。 当 物体 有 向 上 滑动 趋势 
且 达 临界 状态 时 ,全 约束 反 力 F 与 法 线 夹 角 为 摩擦 角 ps ,物体 受 力 如 图 4. 3. 10(a) 所 示 。 
用 几何 法 来 求解 。 先 绘制 力 的 三 角形 ,如 图 4. 3. 11(a) 所 示 。 然 后 由 力 的 三 角形 可 得 

Fw 一 Wtan(O 十 Pa) 


Nm 
wh \ 
FF 
Fl max Flmn 
(a) (b) (a) chy 
图 4. 3. 10 求 最 大 和 最 小 推力 的 受 力图 图 4.3.11 求 最 大 和 最 小 推力 的 力 三 角形 


同样 , 当 物 体 有 向 下 滑动 趋势 且 达 临界 状态 时 , 受 力 如 图 4.3.10(b) 所 示 , 绘 制 力 的 三 
角形 ,如 图 4. 3.11(b) 所 示 。 由 力 的 三 角形 可 得 
Flinmin —=Wtan(0 一 pm) 
由 此 可 知 ,使 物体 平衡 的 力 F, 应 满足 
Wtan(0— 95) FWtan(0 + on) 


专题 
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【评述 】 显然 ,用 摩擦 角 的 概念 求解 与 用 解析 法 计算 的 结果 是 相同 的 ,但 过 程 简化 很 
多 。 回 在 例 4. 3.1 中 ,车 斜面 的 倾角 小 于 摩擦 角 ( 即 0 二 gp。 ) 时 ,水 平 推力 Fi,win 为 负 值 。 这 
说 明 ,此 时 物体 不 需要 力 Fi 的 支持 就 能 静止 于 斜面 上 ; 而 且 无 论 重力 W 值 多 大 , 物 块 也 不 
会 下 滑 , 这 就 是 前 面 所 谓 的 自 锁 现 象 。 

【 例 4.3.2】 如 图 4.3.12(a) 所 示 , 梯 子 AB( 视 为 均 质 杆 ) 一 端 靠 在 铅 垂 的 墙壁 上 , 另 
一 端 搁置 在 水 平地 面 上 。 假 设 梯子 与 墙壁 之 间 光 滑 ,而 与 地 面 之 间 存 在 摩擦 , 静 滑 动 摩擦 
数 为 1,, 梯 子 重 为 W。 

(1) 若 梯子 在 倾角 0 的 位 置 保持 平衡 , 试 求 A、B 处 的 约束 力 ; 

(2) 若 使 梯子 不 致 滑 倒 , 试 求 其 倾角 0 的 范围 。 


Ca) (Cb) Cc) 
图 4.3.12 例 4.3.2 图 


【 解 】 (1) 由 题 意 知 ,该 位 置 是 平衡 位 置 ,但 并 不 一 定 是 临界 平衡 位 置 。 受 力图 如 
图 4.3.12(b) 所 示 , 其 中 摩擦 力 F, 作为 一 般 约束 力 , 其 方向 可 以 假设 如 图 示 。 列 平衡 
方程 


DMaF) 一 0: W 人 cosg Fwalsin0 一 0 (a) 

DF =0: F. 十 Fue 一 0 (b) 

BF, =0: Fus —W=0 (c) 
求解 可 得 

、 三 cos0 Bb ~、 Weos0 

WaT pag Tm W: 2sin0 


其 中 ,F, 二 0 表示 摩擦 力 的 实际 方向 与 图 4. 3. 12(b) 所 示 方 向 相反 。 

(2) 这 属于 平衡 的 临界 状态 。 由 于 梯子 受 重力 作用 ,重心 C 有 向 下 运动 的 趋势 ,所 以 杆 
件 AB 有 逆 时 针 转 动 的 趋势 ,从 而 A 点 有 向 右 运动 的 趋势 。 

先 求 角度 0 的 最 小 值 ,此 时 梯子 的 受 力 如 图 4. 3. 12(c) 所 示 , 其 中 摩擦 力 的 指向 必须 与 
A 点 有 向 右 运 动 的 趋势 指向 相反 , 即 指向 左 。 同 样 可 以 列 出 上 述 平衡 方程 (a)、(b)、(c) (只 
是 方程 中 的 角度 9 取 为 us, 并 注意 摩擦 力 F, 的 指向 ) 和 物理 条 件 

1 (d) 

可 以 确定 保持 平衡 时 梯子 的 临界 倾角 0 为 : ga 一 arccot(2 太 。) 。 

由 常识 可 知 ,倾角 0 越 大 ,梯子 越 容易 保持 平衡 .但 也 不 能 超过 90" ,所 以 平衡 时 梯子 的 


倾角 0 的 范围 为 arccot(2/.)<0<7。 


全 


入 -MA 


【说 明 】〗 梯子 保持 平衡 的 倾角 0 的 范围 与 梯子 重量 无 关 , 这 也 是 自 锁 现象 。 

【思考 】 中 能 否 如 例 4. 3.1 那样 利用 摩擦 角 的 概念 求解 ? 请 讨论 之 。@ 如 果 杆 件 AB 
与 铅 重 墙壁 之 间 也 存在 摩擦 ,并 已 知 其 摩擦 因数 ,能 否 求解 倾角 0 的 范围 ? 若 能 ,如 何 求解 ? 

【 例 4.3.3】 均 质 物体 A 的 宽度 5 二 1 m, 高 = 二 2 m, 重 太一 200 kN, 放 在 倾角 0 一 20” 
的 斜面 上 ,如 图 4. 3. 13(a) 所 示 。 物 体 与 斜面 的 静 滑动 摩擦 因数 /二 0.2。 在 物体 的 点 C 处 
作用 一 拉力 下 ,方向 如 图 。 求 系统 保持 平衡 时 , 力 下 的 取 值 范围 。 已 知 a=1.8 m。 


(a) (b) 
图 4.3.13 例 4.3.3 图 


【 解 】 假设 物体 处 于 非 临 界 的 平衡 状态 ,如 图 4. 3. 13(b) 所 示 。 由 于 考虑 到 物体 的 几 
何 尺 十 ,由 上 节 分 析 假设 斜面 的 约束 反 力 最 后 简化 后 作用 点 在 D 点 ,并 建立 图 示 坐 标 系 


Ozy , 则 由 静 力 学 的 平衡 方程 
DF,=0: Fecosp 一 Wsing 十 F. 一 0 (a) 
DF,=0: Fsing —Weos0 + Fn=0 (b) 


DS Mo 一 0: Fsing *b— Fcosp "a— Weceos0. > HWsing » 4 HFv*z=0 (ec) 


(1) 当 物 体 处 于 向 下 滑动 的 临界 状态 时 ,摩擦 力 方向 如 图 4. 3. 13(b) 所 示 。 由 于 
PF, =Psms = fhn (d) 
求解 方程 (a) 、(b)、(d) 可 得 
sinl — f cos0 sin20° 一 0.2。cos20” 
cosp — fsing cos30 一 0.2。sin30” 
(2) 当 物 体 处 于 向 上 滑动 的 临界 状态 时 ,摩擦 力 方向 与 图 4. 3. 13(b) 所 示 的 摩擦 力 方 
向 相反 。 此 时 可 如 上 例 一 样 ,重新 列 出 平衡 方程 ,也 可 将 式 (d) 中 的 / 取 负 值 ,并 与 式 (a)、 
(b) 一 起 计算 。 结 果 为 
sin0 + fcos0 sin20° 十 0.2。cos20” 
cosp 十 fsing cos30" 十 0.2 。sin30” 
(3) 当 物 体 处 于 绕 A 点 翻 倒 的 临界 状态 时 ,此 时 有 
工 一 0 Qo) 


F=F, x 200 kN 一 40.2 kN 


和 一 下 ， 


X 200 kN 一 109.7 kN 


求解 方程 (a) 、(b) (c) Ce) 可 得 


becos0 一 Asin0 W 1 m。cos20 一 2 m。sin20” 200 kN 
bsinp 一 acosp 2 1m。sin30 一 1.8 m。cos30” 2 


这 一 结果 与 是 拉力 的 实际 情况 不 符 ,因此 ,物体 A 不 可 能 绕 点 O 翻 倒 。 


F=F, 


24. 1 kN 
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(4) 当 物 体 处 于 绕 B 点 翻 倒 的 临界 状态 时 ,此 时 有 
r=b (f) 
求解 方程 (a) 、(b)、(c) 、(f) 可 得 
Ss si WwW 。cos20” 。sin20” 
元 一 过。 ing 、 lm 和 in20 x 2 104.2 EN 
综合 以 上 下, ,F;,F;,F, 4 个 结果 ,可 得 系统 保持 平衡 时 ,拉力 下 的 取 值 范围 为 
40.2 kN=F, 入 下 过 F, 一 104.2 kN 
【 例 4.3.4】 等 厚 均 质 和 矩形 体 A 和 B, 如 图 4. 3. 14(a) 所 示 。A 重 20kN,A 与 铅 垂 墙 
间 是 光滑 的 ,A 与 B 和 B 与 水 平 固定 面 间 的 摩擦 因数 均 为 /,。 试 求 系统 平衡 时 /, 至 少 应 


为 多 大 ? 如 的 重量 W, 至 少 应 为 多 少 ? 图 中 几何 尺寸 单位 : mm。 


图 4.3.14 例 4.3.4 图 


【分 析 】 由 物体 A、B 的 几何 位 置 可 知 ,物体 A 的 可 能 运动 形式 为 具有 逆 时 针 转 动 的 
平面 运动 ,从 而 在 临界 状态 下 物体 A 与 物体 B 的 接触 点 为 万, 与 铅 垂 墙壁 的 接触 点 为 G。 
由 于 G 处 光滑 , 故 只 有 DD 处 存在 摩擦 。 再 分 析 物 体 日 ,由 于 物体 A 的 作用 ,在 B 处 存在 反 
作用 力 (此 力 为 物体 B 运动 的 主动 力 ), 加 之 考虑 物体 B 的 几何 尺寸 及 与 地 面 的 接触 面 , 故 
除了 DD 处 的 摩擦 之 外 ,还 要 考虑 物体 BB 与 地 面 的 滑动 摩擦 力 及 可 能 的 翻 倒 。 

【 解 】 本 题 是 考虑 摩擦 的 两 个 物体 组 成 的 物体 系统 平衡 问题 。 首 先 讨论 物体 A 的 受 
力 , 如 图 4.3.14(b) 所 示 。 当 系统 处 于 开始 滑动 的 临界 状态 时 ,物体 A 与 B 之 间 在 D 点 处 
接触 ,而 与 墙壁 的 接触 点 为 G 点 。 由 平衡 方程 及 摩擦 定律 得 


DF =0Fw —W,=0 Fw =20kN Ca) 
>)Me =0;: Fp * 100mm— Fxp * 250 mm 十 W,。200 mm 一 0 (b) 
Rs =F ,p,mx = fsFND (c) 


联 立 方程 Ca) 一 (c) 求 解 , 并 代 和 人 数据 可 得 : /.=0.5。 
取 物 体 B 为 研究 对 象 ,物体 B 既 有 顺 时 针 倾倒 的 趋势 也 有 向 右 滑 动 的 趋势 , 受 力 分 析 
如 图 4. 3. 14(c) 所 示 。 由 平衡 方程 可 得 


0 C= (d) 
=0 Bs = Bp Ws=0 (e) 
PD Ma =0: Fo.50mm 十 FAe. 工 一 Fo。350mm 一 0 (f) 


不 妨 考虑 物体 B 处 于 开始 翻 倒 的 临界 状态 ,此 时 有 


工 一 50 mm (g) 

注意 到 : F'j 一 Fp ,Fwp 一 Fwp ;由 方程 (d) 一 (g) ,可 解 得 

Ws =30kN, Fnws=50kN, Fe 一 10kN 
即 : Ws 二 30 kN 是 B 物体 不 倾倒 的 重量 最 小 值 。 又 ,B 与 水 平面 之 间 的 摩擦 因数 仍 为 /= 
0.5, 故 接触 点 处 的 最 大 静摩擦 力 为 Fp,w 一 /Fs 一 25 kN, 因 此 Fs 二 Fg,wsx。 即 当 
W, 二 30 kN 时 ,物体 B 不 会 滑动 。 

故 : 为 保持 系统 在 图 示 位 置 平衡 ,摩擦 因数 /, 至少 应 为 0.5, 物 体 B 至 少 应 重 30 kN。 

【说 明 】 在 例 4.3.1 一 例 4.3.3 中 ,考虑 的 都 是 单个 物体 的 摩擦 问题 , 例 4. 3.4 为 两 个 
物体 组 成 的 物体 系统 的 摩擦 问题 。 如 果 研究 对 象 是 多 个 物体 组 成 的 物体 系统 ,并 存在 多 处 
摩擦 , 则 物体 系统 失去 平衡 的 模式 可 能 有 多 种 ,这 时 需要 仔细 分 析 比 较 才 能 最 终 确定 物体 系 
统 真实 的 状态 。 

对 于 两 个 或 多 个 物体 组 成 的 物体 系统 的 摩擦 问题 ,求解 的 方法 一 般 有 两 种 。 

方法 一 : (适用 于 摩擦 点 或 摩擦 面 较 少 的 情况 ) 

(1) 确定 所 有 打破 物体 系统 平衡 的 模式 。 

(2) 对 每 一 种 模式 ,如 果 是 相对 滑动 , 令 摩擦 力 取 最 大 静 滑 动 摩擦 力 , 如 果 是 翻 倒 , 令 法 
向 约束 反 力 的 位 置 取 极 限 位 置 。 然 后 根据 每 一 个 物体 的 受 力 平衡 ,确定 问题 的 解 。 

(3) 考察 所 有 模式 下 问题 的 解 ,并 确定 正确 答案 。 

方法 二 : (适用 于 摩擦 点 或 摩擦 面 较 多 的 情况 ) 

(1) 确定 所 有 打破 物体 系统 平衡 的 模式 , 即 确定 物体 系统 中 物体 失去 平衡 达到 临界 状 
态 时 的 所 有 可 能 位 置 。 

(2) 选取 一 种 打破 物体 系统 平衡 的 模式 , 令 对 应 位 置 处 的 摩擦 力 取 最 大 静 滑 动 摩擦 力 ， 
如 果 是 翻 倒 , 令 法 向 约束 反 力 的 位 置 取 极限 位 置 。 然 后 与 平衡 方程 联 立 求 解 ,确定 其 他 摩擦 
点 或 摩擦 面 处 的 摩擦 力 及 法 向 约束 反 力 。 

(3) 如 果 (2) 中 所 求 的 摩擦 力 都 能 够 满足 摩擦 定律 , 则 选取 的 模式 就 是 实际 打破 物体 系 
统 平衡 的 模式 ,从 而 求 得 的 解 也 就 是 实际 问题 的 解 。 如 果 有 不 能 满足 摩擦 定律 的 摩擦 点 或 
摩擦 面 存在 , 则 说 明 选 取 的 模式 不 是 实际 打破 物体 系统 平衡 的 模式 ,可 以 选择 包含 上 述 求解 
中 得 到 的 摩擦 力 与 最 大 静 滑动 摩擦 力 差 别 最 大 处 的 模式 进行 迭代 分 析 , 直 至 寻找 到 每 一 处 
都 满足 摩擦 定律 的 模式 ,并 确定 正确 答案 。 

显然 ,方法 二 相对 于 方法 一 有 计算 量 少 的 优点 。 对 于 复杂 问题 的 求解 ,可 以 参考 文 
献 [23] 中 所 提供 的 一 般 程式 化 解法 。 

【 例 4.3.5】 图 4.3.15 所 示 物 体系 统 , 已 知 BC 杆 的 质量 为 6 kg, 物 体 A 的 质量 为 
3 kg。 若 在 A、B.\C 三 处 的 静摩擦 因数 分 别 为 /4 二 0.4.f8 王 0.6,fc 王 0.3, 试 确定 维持 系 
统 在 图 示 位 置 平衡 时 力 偶 矩 M 的 最 大 值 。 图 中 长 度 尺寸 为 mm。 

【分 析 】 本 题 要 求 力 偶 矩 M 的 最 大 值 Ms, 即 只 要 MM mor, 物 体系 统 的 平衡 就 被 打 
破 。 该 题 为 多 点 (处 ) 摩 擦 问题 ,在 图 示 临 界 状态 中 ,B 点 处 、C 点 处 及 物体 A 与 地 面 接触 处 
有 滑动 摩擦 力 ,同时 物体 A 还 存在 翻 倒 。 由 于 有 2 个 刚体 平衡 ,可 以 列 出 6 个 独立 的 平衡 
方程 ,而 未 知 量 的 个 数 有 8 个 ,所 以 在 物体 系统 的 临界 状态 下 ,至少 有 Ci 一 6 种 可 能 的 模式 。 
如 此 多 的 可 能 模式 很 难 确 定 实际 应 该 是 哪 一 种 模式 才 是 真实 发 生 的 ,为 此 选择 上 述 方法 二 
中 的 方法 讨论 。 
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【 解 】 先 分 别 对 BC 杆 和 物体 A 进行 受 力 分 析 , 其 中 己 `@ 分 别 为 BC 杆 和 物体 A 所 受 
的 重力 ,如 图 4.3.15(b)、(c) 所 示 。 图 4. 3.15(b) 中 摩擦 力 的 指向 由 M 确定 。 图 4. 3. 15(c) 
中 由 于 考虑 到 物体 A 与 地 面 接触 处 的 几何 尺寸 ,法 向 约束 力 偏离 中 心 点 EE 的 距离 设 为 x。 
分 别 列 出 平衡 方程 如 下 。 


BC 杆 : 
2 F =0: Fxe — Fs =0 (a) 
DDFs, =0; Fe +Fws —P=0 (b) 


BD Mock =0:P.OC . sin0 十 下 .se .BC . cos0 一 下 Ne .BC . sin—M=0 (c) 


500 _100 |100 


(a) (b) (9) 
图 4.3.15 例 4.3.5 图 


物体 A : 
DE =0: F's— Fw =0 (d) 
DF;, =0: Fu — Fhs—Q=0 (Ce) 
> ME(Fi) 一 0: Fw x— F's* ha=0 (f) 


上 述 方程 Ca) 一 (f) 组 成 的 方程 组 中 ,考虑 到 作用 力 与 反作用 力 的 关系 后 ,未 知 量 有 
8 个 ,而 独立 的 平衡 方程 只 有 6 个 , 故 需要 寻找 补充 方程 。 
假设 物体 系统 的 临界 状态 模式 是 B 处 处 于 滑动 临界 状态 ,同时 A 物体 处 于 翻 倒 趋势 ， 
则 A 与 地 面 接触 处 和 C 两 处 不 处 于 滑动 临界 状态 ,此 时 有 
T=100 mm (g) 
Fs =0.6Fns (h) 


考虑 到 作用 力 与 反作用 力 的 关系 ,sin0 二 世 ,cos) 二 二 。 联 立方 程 (a) ~(h) 求 解 ,可 得 


op oN iQ TX3 kgX9.8 m/s =22.05N 


三 六 TQ (6 kg TX3kg) xX 9.8 m/s =22.05N 


名 
| 


5 
TX3kgX9.8 m/s 一 36.75N 


DX 3kgX9.8 m/s =66.15N, M=13.298N.m 


LS) 
| 


由 此 可 得 : Fc 二 22.05 N>feFwc = 二 0.3X22.05 N=6.615N 
Fa =22.05 N < /Fw 一 0.4X66.15N 一 26.46N 
故 A 处 满足 摩擦 定律 而 C 处 不 满足 摩擦 定律 ,也 就 是 说 : 假定 的 临界 状态 模式 并 非 物体 系 
统 真实 的 临界 状态 模式 。 不 妨 将 C 处 代替 已 处 处 于 滑动 的 临界 状态 ,形成 新 的 物体 系统 的 
临界 状态 模式 , 即 : C 处 处 于 滑动 临界 状态 ,同时 A 物体 处 于 翻 倒 趋 势 ,而 A、B 两 处 不 处 
于 滑动 临界 状态 , 则 不 仅 需要 满足 式 (g) ,还 应 满足 
Fw 一 0.3FNc (iD 


考虑 到 作用 力 与 反作用 力 的 关系 ,sing 一 之 ,cos0 一 二 。 联 立方 程 (a) ~(g) 和 (i) 求 解 ， 


可 得 

10 5 

Fu 一 Fu 一 Fw 一 Fe 一 苛 (P 十 Q) 一 条 (6kg 十 3 kg) X 9.8 m/s’ =—26.73N 

Fe 十 (P FD 二 (6 kg 十 3 kg) X9.8 m/s: =8.02N 

加 1 10 1 吕 _ 

Fi 一 和 一 五 8 一 (看 X6kg 一 五 X3kg)X9.8m/ 昱 一 50.78N 

; ”区 10 

Fm =—I1(P+Q)—I(6 kg 十 3 kg) X9.8 m/s 一 80.18N， M=—13.23N.m 
由 此 可 得 


Fs =26.73 N < fsFws =0.6 X50.78 N=30.47N 
Fa =26.73 N< fFm =0.4X80.18 N=32.07N 

故 ,A 与 地 面 接触 处 和 B 处 均 满足 摩擦 定律 , 故 所 选 的 模式 就 是 物体 系统 的 临界 状态 
模式 ,此 时 的 力 偶 矩 M 的 大 小 就 是 维持 物体 系统 平衡 的 最 大 力 偶 矩 , 即 力 偶 矩 M 的 最 大 值 
Me= 077 Ns mi 

【评注 】 由 该 题 可 以 看 出 ,对 于 有 多 点 ( 面 ) 接 触 处 的 摩擦 问题 ,开始 时 选择 比较 合理 的 
打破 物体 系统 平衡 的 模式 很 重要 。 选 择 得 好 ,可 以 很 快 计算 出 结果 ; 否则 可 能 会 计算 较 长 
时 间 , 增 大 计算 工作 量 。 

【 例 4.3.6】 梯子 AB 重 Wi 二 100 N, 长 /=4 m, 重 心 在 AB 中 点 C, 下 端 搁 在 桌子 中 
点 ,上 端 舍 在 墙 上 。 桌 子 重 W, 二 200 N, 尺 寸 如 图 4. 3. 16 所 示 。A ,B 两 处 静摩擦 因数 均 为 
/4 二 0.45, 桌 腿 与 地 面 间 静 摩擦 因数 /二 0.35。 试 求 重 W, 二 600 N 的 人 在 梯子 上 能 站 稳 
的 最 高 点 D 到 B 端的 距离 d。 


| 


0.4m 0.4m 


图 4.3.16 例 4.3.6 图 
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4.4 滚动 摩 阻 


使 物体 滚动 比 使 之 滑动 省 力 , 这 一 现象 早 就 为 人 们 所 认识 。 而 
我 们 在 运动 学 中 讨论 的 滚动 ,仅仅 是 从 运动 学 考察 的 ,并 没有 触及 物 
体 的 受 力 , 为 此 ,我 们 考察 图 4. 4. 1 所 示 置 于 水 平面 上 的 轮子 的 受 
力 。 设 轮子 重 为 W, 半 径 为 7, 在 其 中 心 0 上 作用 有 一 从 零 缓慢 增 
大 的 水 平 拉力 Fp。 下 面 就 此 问题 进行 分 析 。 

由 于 轮 与 支承 面 之 间 是 非 光滑 的 ,所 以 在 水 平 拉力 Fs 的 作用 区 
下 ,在 接触 点 A 处 ,轮子 不 但 受 有 法 向 约束 力 PN ,还 受 有 切 向 的 滑 。 图 和 .1 滚轮 
动 摩擦 力 。 显然 ,图 4.4.1 所 示 的 力 系 不 是 平衡 力 系 ,不 管 轮 重 有 
多 大 ,只 要 施加 微小 的 拉力 Fs . 轮 都 会 在 力 偶 (Fp,F) 的 作用 下 发 生 转 动 ( 深 动 )。 而 事实 
上 , 当 拉 力 Fs 未 达到 一 定 的 数值 时 ,轮子 是 静止 不 动 的 。 为 什么 会 出 现 这 样 的 矛盾 呢 ? 究 
其 原因 ,是 由 于 没有 考虑 轮子 与 支承 在 接触 处 的 变形 。 

作为 一 种 简化 , 仍 将 轮子 视 为 刚体 ,而 将 支承 面 视 为 具有 接触 变形 的 非 刚性 约束 。 这 
样 , 轮 子 与 支承 面 的 接触 处 就 不 是 一 个 点 ,而 是 一 块 小 面积 。 在 接触 面 上 ,轮子 受到 了 分 布 
的 约束 力作 用 (图 4.4.2(a))。 按 照 4.1 节 中 讨论 的 方法 ,这 些 力 向 点 A 简化 可 得 到 一 个 力 
和 一 个 力 偶 ,这 个 力 可 分 解 为 法 向 约束 力 Fs 和 摩擦 力 正 ; 这 个 力 偶 的 转向 与 深 动 的 趋势 相 
反 , 称 为 滚动 摩 阻 力 偶 , 其 力 偶 矩 记 为 M, , 称 为 滚动 摩 阻 力 偶 矩 (图 4. 4. 2(b) ) 。 


(a) (b) 
图 4.4.2 轮子 滚动 时 的 受 力 


当 水 平 拉力 Fp 不 大 时 , 深 动 摩 阻 力 偶 与 力 偶 (Fp .下 ) 平 衡 , 即 
M,=Fpr 


以 致 轮子 不 发 生 滚动 。 

如 果 将 法 向 约束 力 Fs 和 滚动 摩 阻 力 偶 进 一 步 简化 ,可 得 一 个 力 FAN 一 FN, 此 力 的 作用 
线 自 点 A 朝 相对 滚动 前 进 的 方向 偏 移 了 距离 e( 图 4. 4. 2(c)) ,因而 有 

M,=FNe =Fne =We=Fpr 

由 此 可 知 ,滚动 摩 阻 力 偶 矩 M, 和 力 Fs 移动 的 距离 e 都 随 着 水 平 拉力 Fp 的 增加 而 增 
大 ,但 距离 e 的 增 大 是 有 限度 的 ,一 般 有 关系 式 e 委 $。 当 水 平 拉力 Fe 增加 到 某 个 值 ( 即 
FEN6) 时 ,滚动 摩 阻 力 偶 矩 达到 最 大 值 M.。..( 图 4. 4. 2(d)) ,轮子 处 于 滚动 与 平衡 的 临界 状 
态 。 故 滚动 摩 阻 力 偶 矩 M, 满足 


M: < Mom = E60 (4.4. 1) 


式 (4.4.1) 称 为 滚动 摩 阻 定律 ,简称 滚 阻 定律 。 其 中 6 称 为 滚动 摩 阻 系数 ,简称 滚 阻 系 
数 , 量 纲 为 长 度 , 常 用 单位 是 mm。 在 一 定 的 条 件 下 ,6 的 值 与 材料 的 硬度 、 湿 度 等 因素 有 
关 , 而 与 轮子 的 半径 无 关 , 材 料 越 硬 , 接 触 面 的 变形 就 越 小 ,滚动 阻碍 系数 也 越 小 ,因此 越 容 
易 滚 动 。 火 车 车 轮 和 路 轨 要 用 硬 材料 制造 , 骑 自行 车 时 要 将 轮胎 充气 ,都 是 减少 滚动 阻碍 的 
例子 。 滚 阻 系数 8 的 值 可 由 实验 测定 ,参考 值 见 表 4. 4. 1。 


表 4.4.1 几 种 材料 的 滚 阻 系数 mm 
钢 轮 或 钴 铁 轮 对 钢轨 ” 钢 轮 对 木 面 轮胎 对 路 面 木材 对 木材 钢板 间 的 滚 子 
0.5 1: 8732:5 2~10 0.5~0.8 Roy 


若 外 力 Fp 继续 增 大 ,轮子 将 发 生 滚动 .一般 情况 下 , 刚 开 始 的 滚动 为 纯 滚 动 , 此 时 滑动 
摩擦 力 还 没有 达到 最 大 ,但 会 随 着 外 力 Fe 的 增 大 而 增 大 。 一 旦 外 力 Fe 达到 使 得 滑动 摩 
控 力 下 取得 极 大 值 时 , 则 轮子 又 处 于 一 种 临界 状态 。 在 这 一 临界 状态 下 ,轮子 在 滚动 的 同 
时 又 处 于 滑动 的 临界 状态 。 当 外 力 Fp 继续 增 大 时 , 则 轮子 便 开 始 既 滚动 又 滑动 的 运动 。 

从 上 面 的 分 析 可 知 , 对 于 图 4. 4. 1 所 示 轮 子 , 当 水 平 外 力 Fe 从 小 到 大 不 断 增 加 时 , 轮 

子 的 运动 状态 发 生变 化 如 下 : 
遂 止 | 一 | 滚动 的 临界 状态 | 一 | 纯 滚 动 | 一 | 滚动 的 同时 又 处 于 滑动 临界 状态 | 一 | 既 滚动 又 滑动 
为 方便 起 见 , 将 能 产生 滚动 的 物体 ( 圆 轮 . 圆 盘 、 圆 球 等 ) 通 称 为 
滚 子 。 下 面 以 图 4. 4. 3 所 示 半 径 为 ~ 的 深 子 为 例 ,来 说 明 不 同 状 态 
下 深 子 的 运动 条 件 和 受 力 特征 。 

当 深 子 受到 的 水 平 力 Fe 较 小 , 深 子 处 于 非 深 动 、 非 滑动 的 状态 
时 , 深 子 处 于 静止 状态 ,其 受 力 特 征 为 


二 (4. 4.2) 有 
当 演 子 处 于 非 滑动 的 深 动 临界 状态 时 , 滚 子 静止 ,其 受 力 特征 为 ”四 个 后 3 演 子 的 受 力 
Fp=F,, M,=Fpr=Fn6=M,w (4.4.3) 
当 滚 子 处 于 纯 滚动 ( 非 滑动 的 滚动 ) 时 , 滚 子 的 受 力 特征 为 
Fp=F,, Fpr > M.,=M., mm (4.4.4) 
当 滚 子 滚动 的 同时 又 处 于 滑动 临界 状态 时 , 滚 子 的 受 力 特征 为 
Fp=F,mx—=fsFn, Fpr > M,=M.,, mx [ 的 
当 深 子 处 于 既 滚 动 又 滑动 的 状态 时 , 滚 子 的 受 力 特征 为 
Fp>F,m» Fai=fsFn, Fer > M.,=M., ws (4.4.6) 


由 上 述 分 析 可 知 , 在 分 析 物 体 滚动 时 ,一定 要 搞 清楚 物体 所 处 的 状态 。 物 体 所 处 的 状态 
不 同 ,其 所 受 的 力 以 及 运动 条 件 都 不 同 。 

设 使 该 滚 子 滑动 或 滚动 所 需 的 水 平 力 Fs 的 大 小 分 别 为 Fm .Fp , 则 发 生 滑动 的 条 件 是 
Fn 之 Fws= FFN= 太 Wi; 发 生 滚动 的 条 件 是 Far 之 Ms=SFN, 即 Fa>> PN 一 二 W。 

对 于 一 般 的 路 面 来 说 ,/, 光 全 , 故 Fi 之 Fm 。 这 表明 , 当 水 平 拉力 Fs 逐渐 增 大 时 ,必然 
先 达到 Fs 值 。 因 此 , 深 子 发 生 的 运动 首先 是 滚动 而 非 滑动 , 即 在 一 般 正 常情 况 下 ,使 滨 子 
滚动 比 滑动 大 为 省 力 。 

【说 明 】 以 上 分 析 表 明 , 在 滚动 问题 中 必 有 滑动 摩擦 力 的 存在 。 事 实 上 ,滑动 摩擦 力 
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正 是 物体 滚动 的 原因 。 回 若 滚 子 滚动 时 ,其 边缘 各 点 与 接触 面 上 各 点 连续 接触 ,这 种 现象 称 
为 纯 滚 动 或 无 滑动 的 滚动 。 满 足 纯 滚 动 的 力学 条 件 是 下 和 FFN。 回 一 般 的 工程 实际 问题 
中 , 因 滚 阻 系数 较 小 ,为 了 简化 方便 常 将 滚动 摩 阻 略 去 不 计 。 

【 例 4.4. 1】 轮子 重 为 W, 半 径 为 7, 沿 倾角 为 9 的 斜面 匀速 向 上 滚动 ,如 图 4. 4. 4(a) 所 
示 ,轮子 上 施加 一 平行 于 斜面 的 力 Fe , 设 轮 子 和 斜面 间 的 滚 阻 系数 为 8 , 试 求 力 Fe 的 大 小 。 


图 4.4.4 例 4.4.1 图 


【 解 】 轮子 的 受 力图 如 图 4.4.4(b) 所 示 。 轮 子 匀 速 向 上 ,处 于 平衡 ,并 且 有 
M., =M ,mx =6FN 


(a) 
又 由 平衡 方程 


DF =0: Fp— Wsin0 —F,=0 (b) 
PF, =0: Fy— Weos0 =0 (0) 
DIMa =0: Wsing ,rr 一 Fer 十 Ms 一 0 (d) 


求解 (a) 一 (d) 得 Fo 二 W (sin0 十 cos0) l 


【 例 4.4.2】 在 半径 各 为 7、 重 为 W, 的 两 个 滚 柱 上 放置 一 设备 重 为 W, ,在 设备 底部 作 
用 一 水 平 力 F( 图 4.4.5(a))。 如 深 柱 与 水 平地 面 间 的 深 阻 系数 为 6, 而 深 柱 与 设备 底面 间 的 深 
阻 系 数 为 0', 求 能 使 该 设备 向 右 移动 的 力 的 最 小 值 。 假 定 所 有 接触 面 均 无 相对 滑动 。 


DC 


要 
(a) 
Fns Fn 
Mi Mi 
; / 
Vy M; Fh MI 

Fy: Fn! 

(b) (ce) 


图 4.4.5 例 4.4.2 图 例 4.4.2 的 解答 


4.5 柔性 体 的 摩擦 


皮带 .绳索 等 柔性 体 是 工程 和 日 常生 活 中 常用 的 传动 和 连接 物体 。 在 1. 4. 1 节 中 曾经 
介绍 了 这 些 柔 性 体 在 不 考虑 其 质量 时 对 连接 的 物体 构成 约束 , 且 只 承受 拉力 的 特点 ,本 节 主 
要 介绍 柔性 体 与 接触 物体 之 间 的 摩擦 特性 ,这 些 知识 对 于 工作 和 日 常生 活 具有 一 定 的 指导 

如 图 4. 5. 1 所 示 ,绳索 绕 圆 柱 体形 成 的 圆心 角 ( 即 接触 角 为 9, 假设 绳索 与 圆柱 体 之 间 
的 摩擦 因数 为 /. , 左 端 绳索 的 拉力 Fr 大 于 右 端 绳索 的 拉力 Fn ,并 假定 绳索 处 于 即将 滑动 
的 临界 状态 。 为 了 建立 Fr 和 Fr 大 小 之 间 的 关系 , 现 取 如 图 4. 5. 1(b) 所 示 一 长 为 ds 的 
微 段 为 隔离 体 , 进行 受 力 分 析 , 并 对 其 进行 静 力 学 分 析 。 由 于 Fm 之 Fnm ,如 果 没 有 摩擦 , 强 
索 将 向 左 滑动 , 故 该 微 段 的 摩擦 力 dF, 向 右 ,所 以 可 以 绘制 该 微 段 的 受 力 分 析 如 图 (b) 


所 示 。 

n 
.人 | ~ 
FrtdFr NS/ 二 T 

O 

(a) (b) 

图 4.5.1 绳索 及 其 受 力 
由 平衡 方程 可 得 
DPF: =0: Frcos ue (Fr 十 dFr)cos 名 HdF, =0 


DF?=0; dFN 一 Frsin a (Fr + dFr)sin 他 0 
由 于 dp 为 微量 , 故 有 cos(dp/2)=1 及 sin(dp/2)<dp/2, 略 去 高 阶 微量 ,将 上 述 关 系 式 简 
化 可 得 : dF.=dFr,dFN 一 Frdp。 
由 于 绳索 处 于 滑动 的 临界 状态 , 故 由 摩擦 定律 知 : dF 二/.dFs ,从 而 有 
dF 
Fr 


dF,=f,Frdyp, Jf.dy= 
在 绳索 与 圆柱 体 接触 的 区 域 积分 可 得 


加 Fr dFT Fr 


ps = Roe (4.5.1) 
式 (4.5.1) 由 欧 拉 (L. Euler,1707 一 1783) 或 艾 特 尔 维 恩 (J. A. Eytelwein,1764-1848) 


给 出 。 


若 推导 公式 (4. 5. 1) 的 假设 为 Fnm>Fm:, 则 Fn 与 Fr 之 间 的 关系 为 
Fn 二 Fuze”， 或 Fe 一 Fe 人 (4.5.2) 
【注意 】 式 (4. 5.1) 及 式 (4. 5.2) 中 接触 角 0 以 rad 表示 ,并 且 接 触角 0 可 以 大 于 2r, 例 
如 ,车 绳索 绕 圆柱 体 缠 了 nn 圈 , 则 0 二 2xn。 
对 于 与 非 圆柱 体 接触 时 的 临界 状态 , 式 (4. 5. 1) 及 式 (4. 5. 2) 也 一 样 适用 。 如 果皮 带 、 绳 
索 ,传动 带 等 已 经 发 生 滑动 , 则 式 中 的 静摩擦 因数 f, 应 替换 为 动 摩擦 因数 fu 。 若 皮带 、 绳 
索 、 传 动 带 等 未 发 生 滑动 , 且 没 有 达到 滑动 的 临界 状态 , 则 式 (4. 5.1) 及 式 (4. 5.2) 不 成 立 , 均 
不 能 使 用 。 
对 于 给 定 的 Fn ,如 果 图 4. 5. 1(a) 所 示 系 统 处 于 平衡 状态 , 则 
Bn (4. 5. 3) 
如 果 Fx 二 Fne “”, 则 绳索 顺 时 针 滑动 ,而 若 Fu 之 Fne'”, 则 绳索 逆 时 针 滑动 。 
现 举例 说 明 Fn 与 Fr 之 间 的 关系 。 假 若 静 摩擦 因数 /.=L~0. 3, 绳 索 绕 圆柱 体 ? 
Fr Fi 
ee 7.5)"® 
【说 明 】 由 Fn 与 Fr 的 关系 可 知 ,绳索 缠绕 的 圈 数 越 多 ,就 可 以 用 更 小 的 力 Fn 平 
衡 更 大 的 力 下 t。。 这 种 效应 在 日 常生 活 中 会 经 常 遇 到 ,例如 用 缠绕 的 绳索 固定 小 船 或 对 
马 等 。 
【 例 4.5.1】 图 4.5.2 所 示 转 盘 受 力矩 M 作用 ,转盘 缠 以 粗糙 皮带 并 与 杆 件 AC 连接 。 
车 转盘 与 皮带 之 间 的 静摩擦 因数 为 /,. 试 确定 维持 转盘 静 平衡 时 力 下 的 最 小 值 。 


圈 , 则 有 eeo 和 (7.5) ,Fn 一 


Fr Fn 


(ec) 


图 4.5.2 例 4.5.1 图 


【 解 】 分 别 绘制 杆 件 和 转盘 AC 的 受 力 分 析 图 ,如 图 4.5.2(b)、(c) 所 示 。 分 别 对 A 和 


B 取 矩 , 列 力矩 的 平衡 方程 可 得 : /FE 一 2rF4 二 0,M 十 (Fn 一 Fx)r 二 0, 故 有 


过 和 生生 ， 关 二 入 = 天 
2 
由 于 力 偶 矩 M 的 转向 ,显然 有 Fn 之 Fn 。 由 式 (4. 5.1) ,并 令 0 二 x, 则 临界 状态 下 有 


二 < M 
Fn 一 Fne”*。 因 此 有 Fn 一 Fne” 一 一 , 故 Fn 地 
i i 


bp -内 , 长 

Lt 本 “ 沁 ne 
【 例 4.5.2】 长 为 24 ,不 计 质 量 的 梁 AB .为 跨 过 两 固定 鼓 轮 的 绳索 所 支持 ,如 图 4. 5. 3 

所 示 。 若 绳 与 鼓 轮 间 的 静摩擦 因数 为 /,, 不 破坏 梁 的 平衡 ,试问 重力 W 应 距离 中 心 多 


从 而 可 得 所 需 的 力 正 的 最 小 值 为 : Fi 一 


图 4.5.3 例 4.5.2 图 


思考 题 
-RE 


4-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1. 枯 架 受到 大 小 均 为 下 的 3 个 力 的 作用 ,如 图 所 示 , 则 杆 1 内 力 的 大 小 为 ( 污 业 2 
内 力 的 大 小 为 ( ); 杆 3 内 力 的 大 小 为 ( js 


A, 一 下 B. V2F C0 D. FF 
2. 图 示 检 架 中 杆 件 1 和 2 的 内 力 大 小 分 别 为 ( 汪 
pe B. 5 kN,5 kN C. 10 kN,5 kN D. 5 kN,10 kN 
10 kN 10 kN 


| 
| 
局 
Bn 3 中 | 


直人 


“| | 局/3m3m 3 
选择 题 1 图 选择 题 2 图 
3. 图 示 术 架 中 杆 件 CE 的 内 力 大 小 为 ( 。 )。 
| B. C.F D. 2F 


4. 图 示 桥 架 中 零 杆 ( 包 括 支 座 链 杆 ) 的 个 数 为 ( )5 
A. 9 B. 10 区 让 D. 12 
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冰 


选择 题 3 图 选择 题 4 图 


5. 图 示 栓 架 , 若 只 增加 柏 架 的 高 度 , 其 他 条 件 不 变 , 对 杆 1 和 杆 2 的 内 力 影 响 是 ( 
A. 杆 1 和 杆 2 的 内 力 均 减 小 B. 杆 1 和 杆 2 的 内 力 均 不 变 


Js 


C. 杆 1 的 内 力 减 小 , 杆 2 的 内 力 不 变 D. 杆 1 的 内 力 增 大 , 杆 2 的 内 力 不 变 


6. 若 不 计 支 座 链 杆 在 内 ,图 示 术 架 中 零 杆 的 个 数 为 ( VS 
A 2 取 3 C. 4 DB 和 


选择 题 5 图 


7. 图 示 悬 挂 在 同一 水 平 线 上 A \E 之 间 的 悬 索 , 受 
力 及 几何 位 置 如 图 所 示 。 如 不 计 悬 索 自 重 , 则 悬 索 中 
最 大 拉力 发 生 在 ( Ys 


A. AB 段 B. BC 段 
全 县 D. DE 段 


8. 柔 索 两 端 固定 ,在 铅 直 荷 载 作 用 下 (可 以 是 若干 
集中 力 或 分 布 力 ) ,下 述说 法 正确 的 是 ( hs 
A. 和 柔 索 内 各 点 张力 的 水 平分 量 相等 
B. 和 柔 索 内 各 点 张力 的 铅 直 分 量 相等 对 
C. 柔 索 内 各 点 张力 的 大 小 相等 选择 题 7 图 
D. 柔 索 内 各 点 张力 的 水 平分 量 、 铅 直 分 量 及 张 
力 的 大 小 皆 不 相等 
9. 如 图 所 示 ,物体 A 重 为 100 kN, 物 体 B 重 为 25 kN,A 与 地 面 间 的 静摩擦 
0.2, 滑 轮 处 摩擦 不 计 , 则 物体 A 与 地 面 间 的 摩擦 力 大 小 为 ( i 
A. 20 kN B. 16 kN C, 15 kN D. 12 kN 


因数 为 


10. 如 图 所 示 ,已 知 杆 OA 重 W., 物 块 B 重 为 P。 杆 与 物 块 之 间 有 摩擦 ,而 物 块 与 地 面 之 
间 的 摩擦 忽略 不 计 。 当 水 平 力 下 增 大 而 物 块 仍 保持 平衡 时 , 杆 对 物 块 B 的 正 压力 ( 和 
A. 保持 不 变 B. 由 大 变 小 C. 由 小 变 大 D. 不 能 确定 


选择 题 9 图 选择 题 10 图 


11. 物 块 A 和 B 放 在 水 平面 上 ,已 知 A 和 B 间 的 最 大 静摩擦 力 为 Fi, 物 块 B 与 地 面 
间 的 最 大 静摩擦 力 为 下, , 今 以 水 平 力 P 拉动 物 块 A 在 物 块 B 上 滑动 , 物 块 B 静止 不 动 ,经 
分 析 可 知 此 时 诸 力 大 小 应 具有 ( ) 的 关系 。 
A B. P<F,<F, GC. F< B: PPR, 
12. 一 物 块 重量 为 Fe, 放 在 倾角 为 0 的 斜面 上 ,如 图 所 示 , 斜 面 与 物 块 间 的 摩擦 角 为 
9pm' 且 gm 二 0。 今 在 物 块 上 作用 一 大 小 也 等 于 Fp 的 力 , 则 物 块 能 在 斜面 上 保持 平衡 时 力 
Fs 与 斜面 法 线 间 的 夹 角 8 的 最 大 值 应 是 ( Ye 
Me Ba B. Bun=0 人 2 


7 


选择 题 11 图 选择 题 12 图 


13. 图 示 木 梯 重 为 W.B 端 靠 在 铅 垂 墙 上 ,A 端 放 在 水 平地 面 上 , 若 
地 面 为 绝对 光滑 , 木 梯 与 墙 之 间 有 摩擦 ,其 摩擦 因数 为 ,梯子 与 地 面 的 
夹 角 为 9。 以 下 4 种 条 件 的 说 法 ,正确 的 是 ( ) 

A. 当 0 二 arctanf 时 , 杆 件 处 于 平衡 状态 

B. 当 0 二 arctanf 时 , 杆 件 处 于 平衡 状态 

C. 只 有 0<=arctanf 时 , 杆 件 才 处 于 不 平衡 状态 
D. 在 0 二 0 志 90" 时 , 杆 件 均 不 能 平衡 

14. 已 知 物 块 重 为 W, 放 在 地 面 上 , 物 块 与 地 面 之 间 有 摩擦 ,其 摩擦 角 为 一 20" , 物 块 
受 图 示 下 力 的 作用 .车 W=F ,以 下 4 种 情况 ,正确 的 是 ( js 

15. 如 图 所 示 ,用 钢 棉 子 辟 物 , 接 触 面 间 的 摩擦 角 为 g。, 臂 入 后 欲 使 棉 子 不 滑 出 ,模子 
的 夹 角 0 应 满足 ( J 

A. 0>29. B. 0<29。 C. 0>ps D. 0 一 p。 
16. 图 示 压 延 机 由 两 轮 构成 , 若 烧 红 的 铁 板 与 铸铁 轮 接 触 处 的 摩擦 因数 为 ,摩擦 角 为 


选择 题 13 图 
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ipo 9/ 虽 
和 及 站 和 F fF fF 
2 7 2 2 
W W W W 
A. 0=25°, B. 0=25°, C. 0=20°, D. 0=20°, 
一 定 不 平衡 一 定 平衡 临界 平衡 一 定 平衡 
选择 题 14 图 


pm 二 arctan/ ,以 下 4 种 9 角 ( 铁 板 与 铸铁 轮 接触 点 的 圆心 角 ) 的 情况 ,能 使 铁 板 被 自动 压延 
而 进入 滚轮 的 是 ( ) 

A; 0=ps B. 0>90°—p9, C. 0 一 pm D. 0 二 90 一 pm 

17. 图 示 为 一 方 桌 的 对 称 平面 ,水 平 拉力 F 和 桌子 重力 W 都 作用 在 对 称 平面 内 , 桌 腿 

A.B 与 地 面 之 间 的 静 滑动 摩擦 因数 为 /。 若 在 对 称 平面 内 研究 桌子 所 受 的 滑动 摩擦 力 ,以 
下 4 种 情况 下 ,说 法 正确 的 是 ( Ws 

A. 当下 二/fW 时 ,滑动 摩擦 力 为 Fa,wox 二 Fa,mx 二 AW/2 

B. 当下 二 fW 时 ,滑动 摩擦 力 Fh,mox 三 FB,max Fa,mex 记 /W/2 

C. 当 F<fW 时 ,滑动 摩擦 力 FA 二 Fs 二 JW/2 

D. 当下 二 /W 时 ,滑动 摩擦 力 FA 十 Fa 一 JW 


= = 
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mm | 
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的 妨 
选择 题 15 图 选择 题 16 图 选择 题 17 图 
18. 有 一 立 在 地 面 上 的 人 字 梯 ABC ,其 梯 脚 A、B c 


与 地 面 间 的 摩擦 因数 分 别 为 /1、f;. 而 且 1 二 f;。 今 
设 人 字 梯 处 于 临界 平衡 状态 ,通过 分 析 可 知 ,这 时 A 、B 
两 处 的 摩擦 力 FA 和 下 s 同时 具有 ( ) 的 结果 。 已 知 
人 字 梯 重量 为 2G 。 

A. Fa=fiG\Fs=fiG 7TTTTT PPTTTTTTT 

B. FA=Fyp=f:G 选择 题 18 图 

人 PupPe Sr 

WD = 

19. 一 均 质 圆 盘 重 量 为 W ,半径 为 尺 , 置 于 粗糙 的 水 平面 上 ,如 图 所 示 。 已 知 M 一 FR， 

在 不 计 滚动 阻力 偶 的 情况 下 , 受 力 分 析 如 下 ( 圆 盘 并 不 一 定 处 于 平衡 ) 。 其 中 摩擦 力 下 、 方 
向 正确 的 是 ( js 


选择 题 19 图 


4-2 判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 人 括号 内 ,认为 正确 的 打 “\ ”, 错 误 的 
打 “X”) 
. 由 于 梅 架 中 零 杆 不 受 力 , 故 零 杆 在 术 架 中 不 起 作用 ,可 以 直接 删除 。 ( 
. 桥架 中 的 杆 件 必须 是 直 杆 ,并 且 两 端 是 光滑 贸 结 。 ( 
. 当 悬 索 受 到 沿 索 长 均匀 分 布 的 铅 垂 荷载 时 , 悬 索 曲线 为 悬 链 线 。 ( 
. 摩擦 角 与 物体 的 受 力 状 态 有 关 , 是 全 约束 力 与 接触 面 法 线 间 的 夹 角 。 ( 
只 要 两 物体 接触 面 不 光滑 ,并 有 正 压力 作用 , 则 接触 面 处 的 摩擦 力 一 定 不 为 零 。 ( 
. 全 约束 反 力 与 物体 的 受 力 状态 有 关 , 是 摩擦 力 与 法 向 约束 力 的 合力 。 有 
. 根据 库仑 摩擦 定律 可 知 ,滑动 摩擦 力 等 于 滑动 摩擦 因数 与 法 向 约束 反 力 的 乘积 。 
( } 
8. 动 摩擦 力 的 大 小 总 与 法 向 反 力 成 正比 ,方向 与 物体 相对 滑动 速度 方向 相反 。 ( ) 
9. 一 个 物体 系统 ,只 有 当 所 有 滑动 摩擦 力 达 到 最 大 静 滑 动 摩擦 力 ,或 深 动 摩 阻 力 偶 矩 
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达到 最 大 滚动 摩 阻力 偶 矩 时 ,物体 系统 才 达 到 临界 状态 。 ( ) 
10. 圆 轮 滚动 而 不 滑动 时 , 圆 轮 所 受 的 静 滑动 摩擦 力 为 零 。 ( ) 
11. 滚 阻 系数 是 量 纲 为 1( 即 无 量 纲 ) 的 物理 量 。 ( ) 
12. 柔 索 两 端 固定 ,其 重力 铅 直 向 下 并 沿 柔 索 均 匀 分 布 , 则 在 重力 作用 下 , 离 柔 索 最 低 
点 越 远 的 点 ,其 绳索 张力 也 越 大 。 ( ) 


4-3 判断 图 示 平 面 栓 架 中 哪些 是 静 定 的 ,哪些 是 超 静 定 的 。 
4-4 试 判断 下 图 中 各 检 架 中 的 零 杆 。 
4-5 ”图 示 柔 索 两 端 固定 于 A、B 两 点 ,自重 不 计 。 已 知 集中 力 Fi、F,、Fs 沿 铅 直方 向 
分 别 作 用 于 C1、Cs、Cs 点 (这 3 点 的 水 平 坐 标 已 知 ),A 、B 两 点 的 水 平 距离 ! 及 铅 直 高 度 差 
d 均 为 已 知 ,判断 下 述说 法 是 否 正 确 : 
A. 由 于 A、B 两 点 的 距离 已 知 , 且 力 的 大 小 、 方 向 以 及 作用 点 的 水 平 
此 本 问题 可 解 ,而 且 解 是 唯一 的 。 
B. 若 研 究 整 体 . 则 有 3 个 方程 .4 个 未 知 量 (A 、B 处 的 约束 力 各 是 两 个 ) , 若 研究 


z 


E 标 已 知 , 因 


NS 
OF 


Ci、C: .Cs 3 点 , 则 有 6 个 方程 (每 点 2 个 )、7 个 未 知 量 (4 段 强 中 的 张力 及 3 个 
点 的 > 坐标 ) ,因此 本 问题 有 无 穷 多 解 。 
C. 本 问题 若 已 知 绳 上 任 一 点 (不 包括 A、 
B 两 点 ) 的 y 坐标 , 则 有 唯一 解 。 
D. 本 问题 若 已 知 在 A( 或 B) 处 柔 索 与 水 
平 线 的 交角 , 则 有 唯一 解 。 

4-6 ”图 中 物体 均 处 于 平衡 状态 ,图 (b) 中 绳 与 
滑轮 无 摩擦 , 力 、 角 0 及 各 部 分 尺寸 皆 为 已 知 。 分 
别 就 图 (a) ,(b) 回 答 下 述 问 题 : 

(1) 能 否 求 出 接触 面 的 摩擦 力 ? 

(2) 能 否 求 出 接触 面 的 摩擦 因数 ? 思考 题 45 图 

(3) 问题 是 静 定 的 还 是 超 静 定 的 ? 


思考 题 4-6 图 


4-7 图 示 鼓 轮 放 在 墙角 里 ,自重 不 计 , 其 上 由 绳索 悬挂 一 重 
物 P。A 处 (水 平 接触 面 ) 粗 糙 ,B 处 ( 铅 直接 触 面 ) 光 滑 , 系 统 处 于 
平衡 状态 。 判 断 下 述说 法 是 否 正确 。 
A. 若 增 加 PP ,使 之 足够 大 , 则 系统 的 平衡 将 被 破坏 。 
B. 若 增 大 R ,使 之 足够 大 , 则 系统 的 平衡 将 被 破坏 。 
C. 若 增 大 ~, 使 之 足够 大 , 则 系统 的 平衡 将 被 破坏 。 
4-8 就 思考 题 4-7 图 ,判断 下 述说 法 是 否 正确 。 
A. 若 A 处 粗糙 ,B 处 光滑 , 则 系统 可 能 处 于 平衡 。 
B. 若 B 处 粗 烟 ,A 处 光滑 , 则 系统 可 能 处 于 平衡 。 
C. 若 A、B 处 皆 有 摩擦 , 则 在 Pr、R、f, 已 知 且 系统 处 于 了 
出 A、B 处 的 约束 力 。 


思考 题 4-7 图 


EF 衡 的 情况 下 ,不 能 求 


D. 若 A、B 处 具有 相同 的 摩擦 因数 , 则 在 Pr、R 已 知 的 情况 下 ,不 能 求 出 使 系统 


平衡 的 /, 的 范围 。 
4-9 就 思考 题 4-7 回答 下 列 问题 : 


(1) 若 A、B 处 具有 不 同 的 摩擦 因数 , 则 在 Px、R 已 知 的 情况 下 ,能 否 求 出 使 系统 平衡 


的 fa、f ss 各 自 的 范围 ? 


(2) 当 系 统 处 于 临界 平衡 状态 时 ,fa 和 fs 之 间 存 在 怎样 的 关系 ? 
(3) 车.4、f ss\R、r\P 皆 为 已 知 , 且 系 统 处 于 平衡 ,以 鼓 轮 为 研究 对 象 ,可 列 几 个 平 


衡 方程 ” 有 几 个 未 知 量 ? 问题 是 静 定 的 还 是 超 静 定 的 ? 〈 分 别 就 一 般 
情况 回答 。) 


习题 


平衡 及 临界 平衡 两 种 


4-1 在 图 示 栓 架 的 节点 B 上 作用 一 水 平 力 F, 如 AB 二 BC 二 CD 一 AD。 求 各 杆 内 力 。 


4-2 平面 析 架 及 荷载 如 图 所 示 , 求 各 杆 的 内 力 。 
4-3 求 图 示 术 架 中 杆 件 AB 的 内 力 .荷载 及 尺寸 如 图 所 示 。 
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习题 4-1 图 习题 4-2 图 


4-4 求 图 示 栓 架 中 杆 件 GJ 的 内 力 。 


Ey 


习题 4-3 图 习题 4-3 解答 习题 4-4 图 


4-5 计算 图 所 示 栓 架 中 杆 件 1,2,3 的 内 力 。 
1 oJ H 


AK 


的 忆 DANE a : 
La 中 | 3m 3 m | 3m,|3 m. | 


习题 4-5 图 


习题 4-6 图 


4-7 平面 检 架 支 座 和 荷载 如 图 所 示 , 求 杆 5 的 内 力 。 


习题 4-7 图 习题 4-7 解答 


4-8 图 示 质 量 可 以 忽略 不 计 的 直角 三 角形 板 由 6 根 直 杆 支 撑 保 持 水 平 , 受 到 集中 力 
F 和 2@ 的 作用 。 试 求 各 杆 件 的 内 力 。 


习题 4-8 图 
4-9 图 示 空 间 机 架 受 到 集中 荷载 已 作 用 , 试 求 各 杆 内 力 。 
4-10 ”图 示 悬 索 桥 的 跨度 为 200 m, 设 荷载 沿 水 平 跨度 均匀 分 布 。 已 知 g 二 5 kN/m', 悬 索 在 
A.B 两 点 的 切线 与 铅 垂 线 成 45"。 试 求 垂 度 f 及 最 大 拉力 。 


习题 4-9 图 习题 4-9 解答 


4-11 如 图 所 示 ,输电 线 的 两 个 塔 A 、B 之 间 的 水 平 跨度 距离 为 120 m ,高 差 4 m, 已 知 
电线 每 米 重 40 N ,并 假定 沿 水 平 跨 度 均 匀 分 布 。 试 求 最 低 点 处 的 水 平 拉 力 及 最 大 拉力 。 
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习题 4-10 图 习题 4-11 图 


4-12 ”用 绳索 AB 悬 吊 一 重 为 400 kN 的 管子 ,如 图 所 示 。 已 知 A 处 的 斜率 为 零 。 强 
索 重量 不 计 。 试 求 A、B 两 端的 拉力 。 

4-13 已 知 系 船 的 钢 缆 每 米 重 120 N ,悬挂 如 图 所 示 ,A 处 与 水 平 线 相 切 , 试 求 A、B 两 
端的 拉力 。 


人 
a 
| 
a -是 
100 m | 
习题 4-12 图 习题 4-13 图 


4-14 ”一 船 将 锚 抛 在 30 m 深 的 海中 。 已 知 船 作用 在 锚 上 的 水 平 力 为 3. 5 kN , 锚 链 自 
重 为 24 N/m, 作 用 在 锚 链 的 浮力 为 3 N/m。 试 确定 : (1) 链 条 的 自由 长 度 ( 从 底部 水 平 测 
量 ); (2) 链 条 中 的 最 大 拉力 。 


吃 直 中 EE 
习题 4-14 图 习题 4-14 解答 


4-15 如 图 所 示 ,在 悬 索 的 AC 段 上 作用 有 大 小 为 9 kN/m 的 均 布 荷载 ,A、B 位 于 同 
一 水 平面 上 。 支 座 B 处 安装 有 一 个 尺寸 可 以 忽略 不 计 的 无 摩擦 的 滑轮 ,并 通过 滑轮 B 县 
挂 一 重量 G 一 20 kN 的 物 块 。 试 求 : (1) 悬 索 CB 段 的 竖 向 分 力 的 大 小 ; (2) 悬 索 水 平分 
力 的 大 小 ; (3) 悬 索 的 形状 ; (4) 悬 索 内 最 大 和 最 小 的 拉力 及 其 位 置 ; (5) 支 座 A、B 处 的 
约束 反 力 。 


天 活力 各 二 二 
9 kN/m 
Ee a 
习题 4-15 图 习题 4-15 解答 
4-16 ”两 重 块 A 和 B 相 释放 在 水 平面 上 ,如 图 (a) 所 示 。 已 知 A 块 重 P, 二 500 N,B 块 
重 P,=200N; A 块 和 B 块 间 的 摩擦 因数 为 /, 二 0.25,B 块 和 水 平面 间 的 摩擦 因数 为 
fw 二 0.20。 求 拉动 B 块 的 最 小 水 平 力 F 的 大 小 。 若 A 块 被 一 绳 拉 住 ,如 图 (b) 所 示 , 此 最 
小 水 平 力 下 之 值 应 为 多 少 ? 


[rls sp 上 a pF 
[wo 3 [ww 
(a) (b) 


习题 4-16 图 


4-17 均 质 杆 的 A 端 放 在 水 平地 板 上 , 杆 的 B 端 则 用 绳子 拉 住 ,如 图 所 示 。 设 杆 与 地 
板 的 摩擦 因数 为 /,, 杆 与 地 面 的 夹 角 0 二 45"。 问 当 强 子 和 水 平 线 的 夹 角 yg 等 于 多 大 时 , 杆 
开始 向 右 滑动 ? 


4-18 ”图 示 半 圆柱 体重 W, 重 心 C 到 圆心 O 的 距离 为 a 一 全 ,其 中 R 为 圆柱 体 的 半 


径 。 如 半圆 柱 体 与 水 平面 的 摩擦 因数 为 /,. 求 半圆 柱 体 刚 被 拉动 时 所 偏 过 的 角度 0。 
4-19 ”质量 为 m ,半径 为 的 半圆 柱 体 置 于 图 示 粗 糙 的 斜面 上 。 设 斜面 的 倾斜 角度 为 
9 一 15”, 试 求 阻止 半圆 柱 体 下 滑 的 最 小 静摩擦 因数 /,。 


习题 4-17 图 习题 4-18 图 习题 4-19 图 


4-20” 均 质 半圆 柱 体质 量 为 m ,质心 为 C 点 。 若 斜面 与 半圆 柱 体 之 间 的 静摩擦 因数 为 
0. 3, 试 求 保持 半圆 柱 体 不 下 滑 的 斜面 倾角 9 的 最 大 值 ,并 求 此 时 角度 9 的 大 小 。 

4-21 直径 各 为 4 和 DD 的 两 个 圆柱 , 置 于 同一 水 平 的 粗糙 平面 上 ,如 图 所 示 。 在 大 圆 
柱 上 绕 上 绳子 ,作用 在 绳 端的 水 平 拉力 为 正 。 设 所 有 接触 点 的 摩擦 因数 均 为 /,, 证 明 大 圆 


柱 能 翻 过 小 圆柱 的 条 件 为 /, 之 各。 


6 ; 
习题 4-20 图 习题 4-21 图 习题 4-21 解答 


4-22 ”图 示 一 折 梯 放置 在 地 面 上 。 折 梯 两 脚 与 地 面 的 摩擦 因数 分 别 为 f ,4 二 0.2、f。s 二 
0.6。 折 梯 一 边 AC 的 中 点 D 上 有 一 重 克 =500 N 的 重 物 。 如 果 不 计 折 梯 自重 , 则 能 否 平 
衡 ? 如 果 平 衡 ,计算 折 梯 两 脚 与 地 面 间 的 摩擦 力 。 

4-23 ”如 图 所 示 为 一 土路 堤 的 立 面 图 , 若 粒 间 的 静摩擦 因数 为 0.6 ,路 堤 是 保持 稳定 还 
是 会 雪 塌 ?如果 会 地 塌 ,保持 稳定 的 斜坡 面 倾角 最 大 应 为 多 少 ? (提示 : 取 图 示 虚 线 部 分 为 
隔离 体 进行 分 析 。) 


习题 4-22 图 习题 4-23 图 


4-24 ”已 知 图 示 各 接触 面 的 摩擦 因数 为 0. 30, 棉 B 的 质量 略 去 不 计 。 求 重 W=1 000N 
的 物 块 A 开始 上 升 时 所 需 的 水 平 力 下 的 最 小 值 。 


习题 4-24 图 


4-25 一 不 计 自 重 的 杠杆 AB 搁 在 一 圆柱 上 ,A 端 用 固定 贸 链 固定 ,B 端 作用 一 与 杆 垂 


直 的 力 五 ,如 图 所 示 。 
(1) 不 计 圆柱 自重 ,求证 当 辆 柱 与 地 面 间 的 摩擦 角 p。 大 于 也 ( 即 摩擦 因数 /大 于 


sin0 


1 十 cosO 


tan 了 或 时 ,不 论 力 F 有 多 大 ,圆柱 不 会 挤 出 ,而 处 于 * 自 锁 " 状 态 。 


sin0 


(2) 设 圆柱 的 重量 为 W, 试 证 明 圆柱 处 于 自 锁 的 条 件 为 : fc 宇 


; fp 之 
1+cos0 /sp 


FLsin0 有 Tv 上 
[ROJOTFSJ。 fc 和 fo 分 别 为 圆柱 与 杠杆 以 及 圆柱 与 地 面 的 摩擦 因数 。 


7 回 3 
习题 4-25 图 习题 4-25 解答 
4-26 均 质 杆 AB 斜 放 于 铅 垂 墙 与 光滑 滑轮 间 , 如 图 所 示 。 已 知 杆 与 墙 之 间 的 摩擦 角 
为 p。 求 平衡 时 杆 长 的 极 大 值 和 极 小 值 。 
4-27 图 示 两 杆 在 B 处 用 套 简 式 滑 块 连接 ,在 杆 AD 上 作用 一 力 偶 , 其 力 偶 矩 MA = 
40 N。m, 已 知 滑 块 和 杆 AD 间 的 静摩擦 因数 ,二 0.30。 求 保持 平衡 时 力 偶 矩 Me 的 范围 。 


习题 4-26 图 习题 4-27 图 


4-28 两 木板 AO 和 BO 用 贸 链 连接 在 O 点 ,两 板 间 放 有 均 质 圆柱 ,其 轴线 O 平行 于 
贸 链 的 轴线 ,这 两 轴 都 是 水 平 的 ,并 在 同一 铅 垂 面 内 ; 由 于 A 点 和 B 点 作用 两 相等 而 反 向 
的 水 平 力 正 ,使 木板 紧 压 圆柱 ,如 图 所 示 。 已 知 圆柱 重 W ,半径 为 r; 圆柱 对 木板 的 摩擦 因 
数 为 族 ,ZAOB=20 ,距离 AB 二 a。 求 力 F 的 数值 应 适合 何 种 条 件 , 圆 柱 方 能 处 于 平衡 。 


习题 4-28 图 


4-29 ”质量 不 计 , 长 度 为 /二 300 mm 的 杆 件 AB 用 于 在 铅 垂 方向 支撑 质量 为 50 kg 的 
块 体 ,如 图 所 示 。 如 果 杆 件 上 端的 静摩擦 因数 为 0. 3, 而 下 端的 静摩擦 因数 为 0.4, 试 求 , 当 
Zz 二 75 mm 时 两 端的 摩擦 力 大 小 。 另 外 ,车 欲 使 得 杆 件 不 滑动 , 求 x 的 最 大 值 。 

4-30 长 为 250 mm 质量 不 计 的 杆 件 AB 分 别 与 水 平面 及 质量 为 25 kg、 半 径 为 150 mm 
的 均 质 圆 盘 贸 结 于 A 和 BB。 如果 圆 盘 与 地 面 的 静摩擦 因数 为 0.4, 试 确定 使 圆 盘 滑 动 时 圆 盘 
上 力 偶 M 的 最 小 值 。 
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习题 4-29 图 习题 4-30 图 


4-31 质量 为 m 的 均 质 矩形 块 体 置 于 倾斜 的 平面 上 ,该 平面 可 以 通过 绕 轴 O 的 转动 而 
调整 倾斜 度 。 如 果 该 块 体 与 斜面 之 间 的 静摩擦 因数 为 /, 试 确定 当 角 度 0 逐渐 增加 时 块 体 
在 什么 情况 下 先 滑动 ,又 在 什么 情况 下 先 翻 倒 ? 

4-32 ” 顺 时 针 转 向 的 力 偶 M 作用 在 图 示 的 圆柱 上 ,已 知 mg 二 3 kg,mc 王 6 kg, fc 二 0.4， 
/8 二 0.5,r 二 0.2 m, 圆 柱 C 与 物体 B 之 间 的 摩擦 不 计 , 试 确定 使 得 物体 运动 的 最 小 力 偶 矩 。 


习题 4-31 图 习题 4-32 图 


4-33 ”如 图 所 示 的 矩形 钢 罗 用 来 阻止 受 拉 的 两 个 板 件 的 滑动 。 如 果 钢 斩 与 板 以 及 板 与 
板 之 间 的 摩擦 因数 均 为 0.3, 试 确定 不 产生 滑动 时 的 最 大 值 。 


= 
Ss 


习题 4-33 图 


4-34 ”如 图 所 示 的 均 质 杆 , 若 在 A、B 处 的 摩擦 因数 均 为 0.4, 试 确定 使 杆 件 维持 图 示 
位 置 平衡 时 !/d 的 范围 。 


习题 4-34 图 


4-35 两 个 同样 的 圆柱 体 静止 置 于 一 水 平面 上 ,一 项 角 为 p 的 等 腰 三 棱柱 体 对 称 地 置 
于 两 圆柱 体 之 间 ,使 其 底 边 为 水 平 。 若 各 接触 面 之 间 为 同等 粗糙 , 试 证 : 若 摩擦 因数 /二 


区, 则 系统 才能 保持 平衡 。 设 三 棱柱 体 所 受 重 力 为 Q ,圆柱 体 所 受 重力 为 P。 


ND 


习题 4-35 图 


tan 


4-36 已 知 重 G 的 均 质 杆 AB 铅 垂 于 水 平面 上 ,在 其 顶端 有 一 细 绳 与 杆 成 ! 角 与 地 面 
相连 。 现 已 知 杆 的 B 端 与 地 面 之 间 的 静摩擦 因数 为 /, 杆 长 ! 且 离 地 面 高 度 为 h 处 受到 水 
平 力 正 的 作用 ,间作 用 力 或 h 处 应 满足 什么 条 件 才能 使 杆 保 持平 衡 ? 


习题 4-36 图 习题 4-36 解答 


4-37 一 半径 为 R 的 圆 轮 与 一 半径 为 > 的 圆 轮 同 轴 固 结 ,总 重 为 W, 放 置 在 水 平地 面 
上 ,与 地 面 间 的 滚动 摩 阻 系数 为 $。 一 细 强 绕 在 半径 为 ~ 的 圆 轮 上 , 跨 过 光滑 的 滑轮 与 一 物 
体 A 相 联 ,物体 A 放置 在 倾角 为 0 的 斜面 上 ,与 斜面 间 的 滑动 摩擦 因数 为 /。 若 已 知 滑轮 
与 圆 轮 间 的 绳子 和 铅 垂 线 夹 角 为 8, 试 求 该 系统 平衡 时 所 受 重力 Q 的 最 大 值 。 


[en Te 
PS 


习题 4-37 图 习题 4-37 解答 


4-38 物 块 A 所 受 重力 为 Wi , 圆 轮 B 所 受 重力 为 W, ,通过 杆 贸 结 。 物 块 A 放置 在 倾 
角 为 9 的 斜面 上 ,其 上 作用 一 平行 于 斜面 的 力 P。 圆 轮 B 放置 在 水 平地 面 上 。 杆 与 水 平方 
向 夹 角 为 8, 如 图 所 示 。 若 各 接触 面 的 滑动 摩擦 因数 为 三 ,滚动 摩 阻 系数 为 9, 圆 轮 的 半径 为 
及 , 试 求 使 该 系统 开始 运动 的 力 P 的 最 小 值 。 


--------------------------------- 第 4 章 “ 静 力学 应 用 专题 


习题 4-38 图 习题 4-38 解答 


4-39 ”如 图 所 示 物 体系 统 中 ,半径 为 的 大 圆柱 与 半径 为 ~* 的 小 圆柱 同 轴 固 定 在 一 
起 ,两 柱 的 边缘 分 别 强 有 细 绳 与 物 块 A 和 物 块 C 相连 。 已 知 物 块 A 重 W 二 500 N, 两 圆柱 
的 重量 为 Ws 二 1 000 N,r 一 100 mm,rs 二 50 mm, 物 块 A 与 轮 之 间 的 强 处 于 水 平 , 且 知 物 
块 A 与 地 面 之 间 的 静摩擦 因数 为 /1 二 0.5,B 轮 与 地 面 之 间 的 静摩擦 因数 为 /, 二 0.2。 试 
求 物体 系统 平衡 时 物 块 C 的 最 大 重量 G，,,。 


人 


回放 
习题 4-39 图 习题 4-39 解答 


4-40 ”如 图 所 示 , 已 知 物体 A 和 B 的 质量 均 为 ma 二 ms 二 75 kg, 物 体 DD 的 质量 为 
mo 三 30 kg。 假 设 物体 A 和 B 之 间 的 静摩擦 因数 为 /,.s 二 0.6, 物 体 A 和 地 面 C 之 间 的 静 
摩擦 因数 为 /,,ac 二 0.4, 绳 子 与 支撑 物 E 之 间 的 静摩擦 因数 为 /,,s 二 0.5, 强 子 质 量 不 计 。 
试 求 物体 A 和 B 之 间 的 摩擦 力 以 及 物体 A 和 地 面 C 之 间 的 摩擦 力 。 


习题 4-40 图 


4-41 ”如 图 所 示 物 体系 统 , 物 块 的 质量 为 mo , 均 质 杆 件 AB 的 质量 为 m, 图 中 物 块 与 杆 
AB 及 地 面 之 间 的 静摩擦 因数 为 /..。 ;, 试 确定 维持 物 块 平衡 的 最 小 角度 0,;, 。 若 已 知 静 摩擦 
因数 ,a 二 0.5, 且 当 质 量 在 分 别 满足 (1)m 二 0. 1mo,(2)m 二 mo,(3)m 二 10m。 时 ,计算 9 的 
最 小 值 及 防止 B 处 滑动 时 /.s 的 最 小 值 。 

4-42 ”如 图 所 示 , 工 人 通过 在 B 端 施加 力 正 缓慢 移动 质量 为 50 kg 的 箱子 。 已 知 当 
4 二 200 mm 时 箱子 开始 沿边 沿 翻 倒 , 试 确定 :(1) 箱 子 与 平面 之 间 的 动 摩擦 因数 ; (2) 力 
下 的 大 小 。 


习题 4-41 图 习题 4-42 图 


4-43 ”如 图 所 示 , 一 绳子 ABCD 绕 过 两 个 管子 。 已 知 静 摩擦 因数 为 0. 25, 试 确定 维持 
系统 平衡 的 质量 块 m 的 最 小 值 与 最 大 值 。 
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习题 4-43 图 习题 4-43 解答 


运 动 学 


运动 是 指 物体 在 空间 中 的 位 置 随时 间 的 变化 ,运动 学 则 是 用 几何 学 的 方法 来 研究 物体 
随时 间 的 运动 。 在 运动 学 中 ,只 分 析 物 体 的 运动 形态 及 其 描述 方法 ,而 不 涉及 影响 物体 运动 
的 受 力 、 质 量 等 有 关 物 理 因素 或 其 他 非 物 理 因素 。 

一 个 物体 在 空间 中 的 位 置 和 运动 总 是 相对 于 别 的 物体 的 位 置 和 运动 而 言 ,因此 ,在 描述 
物体 位 置 和 运动 时 ,必须 首先 选取 另 一 个 物体 作为 参照 体 或 参考 体 ,然后 在 参考 体 上 建立 参 
考 坐 标 系 。 参 者 坐标 系 固 连 于 参考 体 上 ,但 可 以 在 空间 中 无 限 延展 。 通 常 选取 地 球 或 相对 
于 地 球 静 止 或 作 和 匀速 直线 运动 的 物体 作为 参考 体 ,如 地 面 上 的 建筑 物 、 机 构 的 支 座 等 。 

同一 物体 在 不 同 的 参考 坐标 系 中 会 表现 出 不 同 的 运动 形式 ,这 就 是 运动 的 相对 性 。 

在 运动 的 描述 中 ,度量 时 间 要 涉及 “瞬时 ”和 “时 间 间 隔 ” 两 个 概念 。 瞬 时 是 指 某 个 确定 
的 时 刻 ,抽象 为 时 间 坐 标 轴 上 的 一 个 点 ,用 ! 表示 ; 时 间 间 隔 是 指 两 个 瞬时 之 间 的 一 段 时 
间 , 是 时 间 坐 标 轴 上 的 一 个 区 间 [t1,ts], 用 At 表示 , 即 At 二 1s 一 11。 

在 运动 学 中 ,通常 把 物体 抽象 为 点 和 刚体 。 点 是 指 不 考虑 物体 的 大 小 和 质量 ,在 空间 占 
有 确定 位 置 的 几何 点 。 刚 体 是 指 物体 内 任意 两 点 间距 离 保持 不 变 的 无 数 点 的 集合 。 

学 习 运 动 学 的 目的 ,首先 是 为 学 习 静 力学 和 动力 学 打 好 基础 ,因为 运动 分 析 不 仅 是 分 析 
静 力学 的 基础 ,更 是 动力 学 分 析 的 基础 ,并 且 还 往往 是 问题 的 难点 和 关键 所 在 ; 其 次 ,运动 
学 在 机 构 的 运动 分 析 等 工程 实际 中 有 其 独立 的 作用 ; 同时 ,运动 学 知识 还 将 为 学 习 机 械 原 
理 、 结 构 动 力学 等 其 他 相关 课程 黄 定 必要 的 理论 基础 。 


运动 学 基础 


处 ‘ 
5.1 约束 及 约束 方程 


当 一 个 物体 受到 另 一 个 物体 的 阻碍 而 使 它 的 运动 受到 一 定 限制 时 , 则 说 该 物体 受到 了 
约束 。 换 言 之 ,约束 就 是 限制 物体 任意 运动 的 条 件 。 当 一 个 质点 或 质点 系统 中 的 某 些 质点 ， 
受到 某 些 给 定 的 限制 条 件 时 ,这 些 条 件 称 为 质点 或 质点 系 的 约束 。 不 受 约束 可 以 任意 运动 
的 质点 系 称 为 自由 质点 系 ,与 此 相反 , 受 有 约束 而 不 能 任意 运动 的 质点 系 则 称 为 非 自由 质 
点 系 。 

确定 一 个 质点 在 空间 的 位 置 需 要 3 个 独立 参数 ,这 些 参 数 或 代表 长 度 或 代表 角度 ,统称 
坐标 。 对 于 由 个 质点 组 成 的 自由 质点 系 , 则 需要 3n 个 独立 坐标 ,这 3n 个 的 坐标 集合 称 
为 质点 系 的 位 形 。 约 束 可 以 通过 由 坐标 (位 置 )、 坐 标 对 时 间 的 导数 (速度 ) 以 及 时 间 1 之 间 
的 方程 加 以 描述 ,这 些 方 程 称 为 约束 方程 。 约 束 方程 是 约束 的 数字 表达 形式 。 

如 果 限 制 运动 的 条 件 是 几何 性 质 的 , 即 约束 方程 不 含 速度 分 量 , 这 种 约束 则 称 为 几何 约 
束 。 如 果 速 度 也 受到 一 定 条 件 的 限制 , 即 约 束 方程 包含 速度 分 量 则 称 为 运动 约束 ,或 微分 
约束 。 

此 外 当 约 束 方程 中 都 不 包含 时 间 时 ,这 种 约束 称 为 定常 约束 。 若 约束 方程 中 显 含 时 间 ， 
这 种 约束 就 称 为 非 定常 约束 。 对 于 运动 约束 而 言 . 方 程 中 不 仅 含有 时 间 与 坐标 ,同时 还 含有 
坐标 对 时 间 的 导数 。 

只 限制 质点 系 中 各 质点 的 几何 位 置 ,或 虽 能 限制 质点 系 中 各 质点 的 速度 ,但 能 积分 成 坐 
标的 有 限 形式 的 约束 称 为 完整 约束 。 换 言 之 ,完整 约束 是 用 有 限 形式 的 方程 而 不 是 用 微分 
方程 来 确定 的 。 若 运动 约束 允许 作 积分 , 它 还 是 属于 完整 约束 。 完 整 约束 是 时 刻 : 加 在 系 
统 可 能 位 置 上 的 约束 。 约 束 方程 总 是 以 微分 形式 表示 ,不 可 能 积分 成 有 限 的 形式 的 约束 称 
为 非 完整 约束 。 非 完整 约束 是 对 点 的 速度 所 施加 的 限制 。 理 论 力学 中 讨论 的 约束 几乎 都 是 
完整 约束 。 通 常 将 仅 受 到 完整 约束 的 系统 , 称 为 完整 系统 ,而 将 包含 非 完 整 约 束 的 系统 称 为 


非 完 整 系统 。 

按 构成 约束 的 形式 ,约束 又 可 分 为 单 面 约束 和 双 面 约束 。 由 不 等 式 表示 的 约束 方程 称 
为 单 面 约 束 。 这 种 约束 方程 只 能 限制 物体 某 些 方向 的 运动 ,而 不 能 限制 相反 方向 的 运动 ,而 
由 等 式 表示 的 约束 则 称 为 双 面 约束 。 

按照 上 述 有 关 约 束 的 定义 ,对 n 个 质点 组 成 的 系统 来 说 , 双 面 约束 方程 的 一 般 数学 形 
式 为 

fi Ty Ta et) = 0 j=1,2,s (5.1.1) 
式 中 ,s 为 系统 中 的 约束 数目 。 

【说 明 】 为 了 方便 ,在 力学 中 常常 在 字母 上 方 加 “. ”表示 该 量 对 时 间 1 的 一 阶 导数 , 例 
如 工 表示 x 对 时 间 1 的 一 阶 导数 ; 加 “。* ”表示 该 量 对 时 间 4 的 二 阶 导 数 ,如 式 表 示 x 对 时 
间 / 的 二 阶 导数 。 但 对 其 他 变量 ( 非 时 间 变 量 ) 的 导数 不 能 这 样 表 示 。 

几何 约束 方程 的 一 般 形 式 为 


fi Ty Ta Cat) 一 0， 了 一 172，95 (SB 
定常 几何 约束 方程 的 一 般 形 式 为 
fi (Tiry1 Ti Ta Yn Ta) =0, j=1,2,°,s (5 1 3 


对 于 静 力 学 问题 ,约束 不 随时 间 而 改变 , 故 其 中 的 约束 都 是 定常 几何 约束 。 

对 个 质点 组 成 的 系统 来 说 ， 单 面 约 来 方程 的 一 般 形 式 如 下 

fj TIVITY Cn LV Vt) 之 0， 了 一 1, 2， en 

如 图 5.1.1 所 示 ， 和 平面 内 ， 质点 A 在 半径 为 的 圆周 上 运动 ,B my 轴 上 
运动 ,两 质点 的 距离 ! 保持 不 变 ( 也 可 以 将 OA 和 AB 视 为 不 变形 ( 即 刚性 ) 的 杆 件 ,两 杆 以 
A 点 相互 连接 ,可 以 相互 转动 ,但 在 A 点 不 能 相互 移动 ,这 种 机 构 称 为 平面 曲柄 连 杆 机 构 )， 
则 该 系统 的 约束 方程 为 : zx1 Osr? | y? ry 0,ys=0,(x1 Zz) + 人 娄 。 

从 图 5. 1. 1 的 约束 方程 可 以 看 出 ,该 系统 的 约束 均 为 定常 完整 的 双 面 约束 ,这 些 约束 方 
程 联系 了 各 质点 的 坐标 。 而 对 于 具有 运动 约束 的 系统 ,在 约束 方程 中 可 能 还 包含 质点 的 
速度 。 

如 图 5. 1. 2 所 示 在 Oxy 平面 内 、 摆 长 ! 随时 间 变 化 的 单 摆 , 是 非 定常 约束 的 一 个 例子 。 
若 假设 摆 强 不 可 伸 长 且 原 长 为 1o ,拉动 绳子 的 速度 we 为 常数 , 则 其 约束 方程 , 除 x 二 0 这 一 
定常 完整 约束 之 外 ,还 有 非 定 常 的 几何 约束 方程 : x ?十 y? 二 (lo 一 v0t)?==1? (1)。 


图 5.1.1 平面 曲柄 连 杆 机 构 图 5.1.2 单 摆 


若 在 图 5. 1. 2 中 ,绳索 不 被 拉动 , 即 强 长 保持 不 变 ,忽略 小 球 的 体积 , 即 为 常见 单 摆 , 则 
借助 于 不 可 伸 长 的 绳索 可 使 质点 M 作 圆 周 运动 ,或 将 绳索 换 为 在 O 处 铵 支 的 刚 杆 也 可 使 
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质点 M 作 圆 周 运 动 。 但 绳索 只 能 限制 质点 M 向 圆周 外 运动 ,而 不 能 限制 向 内 运动 ,约束 为 
单 面 约 束 ,其 约束 方程 应 写 为 


站 
而 刚 杆 却 使 质点 M 只 能 作 圆 周 运动 ,约束 为 双 面 约束 ,其 约束 方程 为 : x ?十 y? 二 /?。 
图 5. 1. 3 表示 半径 为 的 圆 轮 在 铅 垂 平面 内 沿 直线 轨道 作 

纯 滚 动 (滚动 而 不 滑动 ) ,假设 轮 心 A 的 坐标 为 (za ,ya), 则 圆 轮 一 
除了 受 几何 约束 y4 二 + 外 ,还 受到 作 纯 滚动 的 运动 学 条 件 的 限 
制 ,可 写 为 : zA 一 r9 二 0, 它 包含 线 速度 与 角速度 的 关系 (在 后 

章节 会 详细 说 明 )。 约 东方 程 4 一 rg 二 0 是 可 以 积分 的 , 故 0 x 
虽然 方程 中 包含 速度 项 ,但 仍 属 完 整 约束 。 图 5.1.3 纯 滚动 


5.2 自由 度 和 广义 坐标 


质点 及 质点 系统 的 自由 度 与 广义 坐标 是 与 系统 的 约束 有 联系 的 两 个 基本 概念 。 首 先 考 
虑 一 个 质点 的 情况 。 在 欧 氏 空间 中 ,一 个 自由 质点 可 以 在 空间 的 3 个 独立 方向 任意 运动 , 因 
此 说 , 它 具 有 3 个 自由 度 。 在 三 维 直角 坐标 系 中 ,这 个 自由 质点 的 位 置 还 可 以 通过 其 坐标 
x.y,z 用 3 个 独立 的 参 变量 描述 。 对 于 一 个 受 约束 的 质点 而 言 , 它 的 自由 度 因 受到 约束 的 
限制 而 减少 ; 其 次 , 它 的 坐标 由 于 必须 满足 一 个 或 二 个 约束 方程 ,描述 其 在 位 形 空间 中 位 置 
的 独立 参 变量 的 个 数 会 减少 。 例 如 , 当 一 个 质点 在 球面 上 运动 时 ,x 、y 、x 必须 满足 约束 方 
程 : xz’ 十 y* 十 z? 二 1?, 因 此 ,zx、y、z 中 ,只 有 两 个 是 独立 的 。 总 之 ,一 个 质点 的 自由 度数 与 决 
定 它 位 置 的 独立 参 变量 数 相 一 致 , 即 等 于 3 减 去 完整 约束 的 数目 。 显 然 ,平面 自由 质点 有 两 
个 自由 度 。 
一 般 地 说 ,由 受 有 s 个 完整 约束 的 个 质点 组 成 的 质点 系 在 空间 的 位 置 , 用 3n 个 坐标 
来 描述 ,其 约束 方程 可 表示 为 
Fr = j= (62 
则 系统 的 3n 个 坐标 中 只 有 k= 二 3n 一 s 个 是 独立 的 。 即 请 这 这 背 的 入 过 1 需要 A 个 独立 坐 
标 就 够 了 , 称 系统 具有 个 自由 度 。 也 就 是 说 .确定 受 完整 约束 的 质点 系 的 位 置 所 需 的 独 
立 参数 的 数目 称 为 该 质点 系 的 自由 度 。 
如 图 5. 2. 1 所 示 的 平面 双 锤 摆 。 在 图 示 平 面 直 角 坐 标 系 
中 的 位 置 需 用 zaA、 ya 和 zs、 ys 4 个 坐标 来 确定 ,但 系统 又 需 
满足 如 下 两 个 完整 约束 方程 : 
pi 


| 


(XB 次 (ys ya)” 2 
二 所 以 确定 该 系统 位 置 的 独立 坐标 只 有 两 个 , 即 系统 的 自由 度 
图 5.2.1 平面 双 锤 扎 ”为 2。 

通常 ,对 于 具有 个 质点 k 个 自由 度 的 非 自 由 质点 系 , 用 
个 独立 变量 来 确定 其 空间 位 置 ,往往 要 比 用 3” 个 直角 坐标 和 个 约束 方程 来 确定 方便 


得 多 。 
例如 ,图 5.1. 1 中 的 平面 曲柄 连 杆 机 构 , 如 选 OA 对 x 轴 的 转角 9 为 独立 变量 , 则 可 很 
方便 且 唯 一 地 确定 系统 的 位 置 ,A 、B 两 点 的 直角 坐标 可 表示 为 
XA =rcosg, yA =rsing; XB 一 rcosp 十 V 一 rzsinzp ， ys 一 0 
又 如 图 5. 2. 1 所 示 的 平面 双 锤 摆 , 可 取 pk .yp。 为 两 个 独立 变量 ,这 时 A 点 和 B 点 的 直 
角 坐 标 可 表示 为 


XA =lisingi 
yA =licosp 


ZB 一 Lisinpl + lssings 


ya 一 Licospl +t lscosgs 
【 例 5.2. 1】 四 连 杆 机 构 问 题 。 
【 解 】 如 图 5.2.2 所 示 ,为 确定 系统 的 位 置 ,可 选 两 按 链 
的 直角 坐标 A(x1,y1),B(zs,ys), 但 有 3 个 约束 方程 
Xi 二 +y?=L? 
ie (a) 
(d —za) + yi = 
如 果 选 3 个 角 Pi ,pz .9s 为 坐标 , 则 有 两 个 约束 方程 
wie 图 5.2.2 例 5.2.1 图 


(b) 
lisingi + lssings — lssings =0 

如 果 选 p; 为 坐标 , 则 wp, .ys 可 借助 方程 (b) 表 示 出 来 。 但 是 ,最 后 表示 出 x 二 x1(91)， 
yi 一 y1Cpi) ,Xs 二 Xz(91) ,yz 二 yz(91) 将 是 非常 麻烦 的 。 

此 例 中 仅 用 一 个 参数 gp 便 可 确定 系统 的 位 置 ,但 为 方便 起 见 , 宁 可 选 3 个 参数 pl .p:、 
gs 而 带 两 个 约束 方程 (b)。 此 时 称 ps、y; 为 多 余 坐 标 。 

由 以 上 分 析 可 见 , 如 果 用 独立 变量 来 描述 质点 系 的 位 置 .有 时间 题 就 要 简便 得 多 。 凡 可 
借以 确定 质点 系 位 置 的 任何 独立 参数 , 称 为 该 质点 系 的 广义 坐标 。 

例如 在 确定 地 球 表面 上 一 个 点 的 位 置 时 ,经 常用 该 点 的 经 度 0 与 纬度 来 表示 。0 与 9 
就 是 决定 地 球 表面 上 一 个 质点 位 置 的 广义 坐标 。 由 此 可 见 , 广 义 坐 标 可 以 是 长 度 ,也 可 以 是 
角度 。 但 广义 坐标 并 不 限于 长 度 和 角度 ,物理 坐标 .机 电 耦 合 系统 的 电压 .电流 等 均 可 作为 
广义 坐标 。 一 般 来 说 ,用 物理 坐标 来 描述 系统 的 运动 虽然 直观 ,但 未 上 必 有 利于 问题 的 处 理 ; 
利用 适当 的 广义 坐标 则 往往 能 使 对 系统 的 描述 简化 。 例 如 ,车 选取 模 态 坐标 (物理 坐标 的 组 
合 ) 作 为 广义 坐标 ,不 仅 可 以 使 系统 的 运动 解 看 ,分 析 得 以 简化 ,其 至 能 更 深刻 地 揭示 系统 的 
内 在 特性 。 

【说 明 】〗 广义 坐标 的 选取 并 不 是 唯一 的 ,可 根据 具体 情况 ,选取 合适 的 独立 参数 作为 广 
义 坐 标 。 对 于 完整 约束 条 件 下 的 质点 系 , 其 广义 坐标 数目 等 于 自由 度数 。 

一 般 地 , 设 有 由 个 质点 组 成 的 非 自 由 质点 系 ,受到 ; 个 完整 . 双 面 和 定常 约束 ,有 上 = 
3n 一 s 个 自由 度 , 可 用 上 个 广义 坐标 gi,qs，… ,qs 确定 质点 系 的 位 置 。 对 任 一 质点 M; ,在 
选 定 的 直角 坐标 系 中 的 矢 径 ~ 可 表示 为 广义 坐标 的 函数 

ri 一 FigKgiygz sgh) 之 一 1 2 《5.2. 2) 


或 写成 笛 卡 儿 坐 标 投影 式 

Ti 一 Ti(dqly qz dgk) 

| rn i=1,2,.…,k (5. 2. 3) 

zi 一 2i(giyg2y GE) 
式 (5.2.2) 或 式 (5.2.3) 即 为 用 广义 坐标 表示 的 系统 各 质点 位 置 的 一 般 表达 式 ,方程 中 隐 含 
了 约束 条 件 。 

广义 坐标 的 选择 是 人 为 的 ,可 能 有 无 穷 多 种 方式 ,建立 物体 系统 力学 模型 时 用 的 物理 坐 

标 只 是 其 中 一 组 。 若 任意 选择 的 两 组 广义 坐标 , 均 可 以 客观 描述 系统 的 运动 , 则 所 选 的 两 组 
广义 坐标 必 能 相互 转换 , 即 两 组 广义 坐标 可 以 相互 表示 。 比 如 自由 度 为 & 的 系统 ,作为 广 
义 坐 标的 物理 坐标 w= 二 [ui,wus，… ,ui]" 与 男 一 组 广义 坐标 g 二 [gi1,9s，…,gij]" 之 间 应 有 
相互 可 逆 的 联系 


zi 一 Mi(qlygz qt)， 1 一 1,2, (5. 2. 4) 
并 且 
qi = (Wa ss Us i=ls2y° sk (5.2. 对 
即 : 可 以 用 物理 坐标 w 二 [ui ,us，… ,urJ]” 唯 一 表示 广义 坐标 g= 二 [qi ,qs，… ,qr]" 中 任 一 4 
标 , 同 时 又 可 以 用 广义 坐标 w= 二 [ui,uz，… ,us] 唯一 表示 gq= 二 [gq1,qs，…,qxj” 中 的 任 一 
坐标 。 
【说 明 】 外 在 求解 一 个 具体 问题 时 ,广义 坐标 的 选取 非常 重要 ,往往 对 问题 的 解答 有 很 
大 的 影响 。 回 非 完 整 约 束 系 统 的 自由 度 并 不 等 于 独立 广义 坐标 的 数目 ,而 是 等 于 独立 广义 
坐标 的 数目 与 非 完 整 约束 方程 的 数目 之 差 。 


是 


5.3 点 的 运动 学 


本 节 研 究 作 为 点 的 物体 的 运动 规律 。 在 研究 点 的 运动 时 ,首先 要 确定 点 在 所 选 坐标 系 
中 的 位 置 随时 间 变 化 的 规律 ,进而 研究 点 在 每 一 瞬时 的 运动 状态 (轨迹 、 速 度 、 加 速度 )。 按 
照 描述 点 的 运动 的 方式 分 别 讨论 。 


5.3.1 矢量 法 


选取 空间 中 某 确定 点 O 为 坐标 原点 ,如 图 5. 3. 1(a) 所 示 。 自 点 O 向 动 点 M 作 矢 量 +， 
称 r 为 点 M 相对 原点 O 的 位 置 矢量 ,简称 矢 径 。 当 动 点 M 运动 时 , 矢 径 ~ 随时 间 而 变化 ， 
并 且 是 时 间 的 单 值 连续 函数 , 即 

r=r(t) C3. 

式 (5. 3.1) 称 为 用 矢量 表示 的 点 的 运动 方程 。 动 点 M 在 运动 过 程 中 ,其 矢 径 r 的 末 
端 描绘 出 一 条 连续 曲线 , 称 为 矢 端 曲 线 。 显 然 . 矢 径 ~ 的 矢 端 曲线 就 是 动 点 M 的 运动 
轨迹 。 

动 点 的 速度 矢量 v ,等 于 其 矢 径 > 对 时 间 的 一 阶 导 数 , 即 


M 
vv 
于 / 运动 轨迹 

af a 

0 

(a) 动 点 的 矢 径 (b) 动 点 的 速度 (ce) 动 点 的 加 速度 

图 5.3.1 动 点 
= (5. 3. 2) 
dt 


动 点 的 速度 矢 沿 着 矢 径 ~ 的 矢 端 曲线 的 切线 , 即 沿 动 点 运动 轨迹 的 切线 ,并 与 此 点 运动 
的 方向 一 致 ,如 图 5. 3. 1(b) 所 示 。 速 度 的 大 小 , 即 速度 矢 的 模 , 表 明 点 运动 的 快慢 ,在 国际 
单位 制 中 ,速度 常用 的 国际 单位 为 m/s。 

动 点 的 速度 矢 对 时 间 的 变化 率 称 为 动 点 的 加 速度 。 点 的 加 速度 也 是 矢量 , 它 表 征 了 速 
度 大 小 和 方向 随时 间 的 变化 。 动 点 的 加 速度 等 于 速度 矢 对 时 间 的 一 阶 导数 ,或 者 矢 径 ” 对 
时 间 的 二 阶 导数 , 即 


a -和 (5. 3. 3) 

式 (5. 3.2)、 式 (5.3.3) 也 可 简 记 为 

人 二 部 三 站 (553. 49 

在 国际 单位 制 中 ,加 速度 a 的 单位 为 m/s’。 

如 在 空间 任意 取 一 点 O ,把 动 点 M 在 连续 不 同 瞬 时 的 速度 矢 w 、v“、v”、…, 都 平行 地 移 
到 点 O ,连接 各 矢量 的 端点 M JM”'、M”、… ,就 构成 了 矢量 v 端点 的 连续 曲线 , 称 为 速度 矢 端 
曲线 ,如 图 5. 3. 1(b) 所 示 。 动 点 的 加 速度 矢 a 的 方向 与 速度 矢 端 曲线 在 相应 点 M 的 切线 
相 平 行 ,如 图 5. 3. 1(c) 所 示 。 

【说 明 】 用 矢量 法 描述 点 的 运动 ,形式 简单 ,一 般 在 推导 公式 中 常用 。 


5.3.2 直角 坐标 法 


在 图 5. 3. 2 所 示 的 固定 直角 坐标 系 Oxyz 中 , 动 
点 M 的 自由 度 为 3, 在 任意 瞬时 的 空间 位 置 既 可 以 用 
它 相 对 于 坐标 原点 O 的 矢 径 r 表示 ,也 可 以 用 它 的 
3 个 直角 坐标 xz、y 、z 表示 。 

由 于 矢 径 的 原点 与 直角 坐标 系 的 原点 重合 ,因此 
有 如 下 关系 

r(i) 一 Zi 十 y() 了 十 =(D)K (5.3.5) 

式 中 六 jk 分 别 为 沿 3 个 固定 坐标 轴 的 单位 矢量 ,如 
图 5.3.2 所 示 。 由 于 r 是 时 间 的 单 值 连续 函数 ,因此 
x,y、z 也 是 时 间 的 单 值 连续 函数 。 利 用 式 (5. 3. 5)， 图 5.3.2 点 的 直角 坐标 
动 点 的 位 置 可 写 为 


T=x(t), y=y(t), z=z(t) (5.3.6) 
方程 (5. 3. 6) 称 为 点 的 运动 方程 。 
方程 (5. 3. 6) 实 际 上 也 是 点 运动 轨迹 的 参数 方程 ,只 要 给 定时 间 : 的 不 同 数值 ,依次 得 
出 点 的 坐标 z+ 、y 、z 的 相应 数值 ,根据 这 些 数值 就 可 以 描 出 动 点 的 轨迹 。 将 运动 方程 中 的 时 
间 /上 消去 , 即 可 求 得 点 的 轨迹 方程 。 
将 式 (5. 3.5) 两 边 对 时 间 求 导数 , 则 可 得 点 M 的 速度 为 


V(t) 一 六 一 工人 (这 十 y(t)7 +2)k 《5.3. 7 
即 , 动 点 M 的 速度 矢 w 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 v,、v,、v. 分 别 为 
vz 一 Tt)，vy 一 y(G)，v- 一 之 (L) (5.3. 8) 


如 果 按 照 式 (5. 3. 8) 求 得 v, ,wy \u。 之 后 , 则 速度 w 的 大 小 和 方向 就 可 由 它 的 这 3 个 投 
影 完 全 确定 如 下 : 


一 | 的 | 一 Vw wy 二 vw 


vU v, C2 
cos(V ,i)=—, cos(v ,j)=—, cos(v ,kKk)=— 
也 也 Uv 
同 理 ,可 得 
a(1) =r=asita,j 十 ar (5..3, 10% 
则 有 
dz =V=T(t), ay=v,=y(), a =%,= z(t) C553511) 


加 速度 a 的 大 小 和 方向 可 由 它 的 3 个 投影 cv .a, 和 a 完全 确定 : 
| =|a | ta 十 @ 


六 Qy 


CH 
|cosca = 于 ， cos(a.j) 一 一 ， cos(a,k)= 
a a 


i 
a 
【说 明 】 @ 用 直角 坐标 法 可 以 对 所 有 点 的 运动 进行 分 析 , 具 有 很 强 的 普 适 性 。@ 有 关 
矢量 的 运算 规则 以 及 标准 单位 矢量 i、j \k 的 关系 ,请 见 附录 A。 
【 例 5.3.1】 已 知 图 5. 3.3(a) 所 示 的 动 点 M 的 运动 方程 为 x 二 rcoswt,y 二 rsinwt， 
z 二 ul , 式 中 ,r uw 是 常数 。 试 求 点 M 的 运动 轨迹 、 速 度 和 加 速度 。 


图 到 33 而 5 二 下 图 


(1) 求 点 M 的 运动 轨迹 。 由 运动 方程 的 第 一 、 二 式 中 消去 时 间 : ,得 

> (a) 
式 (a) 表 示 点 M 在 半径 为 r .母线 与 > 轴 平 行 的 圆柱 面 上 运动 。 在 1 二 0 时 ,有 x 二 r,y 王 0， 
z 二 0, 点 M 在 圆柱 与 轴 z 的 交点 M。 处 。 在 任 一 时 刻 上, 点 M 在 Ory 平面 上 投影 为 点 M'。 


2nu 


当 点 M' 绕 点 0 一周 时 ,点 M 坐标 x 、y 值 恢复 原 值 ,而 < 值 却 增 加 一 常数 h 一 一 一 。 由 此 可 


【 解 】 


见 , 点 M 的 轨迹 是 一 条 螺 距 为 h 的 螺旋 线 。 
(2) 求 点 M 的 速度 。 将 运动 方程 对 时 间 求 一 阶 导数 ,并 综合 成 速度 v 的 解析 式 ,得 


VU=—rwsinwti + rwcoswtj + uk (b) 
由 (b) 式 可 以 求 得 速度 的 大 小 和 方向 余弦 分 别 为 
v vz + vs Hv (—rwsinw)’ (rwcoswt) +u’ =Vriw’ +u’ 
疤 刘 —rwsinwt 网 vy rwcoswt 
cos(V i) 一 一 一 一 一 和， cos(o , ) 三 一 王 一 一 ， 
va a vor 


入 。 u 


cos( ,Kk) 一 一 一 一 一 一 一 
7 rT 
由 此 可 见 , 点 M 的 速度 的 大 小 为 一 常量 ,其 方向 沿 着 轨迹 的 切线 ,并 与 轴 > 的 夹 角 保 持 


不 变 , 由 式 (b) 可 得 
vs vy =7 D0 Vs = (c) 
比 , 若 从 点 O' 作 出 各 瞬时 的 速度 矢量 ,可 以 得 出 速度 矢 端 曲线 是 一 个 半径 等 于 rw 的 圆周 ,该 圆 
EE 面 是 一 个 水 平面 , 距 点 O 的 高 度 为 ,而 速度 矢量 本 身 将 组 成 一 圆锥 面 (图 5. 3.3(b) ) 。 
(3) 求 点 M 的 加 速度 。 将 式 (b) 对 时 间 求 一 阶 导数 ,得 


因 
周 
(d) 


a rw’ coswti — rw’ sinwlj Zzwi— yw’j 
由 式 (d) 求 得 加 速度 的 大 小 和 方向 余弦 为 
a az + nS Ha? (—rw’icoswl)’ +(— rw sinw!)’ =rw’ 
CE PE Se A 1S, 
a 六 a r 
a 


cos(a,k) 一 过 一 0 
由 此 结果 可 知 , 点 M 的 加 速度 大 小 为 一 常量 ,方向 与 轴 x 垂直 并 指向 该 轴 , 见 图 5. 3. 3(b)。 
【 例 5.3.2】 半径 为 > 的 车 轮 在 固定 直线 轨道 上 深 动 而 不 滑动 ,如 图 5. 3.4 所 示 。 设 车 
轮 在 铅 垂 面 内 运动 , 且 轮 心 C 的 速度 wu(i) 为 常 矢量 。 试 求 轮 缘 上 点 M 的 轨迹 、 速 度 、 加 速度 。 


图 5.3.4 例 5.3.2 图 


------------------------------------ 第 5 章 ， 运动 学 基础 


【 解 】 在 点 M 的 运动 平面 内 取 图 示 坐 标 系 Oxy。 设 开始 的 瞬时 (1 二 0) 轮 心 在 Oy 轴 
上 ,M 点 与 坐标 原点 O 重合 。 
(1) 求 运动 方程 。 把 动 点 M 放 在 图 示 任 意 位 置 。 由 于 滚动 而 不 滑动 ,所 以 有 


A Ee 
OR =MH OE = $= 


点 M 的 坐标 为 


r=0A =O0H —AH =MH 一 MB =ut —rsing 
y=AM -HB =CH —CB =r rcosg 
因此 M 点 的 运动 方程 为 


.ut ul 
X=ut—rsin—, y=r—rcos (a) 
六 


从 式 (a) 中 消去 时 间 上 可 得 点 M 的 轨迹 方程 ,此 轨迹 为 旋 轮 线 (或 摆 线 ) 。 
(2) 求 速度 。 将 方程 (a) 对 时 间 1 求 一 阶 导数 ,得 


Uz ul cos 时 )， vy ri (b) 
天 r 
由 此 得 速度 大 小 为 
v=Vvi 二 vy 一 2usin 各 (c) 
方向 余弦 为 


je i 
Ké 


< 


UU 
cos(v,j) 一 一 COS 
VU 


可 见 , 速 度 v 恒通 过 车 轮 的 最 高 点 DD 。 
(3) 求 加 速度 。 将 式 (b) 对 时 间 4 求 一 阶 导数 ,得 


2 2 
ut u ut 
三 Su Wy OS 
从 而 求 得 加 速度 的 大 小 为 
2 
a=Vai tay 一 一 一 常数 (d) 
方向 余弦 为 
| sa 0 MB 
cos(a ,i) sin Mi = <== 
a | MC 
cos(a.j) ge cosgp 0 
a 李 MC 


可 见 , 加 速度 a 恒通 过 轮 心 C 。 

【说 明 】 当局 二 0 或 ut 二 2kxr(k 二 1,2,…)( 即 点 M 刚好 与 水 平 直线 轨道 接触 ,例如 
运动 轨迹 上 的 工 点 ) 时 ,由 式 (c) 可 知 速度 为 零 , 而 由 式 (d) 可 知 加 速度 并 不 为 零 ,而 是 指向 轮 
心 C。 这 一 重要 结论 表明 : 圆 轮 在 固定 轨道 上 作 纯 滚动 时 , 圆 轮 上 与 地 面 接触 点 的 速度 等 
于 零 ,而 其 加 速度 并 不 等 于 零 。 该 结论 将 在 第 7 章 继续 论述 。 
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【思考 】 中 如 何 直观 地 理解 当 点 M 刚好 与 水 平 直线 轨道 接触 时 ,点 M 的 速度 为 零 。 
回 如 何 计算 点 M 运动 到 轨迹 的 最 高 点 时 ,点 M 的 速度 和 加 速度 分 别 沿 什么 方向 ?” 大 小 分 
别 为 多 少 ? 加 如 果 讨 论 的 点 是 圆 轮 上 任意 一 个 确定 点 M (不妨 假设 距离 圆心 为 p, 且 p 三 
7) ,如 何 建立 其 运动 方程 ? 试 按照 o 的 不 同 , 讨 论 其 轨迹 。 团 若 轮子 的 轮 廊 线 不 是 圆 形 ,而 
是 椭圆 形 , 而 轮子 中 心 的 速度 的 大 小 为 常数 ,如 何 描述 轮子 的 运动 ? 上 述 关 于 与 地 面 接触 点 
的 速度 和 加 速度 的 结论 还 成 立 吗 ? 


5.3.3 自然 坐标 法 
1. 弧 坐 标 及 点 的 运动 方程 


在 许多 工程 实际 问题 中 , 动 点 的 运动 轨迹 往往 是 已 知 的 ,例如 游乐 场 里 的 过 山 车 等 , 运 
动 的 线路 即 为 已 知 的 轨迹 。 当 点 沿 着 固定 轨迹 运动 时 , 则 可 以 利用 一 个 变量 , 即 弧 坐 标 作 为 
广义 坐标 ,来 研究 动 点 的 运动 ,建立 动 点 的 运动 方程 及 其 速度 和 加 速度 的 表达 式 。 这 种 利用 
点 的 弧 坐 标 及 自然 轴 系 来 描述 和 分 析 点 的 运动 的 方法 称 为 自然 表示 法 。 

设 动 点 M 的 轨迹 为 图 5. 3. 5 所 示 的 曲线 。 在 曲线 上 选 定 一 点 O 为 原点 ,从 O 点 到 动 
点 M 的 位 置 量 取 弧 长 ,并 规定 从 O 点 向 某 一 边 量 取 的 为 正 值 , 向 另 一 边 量 取 的 为 负 值 ， 
则 动 点 的 位 置 可 以 由 s 完全 确定 。 代 数值 ; 称 为 动 点 M 的 弧 坐 标 。 点 运动 时 , 弧 坐 标 * 随 
时 间 4 而 变化 ,是 时 间 : 的 单 值 连续 函数 ,可 表示 为 

s=s(t) (5.3.13) 


这 就 是 用 自然 法 表示 的 点 的 运动 方程 。 
用 弧 坐 标 法 分 析 点 的 速度 ,加 速度 与 轨迹 曲线 的 几何 性 质 有 密切 的 关系 。 因 此 , 需 引 入 
自然 轴 系 的 概念 。 


2. 自然 轴 系 

用 自然 法 研究 动 点 的 速度 和 加 速度 ,将 采用 自然 轴 系 。 下 面 介绍 空间 曲线 上 任 一 点 M 
处 的 自然 轴 系 。 

如 图 5. 3.6 所 示 , 设 在 1 瞬时 动 点 在 轨迹 曲线 上 M 点 ,在 :十 Al 瞬时 动 点 在 轨迹 曲线 


上 M “点 ,M 点 的 切线 为 MT,M' 点 的 切线 为 M'T' ,一般 情况 下 这 两 条 切线 并 不 在 同一 平面 
上 。 过 M 点 作 与 切线 M'T' 平 行 的 直线 MT, , 则 MT 和 MT, 可 确定 一 平面 P。 


M (+) 
HA 
S 


图 5.3.5 用 弧 坐 标 描述 点 的 运动 图 5.3.6 密切 面 与 自然 轴 系 
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当 At 逐渐 趋 近 于 零 时 ,M “点 逐渐 趋 近 于 M 点 ,MT "逐渐 趋 近 于 MT ,MT 随 M'T' 而 
变化 ,由 MT 和 MT; 确定 的 平面 已 绕 切 线 MT 旋转 ,并 逐渐 趋 近 于 一 极限 位 置 P。。 该 极 
限 位 置 平面 称 为 曲线 在 M 点 处 的 密切 面 。 过 M 点 作 垂 直 于 切线 MT 的 平面 ,该 平面 称 为 
曲线 在 M 点 的 法 平面 。 法 平面 与 密切 面 的 交 线 称 为 主 法 线 , 法 平面 内 过 M 点 与 主 法 线 垂 
直 的 线 称 为 副 法 线 。 

以 M 为 原点 ,以 曲线 在 M 点 的 切线 , 主 法 线 n 和 副 法 线 为 轴 而 组 成 的 正 交 轴 系 称 
为 曲线 在 M 点 的 自然 轴 系 。 对 自然 轴 系 上 的 各 轴 向 单位 矢量 作 以 下 规定 

切线 轴 的 单位 矢量 用 r 表示 , 沿 轨 迹 切线 ,其 正 向 与 规定 弧 坐 标的 正 向 一 致 ; 主 法 线 轴 
的 单位 矢量 用 n 表示 , 沿 主 法 线 , 其 正 向 指向 曲线 目的 一 侧 , 即 指向 曲率 中 心 ; 副 法 线 轴 的 
单位 矢量 用 b 表示 ,和 且 b= 二 rt Xn。 

【注意 】 随 着 点 M 在 轨迹 上 运动 ,自然 坐标 系 的 各 轴 方 位 均 不 断 改 变 , 如 图 5.3.7 所 
示 , 故 自然 轴 系 是 随 点 位 置 变化 的 随 动 坐标 系 。 其 单位 矢量 rt .n、b 均 为 变 矢 量 。 这 一 点 与 
前 面 国定 的 直角 坐标 系 有 很 大 区 别 。 


3. 动 点 的 速度 


如 图 5. 3. 8 所 示 , 设 动 点 沿 已 知 轨 迹 曲线 运动 ,点 沿 轨迹 由 M 到 M“ ,经 过 时 间 At 以 
后 ,其 位 移 为 Ar , 弧 坐 标 改变 量 为 As 。 


图 5.3.7 随 点 的 位 置 改变 而 变化 的 单位 矢量 图 5.3.8 速度 的 推导 图 


当 At 一 0 时 ,|Ar| 一 |As|, 故 有 


Ey 
ds aoAs 
其 中 * 为 切线 轴 正 向 单位 矢量 。 
dr dsdr ds 
ve (5. 3. 14) 
令 
ds 
WW [| 


v 为 速度 矢 v 在 切线 轴 上 的 投影 ,等 于 弧 坐 标 对 时 间 1 的 一 阶 导数 。 所 以 速度 矢 又 可 写 为 
各 一心 53.16) 
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速度 的 大 小 为 |v | 二 1v|= es , 即 速度 的 大 小 等 于 动 点 的 弧 坐 标 对 时 间 的 一 阶 导 数 的 绝 


对 值 。 若 "之 0, 则 vw 与 r 的 方向 一 致 , 即 动 点 沿 轨 迹 正 向 运动 ; 若 v 过 0, 则 v 与 + 的 方向 相 
反 , 即 动 点 沿 轨迹 负 向 运动 。 


4. 动 点 的 加 速度 


将 速度 表达 式 (5. 3. 14) 两 边 对 时 间 : 求 一 阶 导数 可 得 动 点 的 加 速度 


dv do ) dv ， dr 
本 


上 式 右 端 两 项 均 为 矢量 ,第 一 项 是 反映 速度 大 小 随时 间 变 化 的 加 速度 , 记 为 a'; 第 二 项 是 反 
映 速度 方向 随时 间 变 化 的 加 速度 , 记 为 a"。 下 面 分 别 讨论 它们 的 大 小 和 方向 。 
(1) 切 向 加 速度 a' 


令 


(5.3. 17) 


a 

dv 
则 a' 为 沿 轨迹 切线 的 矢量 ,反映 速度 大 小 随时 间 的 变化 , 称 为 切 向 加 速度 。 其 大 小 等 
于 速度 的 大 小 对 时 间 的 一 阶 导数 或 弧 坐 标 对 时 间 的 二 阶 导 数 的 绝对 值 ,方向 沿 轨 迹 的 


切线 方向 。 若 午 >0, 则 a' 的 指向 与 r 的 指向 一 致 ; 车 所 一 0, 则 a' 的 指向 与 r 的 指向 


a (5.3.18) 


相反 。 
(2) 法 向 加 速度 a" 
令 
一 (5 3.19) 


下 面 推导 的 表达 式 。 
经 时 间 At 后 , 动 点 由 M 点 沿 轨 迹 运动 到 M/ 点 , 弧 坐 标 改变 量 为 As ,如 图 5. 3.9 所 示 。 


图 5.3.9 切 向 单位 矢量 变化 率 的 推导 图 


设 点 M 处 曲线 切线 单位 矢量 为 r ,点 M “处 曲线 切线 单位 矢量 为 r ,单位 矢量 的 增 量 为 
Ar =zr 一 rz ,在 At 时 间 段 内 ,单位 矢量 rz 转 过 的 角度 为 Ap, 则 有 
dr Ar Aplsl As Ar 


lim lim 


d aoA ao AL Aplrl|’ lal 


1 
sziAp zl 


从 而 可 得 


人 的 区 二 上 志和 


dt aoAl aroAsw-oA 和 der" po w 
式 中 ,一 lim 之 为 轨迹 曲线 在 M 点 处 的 曲率 ,o 为 轨迹 曲线 在 M 点 处 的 曲率 半径 。 


将 式 (5. 3.20) 代 和 人 式 (5. 3. 19) 可 得 


(5. 3. 20) 


一 (5.3, 21) 
显然 ,a" 的 方向 与 主 法 线 轴 正 向 一 致 ,反映 速度 方向 随时 间 的 变化 ,a" 称 为 法 向 加 
速度 。 
将 式 (5. 3.18) 和 式 (5. 3.21) 代 入 式 (5. 3. 17) ,得 全 加 速度 a 的 表达 式 


+ 一 是 K 瑟 2 
若 用 a'.a" .a* 分 别 表 示 a 在 切 向 轴 , 主 法 线 轴 和 副 法 线 轴 上 的 投影 , 则 将 式 (5. 3. 22) 

分 别 向 自然 轴 系 中 的 切 向 轴 、 主 法 线 轴 和 副 法 线 轴 投 影 , 得 
a' 一早， a x = 和 C2 
即 加 速度 在 切线 轴 上 的 投影 等 于 速度 代数 量 对 时 间 的 一 阶 导数 或 弧 坐标 对 时 间 的 二 阶 导 
数 ; 加 速度 在 主 法 线 轴 上 的 投影 等 于 速度 大 小 的 平方 除 以 轨迹 曲线 在 该 点 的 曲率 半径 ; 加 


速度 在 副 法 线 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 。 所 以 全 加 速度 a 的 表达 式 又 可 写成 


Q& 一 4 十 Q" 一 CT 十 ao"1 和 
若 已 知 ca", 则 加 速度 的 大 小 和 方向 由 下 式 确定 : 
a=V(a) Ha), cos(a,a") 一 cos0 一 于 (5.3.25) 
a 


式 中 ,0 角 为 全 加 速度 a 与 法 向 加 速度 a" 的 锐 夹 角 , 如 图 5. 3. 10 
所 示 。 

【说 明 】 @ 显 然 ,全 加 速度 a 位 于 密切 面 内 , 且 指 向 轨迹 凹 
的 一 侧 。@ 动 点 M 在 曲线 运动 中 , 当 v 与 a' 同 号 时 ,点 作 加 速 
运动 ; 当 v 与 a' 异 号 时 ,点 作 减 速 运动 。 


图 5.3.10 切 向 加 速度 与 


【 例 5.3.3】 杆 AB 绕 A 点 转动 时 , 拨 动 套 在 固定 环 上 的 小 法 向 加 速度 的 
环 M, 如 图 5.3.11(a) 所 示 。 已 知 固定 圆 环 的 半径 为 R,g 二 wt 合成 


(w 为 常量 )。 试 求 M 点 的 运动 方程 速度 和 加 速度 。 


图 5.3.11 例 5.3.3 图 
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尿 
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【 解 】 (1) 用 直角 坐标 法 求解 
取 坐 标 系 Oxy ,如 图 5.3.11(b) 所 示 。 为 了 列 出 M 点 的 运动 方程 ,应 当 在 任意 瞬时 
考察 该 点 的 情况 ,图 中 画 出 了 M 点 在 任意 瞬时 1 的 位 置 ,其 中 人 AOM 是 等 腰 三 角形 ,把 M 
点 的 坐标 看 作 矢 径 r> 王 ONM 在 对 应 轴 上 的 投影 
工 =OMecos(90" 一 29)=Rsin2p, y =OMcos29 =Reos29 
由 已 知 条 件 g 二 wt ,得 到 M 点 的 直角 坐标 形式 的 运动 方程 


T=Rsin2wt, y=Reos2wt (a) 
vz =t =2Rwcos2wt, v,=y =—2Rwsin2wt 
故 有 
v=/v Hv 一 2Rw (b) 
cos(v ,i) = =cos2p, cos(v ,J) 二 sin2p 一 cos(90" 十 2p) 
所 以 
LV,i)=29p, Lv ,ij)=90°+29 (c) 
可 见 ,速度 的 大 小 为 2Rw ,方向 与 矢 径 > 垂直 。 
再 求 加 速度 
az 一 ze 一 一 4Rwzsin2wl 一 一 4o2zr， ay 一 站 一 一 4Rwscos2wl 一 一 4o?y 
故 有 
a 一 Vo 十 o =4Rw’ (d) 
且 
a dw’ zi— 4w’ yj 4w’ (xi yj) dw’r Ce) 


可 见 , 加 速度 的 大 小 为 4Rw? ,方向 正好 与 矢 径 > 相反 , 即 由 M 点 指向 O 点 (曲率 中 心 ) 。 

(2) 用 自然 法 求解 

已 知 动 点 的 轨迹 是 半径 为 R 的 圆 , 取 圆 上 的 C 点 为 起 点 量 取 弧 坐 标 s ,并 规定 沿 轨迹 的 
顺 时 针 方 向 为 正 向 ,如 图 5. 3.11(c) 所 示 。 动 点 沿 轨迹 的 运动 方程 是 


s=R(29) 一 2Rwl (f) 
按 式 (5. 3. 15) 求 得 速度 
v= =2Rw (g) 
再 由 式 (5. 3. 23) 求 加 速度 
dd dR (h) 
a R 


va 方向 如 图 5.3.11(c) 所 示 。 

【评述 】 显然 ,两 种 方法 求 得 的 结果 完全 相同 。 解 题 时 , 若 动 点 的 轨迹 未 知 ,一 般 可 采 
用 直角 坐标 法 。 本 题 已 知 轨迹 是 圆 , 应 用 自然 法 更 为 方便 。 在 点 的 运动 轨迹 已 知 的 情况 下 ， 
一 般 采 用 自然 法 会 比较 简便 。 

【思考 】 中 试 建 立 例 5. 3. 3 求解 过 程 中 两 种 坐标 之 间 的 关系 。 回 如 何 求解 动 点 相对 于 
杆 件 AB 的 运动 方程 .速度 方程 和 加 速度 方程 
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【 例 5.3.4] 已 知 点 在 xy 平面 上 的 运动 方程 + 一 z (1),y 一 y(1)。 试 证 明 轨 迹 曲线 的 
率 半径 为 


和 /2 
二 (5. 3. 26) 
| 
【证 明 】 假设 点 的 速度 大 小 为 v , 则 有 


二 
v =r 十 y 


将 上 式 两 端 对 时 间 1 求 导数 ,可 得 


2 0 
vi 7 yy 


由 于 必 =a', 故 有 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 的 大 小 分 别 为 
do HY HY 


dt v 2 十 如 


二 | 


n 3 a 2 
an 一 Vaz 一 (a905 = | ee 
Ty + 
可 得 轨迹 曲线 的 曲率 半径 为 
vy? ty (2? 二 yy ) V2 Ty (ry) 
pp 人 
了 us (LY 2) | 六 一 这 | 
?HY C—O 人 
le 


【说 阴 】 式 (5. 3.26) 是 用 运动 学 的 方法 求 点 的 平面 曲线 运动 轨迹 曲率 的 计算 公式 ,可 
以 直接 使 用 。 


5.4 刚体 的 基本 运动 
-EN 


刚体 是 包含 无 穷 多 几何 点 的 物体 ,满足 刚体 上 任意 两 点 的 距离 在 运动 过 程 中 保持 不 变 ， 
这 一 条 件 使 得 刚体 上 各 点 的 运动 存在 着 规律 性 的 联系 。 在 研究 刚体 的 运动 时 ,首先 要 了 解 
刚体 运动 形式 的 特征 和 描述 整个 刚体 运动 的 方法 ,然后 再 研究 刚体 上 各 点 的 运动 。 本 节 仅 
研究 刚体 的 两 种 基本 运动 , 即 刚体 的 平行 移动 和 绕 固定 轴 的 定 轴 转 动 , 它 们 是 研究 刚体 复杂 
运动 的 基础 。 


5.4.1 刚体 的 平行 移动 


在 工程 实际 中 ,可 观察 到 以 下 的 物体 运动 , 沿 直线 轨道 
行驶 车 辆 的 车 厢 、 筛 砂 机 筛子 的 运动 (如 图 5. 4. 1 中 的 
ADB) 汽缸 内 活塞 的 运动 .车 床上 刀 架 的 运动 等 ,这 些 运动 “ 
都 有 一 个 共同 的 特征 , 即 刚 体 在 运动 过 程 中 ,刚体 内 任 一 直 
线段 始终 与 它 的 最 初 位 置 保持 平行 ,这 种 运动 称 为 刚体 的 Ay 2 
平行 移动 .简称 平移 或 平 动 。 图 5.4.1 第 砂 机 第 子 的 运动 
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刚体 作 平移 时 ,车 其 上 各 点 的 轨迹 是 直线 , 则 称 为 直线 平移 ; 车 其 上 各 点 的 轨迹 是 曲 
线 , 则 称 为 曲线 平移 。 根 据 刚体 平移 的 特征 ,下 面 研究 平移 刚体 上 各 点 的 运动 轨迹 、 速 度 与 
加 速度 之 间 的 关系 。 

在 平移 刚体 内 任 选 两 点 A 和 B, 以 ra、rs 分 别 表示 A 
点 和 B 点 的 矢 径 , 则 两 条 矢 端 曲线 就 是 A 点 和 B 点 的 运动 
轨迹 ,由 图 5.4. 2 可 知 

ra =rs +BA (5.4.1) 
刚体 平移 ,线段 BA 的 长 度 和 方向 都 不 改变 ,所 以 BA 
是 常 矢量 。 因 此 只 要 把 点 B 的 轨迹 沿 BA 方向 平行 搬移 一 
图 5.4.2 刚体 平行 移动 时 段 距 离 BA ,就 能 与 点 A 的 轨迹 完全 重合 。 因 此 ,平移 刚体 
各 点 的 运动 关系 。 上 各 点 的 轨迹 形状 完全 相同 。 
将 式 (5.4.1) 对 时 间 求 一 阶 和 二 阶 导数 , 而 常 矢量 BA 对 时 间 的 导数 等 于 零 , 于 是 得 


dra drs 


0 (5.4. 2) 
dra 开 
i qaa =asg (5. 4. 3) 


式 中 ,wh 和 ws 分 别 为 点 A 和 点 B 的 速度 ,aa 和 as 分 别 为 其 加 速度 。 

因为 点 A 和 点 B 是 任意 选择 的 ,因此 可 得 结论 : 当 刚 体 平移 时 ,其 上 各 点 的 轨迹 形状 
相同 , 且 在 任 一 瞬时 ,各 点 的 速度 相同 ,加 速度 也 相同 。 

【评述 】 只 要 知道 平移 刚体 内 任 一 点 的 运动 ,就 等 于 知道 整个 刚体 的 运动 ,因此 ,研究 
刚体 的 平移 ,就 可 以 归结 为 研究 刚体 内 任 一 点 的 运动 , 即 归结 为 5. 3 节 所 研究 的 点 的 运动 学 
问题 。 


5.4.2 刚体 的 定 轴 转动 ”刚体 内 各 点 的 速度 ,加 速度 


在 工程 实际 中 ,可 观察 到 齿轮 .机 床 的 主轴 、 发 电机 的 转子 等 的 运动 ,它们 都 有 一 个 
共同 的 特点 , 即 刚体 运动 时 ,其 上 或 其 扩展 部 分 ,至 少 有 两 点 位 置 始终 保持 不 变 , 这 种 运 
动 称 为 刚体 的 定 轴 转 动 。 这 两 点 确定 的 固定 不 动 的 直线 , 称 为 刚体 的 转轴 或 轴线 , 简 
称 轴 。 

显然 , 作 定 轴 转 动 刚体 的 自由 度 为 1。 为 确定 转动 刚体 的 位 置 ， 
取 其 转轴 为 x 轴 , 正 向 如 图 5. 4. 3 所 示 。 通 过 轴线 x 作 一 固定 平面 
A ,此 外 ,通过 轴线 再 作 一 动 平面 B 与 刚体 固 结 。 当 刚体 定 轴 转 动 时 ， 
可 选取 两 个 平面 之 间 的 夹 角 gp 作为 其 广义 坐标 , 称 为 刚体 的 转角 ,以 
rad 表示 。 

转角 gp 是 一 个 代数 量 , 它 确定 了 刚体 的 位 置 . 它 的 符号 通常 可 根 
据 右手 螺旋 法 则 确定 。 或 自 x 轴 的 正 端 往 负 端 看 .从 固定 面 起 按 逆 
时 针 转 向 计量 的 转角 为 正 值 ,反之 为 负 值 。 当 刚体 转动 时 ,转角 yp 是 
时 间 : 的 单 值 连续 函数 , 即 


p= FE (5.4.4) 图 5.4.3 定 轴 转 动 
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此 方程 称 为 刚体 定 轴 转动 的 运动 方程 。 定 轴 转 动 刚体 的 位 置 ,只 要 用 一 个 参 变量 (转角 
9) 就 可 以 确定 。 
为 了 描述 刚体 转动 的 快慢 程度 ,引入 角速度 的 概念 。 设 在 At 时 间 内 ,刚体 的 转角 由 
9 改变 到 p 十 Ap ,转角 的 增 量 Ap 称 为 角 位 移 。 在 Ar 趋 近 于 零 时 ,比值 闻 的 极限 称 为 刚体 
在 瞬时 1 的 角速度 ,以 字母 w 表示 。 
ee (5.4.5) 


角速度 w 是 代数 量 , 其 单位 为 rad/s。 角 速度 的 大 小 表征 刚体 转动 的 快慢 ,其 正 、 负 号 
表示 刚体 转动 的 方向 。 从 轴 的 正 向 往 负 向 看 ,刚体 逆 时 针 转 动 时 角速度 为 正 值 ,反之 为 负 
值 。 在 工程 上 ,机 器 中 的 转动 部 件 或 零件 ,一 般 都 在 匀速 转动 情况 下 工作 , 即 wo 为 常数 。 转 
动 的 快慢 常用 每 分 钟 转 数 来 表示 , 称 为 转速 ,单位 为 r/min。 

角速度 w 与 转速 的 关系 为 


a 
“ 60 30 


而 为 了 描述 角速度 的 变化 ,引入 角 加 速度 的 概念 。 设 在 At 时 间 内 ,刚体 的 角速度 由 w 改变 
到 w 十 Aw ,角速度 的 增 量 为 Aw。 在 At 趋 近 于 零 时 ,比值 的 极限 称 为 刚体 在 瞬时 的 角 加 
速度 ,以 字母 a 表示 。 


(5.4.6) 


已 一 了 (5.4.7) 


角 加 速度 表征 角速度 变化 的 快慢 。 角 加 速度 c 也 是 代数 量 , 其 单位 一 般 为 rad/s*。 角 
加 速度 正 负 号 规定 同 角速度 一 致 。 如 果 w 与 a 同 号 , 则 为 加 速 转动 ; 如 果 w 与 a 异 号 , 则 为 
减速 转动 。 

在 前 面 ,总 是 把 角速度 和 角 加 速度 定义 为 代数 量 。 但 在 讨 
论 某 些 复杂 问题 时 ,把 角速度 和 角 加 速度 视 为 撩 量 会 比较 方便 。 
为 了 确定 刚体 定 轴 转动 的 角速度 的 全 部 性 质 ,应 该 知道 转动 轴 
的 位 置 、 角 速度 的 大 小 (转动 的 快慢 ) 和 转动 方向 这 3 个 因素 。 
这 3 个 因素 可 用 一 个 矢量 表示 出 来 , 称 为 角速度 矢 . 用 w 表示 。 
为 了 表示 转轴 Oz 的 位 置 , 让 w 与 Oz 共 线 ,其 长 度 表示 角速度 的 
大 小 ,箭头 的 指向 按 右 手 规则 确定 刚体 的 转向 ,如 图 5. 4. 4 所 


示 。w 矢量 可 以 从 转轴 上 任 一 固定 点 画 起 ,所 以 ,角速度 矢 是 滑 Ca) (b) 
cs 图 5.4.4 角速度 矢 与 
动 矢量 。 角 加 速度 矢 
设 大 为 沿 > 轴 正 向 的 单位 矢量 , 则 
w 一 oK (5 
同 理 ,可 以 定义 角 加 速度 矢 为 
do do 
@= ly = 《5 4 0) 


即 c 也 位 于 转轴 上 与 w 共 线 ,也 是 滑动 矢量 ,如 图 5. 4.5 所 示 。 当 刚体 加 速 转动 时 w 与 w 同 
向 ; 减速 转动 时 , 则 反 向 。 


由 以 上 讨论 可 知 ,转角 、 角 速度 (角速度 矢 ) 和 角 加 速度 ( 角 加 速度 矢 ) 都 是 描述 刚体 整体 
运动 的 特征 量 。 当 转动 刚体 的 运动 确定 后 ,就 可 以 研究 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 。 
刚体 定 轴 转 动 时 ,除了 转轴 上 的 各 点 以 外 ,刚体 内 任意 一 点 都 在 垂直 于 转轴 的 平面 内 作 
圆周 运动 ,圆心 在 该 平面 与 转轴 的 交点 上 ,该 圆周 轨迹 的 半径 R 称 为 点 的 转动 半径 ,大 小 等 
于 该 点 到 转轴 的 垂直 距离 。 对 此 , 宜 采 用 自然 法 研究 各 点 的 运动 。 
设 刚 体 由 定 平 面 A 位 置 绕 定 轴 O 转动 任 一 角度 gp ,到达 B 位 置 ,其 上 任 一 点 由 O' 运 动 
到 M ,如 图 5.4.6 所 示 。 以 固定 点 O "为 弧 坐 标 * 的 原点 , 按 p 角 增 加 的 方向 规定 为 弧 坐 标 
s 的 正 向 ,于 是 点 M 在 任 一 瞬时 的 弧 坐 标 y 就 可 以 表示 成 
5 一 Rp 《5.4. 10) 


上 式 就 是 用 自然 坐标 法 表示 的 点 M 的 运动 方程 。 


图 5.4.5 角速度 矢 与 角 加 速度 矢 图 5.4.6 定 轴 转 动 刚体 内 一 点 的 速度 
同 向 时 定 轴 转动 的 刚体 


点 M 的 速度 在 切线 r 上 的 投影 为 
v= =R¢=Ro (5.4.11) 
由 于 vv 与。 具有 相同 的 正 负 号 ,所 以 速度 v 沿 圆周 的 切线 ,指向 w 的 转动 方向 ( 见 图 5.4. 7(a))。 


图 5.4.7 定 轴 转 动 刚体 上 一 点 的 速度 与 加 速度 方向 
点 M 的 加 速度 在 切线 r 上 的 投影 为 
a'==Vv=Rw=Ra (C54 12) 
因为 a' 与 a 具有 相同 的 符号 ,所 以 切 向 加 速度 a' 沿 圆周 切线 ,指向 a 的 转动 方向 。 
点 M 的 加 速度 在 主 法 线 上 的 投影 为 
an 一 二 一 Rows (5.4.13) 


法 向 加 速度 a" 的 方向 总 是 指向 轨迹 的 曲率 中 心 ,在 图 5.4.7(b) 所 示 情 况 下 ,a" 指向 圆心 ， 


亦 即 指向 转轴 O。 
点 M 的 加 速度 的 大 小 和 方向 分 别 为 
lal (ao +(a)’ =RVo’ ta’ (C54 TD 
ES EE (5.4.15) 


2 

【说 明 】 中 由 式 (5.4.14) 可 知 ,在 同一 瞬时 刚体 上 所 有 各 点 的 连 度 及 加 速度 的 大 小 都 
与 点 到 转轴 的 距离 成 正比 。 回 由 式 (5.4.15) 可 知 , 所 有 各 点 的 加 速度 与 其 法 向 加 速度 的 夹 
角 都 相同 , 且 与 点 到 转轴 的 距离 无 关 。@@ 由 式 (5.4.11) 可 知 , 定 轴 转 动 刚 体 上 各 点 的 速度 分 
布 如 图 5.4.8(a) 所 示 , 而 加 速度 分 布 如 图 5.4.8(b) 所 示 。 

【 例 5.4. 1】 一 半径 RR 二 50 cm 的 圆 盘 绕 定 轴 O 的 转动 方程 为 pg 二 ki 十 xt* (其 中 为 
常数 ) , 盘 上 缠 一 不 可 伸 长 的 细 绳 , 绳 下 端 吊 一 重 物 A( 见 图 5. 4.9)。 若 已 知 1==2 s 时 圆 盘 
转 了 8 圈 , 求 /= 二 4s 时 , 重 物 A 的 速度 和 加 速度 。 


(b) 
图 5.4.8 作 定 轴 转 动 刚体 上 各 点 的 速度 与 加 速度 分 布 图 5.4.9 例 5.4.1 图 


【 解 】 由 于 :=2s 时 ,pg 二 8X2x 二 16x, 因 此 
167 二 28 十 2 元 


所 以 
_37x 
k 二 人 (a) 
因而 转动 方程 为 
p= + (b) 
又 因为 绳子 不 可 伸 长 ,因此 在 给 定时 间 间 隔 内 , 轮 缘 上 任 一 点 走 过 的 弧 长 等 于 重 物 A 下 落 


的 距离 , 即 


二 三 $=Ry=75xt 二 50a (c) 
上 式 就 是 重 物 A 的 运动 方程 。 
将 式 (c) 对 时 间 求 导 , 有 
区 二 225xt? 十 100xt (d) 
芯 一 450rt 十 100x (Ce) 


将 :一 4s 代 入 (d) Ce) 两 式 , 有 
v= |,24 =4000x cm/s 一 40r m/s=125.66 m/s 


a =x |,24 一 1900r cm/s: =19x m/s’ 一 59. 69 cm/s’ 


显然 ,v ,a 的 方向 都 朝 下 。 
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【 例 5.4.2】 圆柱 齿轮 传动 是 常用 的 轮 系 传动 方式 之 一 :可 用 来 提高 或 降低 转速 和 改 
变 转向 。 如 图 5.4. 10(a) 所 示 为 外 哮 合 情况 ,图 5. 4. 10(b) 为 内 陆 合 情况 。 两 齿轮 外 趴 合 
时 ,它们 的 转向 相反 ,而 内 哮 合 时 则 转向 相同 。 设 主动 轮 A 和 从 动 轮 B 的 节 圆 半径 分 别 为 
ri 和 rz; 齿 数 各 为 >: 和 x,。 试 求 轮 A 的 角速度 w 与 轮 B 的 角速度 ws 之 关系 。 


图 5.4.10 例 5.4.2 图 


【 解 】 在 齿轮 传动 中 , 因 齿 轮 互 相 吗 合 ,两 齿轮 的 节 圆 接触 点 M， 和 Ms 无 相对 滑动 ， 
具有 相同 的 速度 vw, 因 而 有 : v==riwi 二 rsw2。 
由 于 吵 合 的 两 齿轮 在 节 圆 上 的 齿 距 相等 ,它们 的 齿 数 与 半径 成 正比 ,于 是 得 到 
竺 一 于 一 生 (5.4. 16) 
设 轮 A 为 主动 轮 , 轮 B 为 从 动 轮 。 机 械 工 程 中 ,常常 把 主动 轮 的 角速度 (或 转速 ) 与 从 
动 轮 的 角速度 (或 转速 ) 之 比 称 为 传 速 比 , 设 以 i 表示 , 则 有 
i 一生 一 于 一 匡 (5.4.17) 
上 式 定 义 的 传 速 比 是 两 个 角速度 大 小 的 比值 ,与 转动 方向 无 关 , 因 此 ,不 仅 适 用 于 圆柱 
齿轮 传动 ,也 适用 于 传动 轴 成 任意 角度 的 圆锥 齿轮 .摩擦 轮 传动 等 。 
【说 明 】 由 式 (5.4.16) 可 知 ,互相 吐 合 的 两 齿轮 的 角速度 (或 转速 ) 与 两 齿轮 的 齿 数 
成 反比 (或 与 两 齿轮 的 节 圆 半径 成 反比 ) 。 回 在 一 些 复式 轮 系 (如 变速 器 ) 中 包含 有 若干 对 此 
轮 , 将 每 一 对 齿轮 的 传动 比 按照 式 (5.4.16) 计 算 后 ,将 它们 连 乘 起 来 , 即 可 得 到 总 的 传动 比 。 
@ 对 于 锥 齿 传动 和 皮带 (链条 ) 传 动 , 式 (5.4.16) 和 式 (5.4.17) 同 样 成 立 。 
【思考 】 变速 自行 车 是 如 何 实现 变速 的 ? 


5.4.3 ”角速度 矢 、 角 加 速度 矢 及 转动 刚体 上 点 的 速度 和 加 速度 
矢量 表示 
引入 角速度 矢 和 角 加 速度 矢 后 ,转动 刚体 内 任 一 点 M 的 速度 、 切 向 加 速度 和 法 向 加 速 
度 的 大 小 和 方向 ,可 以 方便 地 用 矢量 的 又 积 表示 出 来 。 
车 以 + 表示 转动 刚体 内 任 一 点 M 到 转轴 上 某 定点 的 矢 径 , 以 w 表示 此 瞬时 刚体 的 角 束 
度 矢量 ,M 点 的 速度 可 表示 为 


v=wXxr (5.4.18) 
这 是 因为 ,又 积 w Xr 的 模 与 M 点 速度 v 的 模 相 等 。 
wxXr|=|lwl|:|rl|. siny=lw|. R=|v| 


而 又 积 w Xr 的 方向 ,由 右手 规则 决定 ,正好 与 w 的 方向 相同 。 故 有 结论 : 定 轴 转 动 刚 体内 


任 一 点 的 速度 等 于 刚体 的 角速度 矢量 与 该 点 矢 径 的 又 积 。 
将 式 (5.4.18) 对 时 间 求 一 阶 导数 ,得 M 点 的 加 速度 为 
dv d dw dr 


即 a==a Xr 十 w Xv。 或 
Q 一 QQXr 十 四 X(@Xr) (5.4.19) 
为 a Xr 的 模 与 a' 的 模 相等 , 即 
laxr|l=|lal*|r |siny=|a |R=|a’ | 
a Xr 的 方向 又 与 a' 的 方向 相同 ,如 图 5. 4. 11 所 示 , 故 有 
@ 一 &XP (S54 20) 
又 因 w Xow 的 模 与 a" 的 模 相 等 , 即 
lwoxv|=|lw||v| sin90 =|w|. R.|w |=Row’ 
w Xv 的 方向 与 a" 的 方向 相同 ,如 图 5. 4. 11 所 示 , 故 有 
a"=wXv (3,4.21) 
于 是 ,得 到 结论 : 定 轴 转 动 刚体 内 任意 点 的 切 向 加 速度 等 于 刚体 的 角 加 速度 矢量 与 该 
点 矢 径 的 义 积 ; 法 向 加 速度 等 于 刚体 的 角速度 矢量 与 该 点 速度 的 又 积 。 
【 例 5.4.3】 设 刚 体 以 角速度 w 绕 固定 轴 Ox 转动 ,坐标 系 O'x'y'z' 固 连 在 刚体 上 , 随 
刚体 一 起 转动 ,如 图 5.4. 12 所 示 。 试 证 明 如 下 的 泊 松 公式 : 


th 


=w Xi, = Xj Xk (5.4. 22) 
其 中 让 六 为 沿 坐标 轴 关 >y 、z 正 向 的 单位 矢量 。 
图 5.4.11 定 轴 转 动 刚体 上 一 点 加 速度 的 矢量 表示 图 5.4.12 例 5.4.3 图 


【证 明 】 设 单位 矢量 嫌 的 端点 为 A ,以 ra 和 ro 分 别 表示 A、O' 点 的 和 撩 径 。 在 图 5.4. 12 

的 矢量 三 角形 OO'A 中 有 六 二 rs 一 ro 。 对 时 间 求 一 阶 导数 ,可 得 
di’ dra dro 
dt dt di 


将 式 (5.4.18) 代 入 上 式 , 则 有 
di” 
dt 


WXra—wXro =wX (ra—ro) wxi’ 


这 是 泊 松 公式 (5. 4. 22) 的 第 一 式 。 同 理 , 可 以 证 明 它 的 第 二 、 第 三 式 。 
泊 松 公式 表示 任 一 固 结 在 转动 刚体 上 的 矢量 对 时 间 的 导数 等 于 刚体 的 角速度 和 撩 与 该 矢 


量 的 又 积 。 若 将 网 
平 动 刚体 也 成 立 。 


体 平 动 看 作 角 速度 和 角 加 速度 一 直 保 持 为 零 时 转动 的 特殊 情况 ,上 式 对 
事实 上 , 泊 松 公式 不 仅 适用 于 动 坐标 系 作 定 轴 转 动 的 情形 ,对 于 动 坐标 系 


作 平 行 移动 或 平面 一 般 运 动 的 情形 一 样 成 立 。 
事实 上 , 固 结 在 作 一 般 运 动 刚体 上 的 任 一 矢量 b( 相 对 于 刚体 为 常 撩 量 ), 若 刚体 转动 的 
角速度 矢 为 w , 则 由 式 (5. 4.22) 易 知 : 其 对 时 间 的 导数 均 有 


—=wXb (5.4. 23) 


dt 
请 读者 自行 证 明 。 式 (5. 4. 23) 又 称 为 欧 拉 公 式 。 


思考 是 
E> 
5-1 ”选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 入 括号 内 ) 
1. 在 以 下 约束 方程 中 
A. zx’++y’=1 By w ty C. 工 一 六 三 0 
D. x’+y’=4t E, (zi+za)(yi = 9a (sia) 
属于 几何 约束 的 有 ( ) ,属于 运动 约束 的 有 ( )s 
属于 完整 约束 的 有 ( ) ,属于 非 完整 约束 的 有 ( )3 
属于 定常 约束 的 有 ( ) ,属于 非 定常 约束 的 有 ( )s 


2. 图 示 平面 系统 , 圆 环 内 放置 的 直 杆 AB 可 自由 运动 , 圆 环 在 水 平面 上 作 纯 滚动 , 则 该 
系统 的 自由 度数 为 ( DS 
A B. 1 C. 4 DD; 多 
3. 点 沿 阿 基 米 德 螺 线 由 外 向 内 运动 ,如 图 所 示 。 若 点 走 过 的 弧 长 与 时 间 的 一 次 方 成 正 
比 , 则 该 点 ( 六 
A. 越 跑 越 快 
C. 加 速度 越 来 越 大 


B. 越 跑 越 慢 
D. 加 速度 越 来 越 小 


NN 


Ma 


选择 题 2 图 


选择 题 3 图 


4. 点 作曲 线 运 动 时 ,“ 色 变速 运动 " 指 的 是 下 述 的 哪 种 情况 ?( ) 
A. 切 向 加 速度 矢 a'== 常 矢量 B. 切 向 加 速度 大 小 a' 二 常量 
C. 全 加 速度 矢 ea 一 常 矢量 D. 全 加 速度 大 小 “一 常量 
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5. 点 作曲 线 运动 时 ,在 其 运动 过 程 中 的 某 瞬 时 ,下列 说 法 中 正确 的 是 ( 入 
A. 可 能 有 lw | 关 0,la|=0 B. 不 可 能 有 lm | 二 0 ,ja| 关 0 
C. 可 能 有 lw |= 0 ,la|=0 D. 不 可 能 有 lm | 二 0 ,la|=0 


6. 点 作曲 线 运动 时 ,下 列 说 法 中 正确 的 是 ( Ds 
A. 若 始终 有 um La, 则 必 有 |v | 二 常量 
B. 若 始 终 有 w La , 则 点 必 作 匀速 圆周 运动 
C. 不 可 能 存在 某 瞬时 有 w //a 
D. 若 某 瞬时 vw 二 0, 则 其 加 速度 a 必 等 于 零 
7. 在 图 示 的 各 图 中 ,图 ( ) 中 表示 的 动 点 M 的 运动 是 可 能 的 。 


出 
M v M ya 
vv 
区 生生 RR We a EE 5 
。 上 本 a WY 、 
A Ds €& 
Mv 
- 皇 =S 开 = 2 SS 
A 3 \ 
D E. F 
选择 题 7 图 


. 绳子 的 一 端 绕 在 滑轮 上 , 另 一 端 与 置 于 水 平面 上 的 物 块 B 相连 , 若 物 块 B 的 运动 方 
ee ,其 中 为 常数 ,轮子 半径 为 R, 则 轮 缘 上 点 A 的 加 速度 大 小 为 ( Ys 


4k’1? 1 
A. 2k B. 全 /1482 十 


9. 如 图 所 示 的 平面 机 构 中 ,三 角 板 ABC 与 杆 OA.O:B 铵 结 于 A.B, 若 OA=O:B= 
7,O0s01 二 AB, 则 顶点 C 的 运动 轨迹 为 ( ”)。 
A. 以 CO1 为 半径 ,以 O, 点 为 圆心 的 圆 
B. 以 CH 长 为 半径 ,以 H 点 为 圆心 的 圆 
C. 以 CD(CD//AO1) 为 半径 ,以 DD 点 为 圆心 的 圆 
D. 以 CO=r 长 (CO/AO1) 为 半径 ,以 O 点 为 圆心 的 圆 


10. 如 图 所 示 的 升降 机 由 定 轴 转 动 的 鼓 轮 带 动 , 绳 与 轮 之 间 无 相对 
滑动 ,已 知 下 降 物 体 的 运动 方程 ,由 此 可 求 出 轮 线 上 A 、B 两 点 的 速度 和 
加 速度 的 大 小 的 关系 有 ( 汉 


A. vaA 一 vByQA 一 4B B. va 天 vagyaaA 一 QB 


B 


C. va 天 vsyaA 天 apB D. vaA 王 VB,QA 天 as 
11， 曲柄 压力 机 工作 时 , 若 曲 柄 在 某 瞬 时 转动 的 角速度 w 和 角 加 速 
度 a 满足 ( ) , 则 曲柄 作 减 速 转动 。 
A. w~>0,a=0 B. w~>0,a>0 
C. w=0,a>0 D. w=0,a=0 选择 题 10 图 
12. 两 个 半径 不 相等 的 摩擦 轮 通 过 外 接触 摩擦 传动 ,车 传动 时 不 打 
滑 , 则 二 者 在 接触 点 处 的 速度 、 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 的 关系 是 ( 江 


A. 速度 相等 B. 速度 不 相等 
C. 切 向 加 速度 相等 D. 切 向 加 速度 不 相等 
E. 法 向 加 速度 相等 F. 法 向 加 速度 不 相等 


13. 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ,以 下 4 图 所 示 的 运动 状态 ,可 能 的 是 ( )。 其 中 ,图 A. 中 
ABC 三 点 为 等 边 三 角形 的 顶点 , 且 a4 二 ag 二 ac; 图 B. 中 A、B.\C 三 点 为 等 边 三 角形 的 
顶点 , 且 v4 二 vs 二 vc; 图 C. 中 wa 与 aa 共 线 ; 图 D. 中 A、B、C 三 点 为 等 边 三 角形 三 条 边 
的 中 点 , 且 vA = 二 vs 二 ve。 


B C 4 
A B C. D. 
选择 题 13 图 
5-2 判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 人 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 打 “X”) 
1. 完整 约束 就 是 几何 约束 。 GG 
2. 完整 约束 系统 的 自由 度 就 等 于 系统 广义 坐标 的 个 数 。 6 
3. 系统 的 广义 坐标 就 是 一 组 可 以 表示 系统 位 置 的 参 变量 。 和 
4 法 向 加 速度 的 计算 式 为 "一 七 , 它 措 述 了 速度 大 小 随时 间 的 变化 率 。 @ 下 
5. 动 点 作曲 线 运动 时 , 若 加 速度 方向 始终 与 速度 方向 垂直 , 动 点 的 运动 并 不 一 定 就 是 
圆周 运动 。 人 
6. 动 点 作曲 线 运动 时 ,其 全 加 速度 a 的 方向 总 是 垂直 于 速度 o 的 方向 ,所 以 速度 w 的 值 
必 为 常量 。 ( ) 
7. 点 在 曲线 运动 中 的 法 向 加 速度 与 速度 大 小 的 变化 率 有 关 。 ( ) 
8， 只 有 在 动 点 运动 的 轨迹 为 直线 的 情况 下 ,速度 矢量 w 的 方向 才 会 与 加 速度 矢量 a 的 方向 


一 致 长 ) 


9. 平 动 刚体 的 特征 表明 , 平 动 刚体 上 各 点 的 运动 轨迹 不 可 能 是 空间 曲线 。 Et 3 
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0. 某 瞬 时 刚体 上 各 点 的 速度 矢量 都 相等 ,而 各 点 的 加 速度 矢量 不 相等 ,因此 该 刚体 不 


是 作 平 动 。 ( ) 
1. 定 轴 转 动 刚 体 在 作 匀 速 转动 时 ,其 上 各 点 的 速度 大 小 都 不 随时 间 变 化 。 ( ) 
2. 定 轴 转 动 刚体 的 角 加 速度 为 正 时 ,刚体 必然 越 转 越 快 。 ( ) 
3. 刚体 作 定 轴 转 动 时 , 角 加 速度 增 大 ,其 角速度 也 必然 随 之 增 大 。 ( $ 
4. 作 定 轴 转 动 的 两 个 刚体 ,在 相同 的 时 间 内 转 过 相同 的 转角 ,因此 这 两 个 刚体 的 转动 
方程 .角速度 和 角 加 速度 无 疑 也 是 相同 的 。 ( ) 


5. 定 轴 转 动 刚体 上 任意 一 点 在 任意 瞬时 ,其 速度 指向 和 角速度 转向 是 一 致 的 。 (  ) 
6. 定 轴 转动 的 刚体 ,对 于 通过 垂直 于 刚体 转轴 的 任意 一 条 直线 上 的 各 个 点 ,在 同一 瞬 


时 的 速度 和 加 速度 都 是 按 线性 规律 分 布 的 。 EE 站 
7. 两 齿轮 员 合 传动 时 ,传动 比 等 于 主动 轮 与 从 动 轮 的 转速 比 , 若 主动 轮转 速 增 大 , 则 
传动 比 也 随 之 增 大 。 繁 ， 或 


5-3 直角 曲 杆 OBC 可 绕 O 轴 转 动 ,如 图 所 示 。 已 知 ， OB = 10 cm。 图 示 位 置 p= 
60", 曲 杆 的 角速度 w 王 0. 2 rad/s, 角 加 速度 a 二 0.4 rad/s , 则 曲 杆 上 M 点 的 切 向 加 速度 的 
大 小 为 ( ) ,方向 为 ( ); 法 向 加 速度 的 大 小 为 ( ) ,方向 为 ( Ds 


5-4 已 知 正 方形 板 ABCD 作 定 轴 转 动 ,转轴 垂直 于 板 面 ,点 A 的 速度 大 小 va 二 5 cm/s, 加 
速度 大 小 a4 王 5V2 cm/s ,方向 如 图 所 示 。 则 该 正方 形 板 转轴 到 点 A 的 距离 OA 为 ( )em。 
U4 
4 45” 44 B 
D C 
思考 题 5-3 图 思考 题 5-4 图 


5-5 ”质点 的 约束 方程 与 轨迹 方程 有 何不 同 ? 并 举例 说 明 。 

5-6 点 的 运动 方程 和 轨迹 方程 有 何 区 别 ? 一 般 情况 下 ,能 否 根 据点 的 运动 方程 求 得 轨 
迹 方程 ”反之 ,能 否 由 点 的 轨迹 方程 求 得 运动 方程 ? 

5-7 根据 点 的 加 速度 a 二 a (i) 能 否 求 出 点 的 速度 v 二 wv (1) 及 运动 方程 += 二 r(1)? 还 需 
要 知道 哪些 条 件 ? 

5-8 点 在 下 述 情况 中 作 何 种 运动 ? 

(1) a'=0,4a"=0; (2) a'#0,a"=0; 

(3) a'=0,a"A0; (4) a'0,a'A0。 

5-9 ”自然 法 中 描述 的 点 的 运动 方程 ;= 二/(1) 为 已 知 , 则 任 一 瞬时 点 的 速度 、 加 速度 即 
可 确定 ,对 吗 ? 

5-10”(1) 对 于 平面 曲线 ,可 以 选取 极 坐 标 (r .90) 作 为 广义 坐标 ,这 种 方法 称 为 极 坐标 
法 。 试 推导 用 极 坐标 表示 的 速度 和 加 速度 的 表达 式 。(2) 在 极 坐标 中 ,一 * :一 尼 分 别 
代表 在 极 径 方向 及 与 极 径 垂 直方 向 ( 极 角 0 方向 ) 的 速度 。 但 为 什么 沿 这 两 个 方向 的 加 速度 


为 : a 二 六 一 r0? ,as 二 70 一 270 。 试 分 析 a, 中 的 一 r9? 和 ao 中 的 =6 出 现 的 原因 和 它们 的 


a 
几何 意义 。 

5-11 在 刚体 运动 过 程 中 ,车 其 上 有 一 条 直线 始终 平行 于 它 的 初始 位 置 ,是 否 一 定 可 以 
确定 刚体 作 平 移 ? 

5-12 刚体 运动 时 , 若 其 上 两 点 的 轨迹 相同 , 则 该 刚体 一 定 作 平移 。 为 什么 ? 

5-13 ”刚体 平移 时 , 若 刚 体 上 某 一 点 的 运动 已 知 , 则 其 他 各 点 的 运动 是 否 一 定 可 以 随 之 
确定 ? 


5-14 ”钻头 在 钻 孔 时 , 它 的 运动 是 定 轴 转 动 吗 ? 为 什么 ? 

5-15 ”满足 下 述 哪个 条 件 的 刚体 运动 一 定 是 定 轴 转动 ? 

A. 刚体 上 所 有 点 都 在 垂直 于 某 定 轴 的 平面 上 运动 ,而且 所 有 点 的 轨迹 都 是 圆 ; 
B. 刚体 运动 时 ,其 上 所 有 点 到 某 定 轴 的 距离 保持 不 变 ; 

C. 刚体 运动 时 ,其 上 或 其 扩展 部 分 有 两 点 固定 不 动 。 

5-16 ” 试 判断 图 中 所 示 各 刚体 作 何 种 形式 的 运动 。 


Cc) (d) 
思考 题 5-16 图 


5-17 设 动 参考 系 以 角速度 w。 及 角 加 速度 we 绕 定 参考 系 的 Oz 轴 转 动 , 如 图 所 示 。 
(1) 用 zy 、z 及 动 系 的 标准 单位 矢量 i \j"、k' 来 表示 a,。 
(2) 用 w。 及 动 点 矢 径 r 来 表示 vw.。 

(3) 用 we。 .ae r .pe 来 表示 ae。 

(4) 用 动 系 坐标 原点 的 矢 径 ro 及 x 、y = \j Kk' 来 表示 a.。 


“与 a。 之 间 的 关系 。 


dv 
dt 


(5) 给 出 
_. dv。 
(6) 用 a。 .we。 r .ev 来 表示 了 。 


i a i dv 
CO 用 有 有 来 表示 可 。 


人 
(8) 用 zy .= 及 认 六 来 表示 中。 


Ur: 


下 与 a, 之 间 的 关系 。 
Co 用 Penei 风 谢世 .六 .也 来 表示 到 。 en 


(9) 给 出 
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习题 
s-1 在 图 示 平 面 内 ,质量 为 xm 的 小 球 A, 用 杆 OA 连接 于 支 座 O 点 ,同时 用 弹簧 连接 


另 一 质量 为 m 的 小 球 B, 试 确定 系统 的 自由 度 ,并 任意 选择 两 组 广义 坐标 ,描述 系统 的 位 
置 ,并 找 出 这 两 组 广义 坐标 之 间 的 关系 。 

5-2 ”如 图 所 示 AB 杆 长 !, 以 等 角速度 w 绕 也 点 转动 ,其 转动 方程 为 gq 二 wl。 而 与 杆 连接 
的 滑 块 B 按 规律 * 一 “十 bsinwl 沿 水 平 线 运动 ,其 中 ab 均 为 常数 。 求 A 点 的 轨迹 。 


50 mm。 车 多 =o 一 于 rad/s, 杆 OA 绕 O 轴 转 动 , 并 且 当 运动 开始 时 , 角 gp=0。 求 尺 上 D 点 


的 运动 方程 和 轨迹 。 
5-4 动 点 A 和 B 在 同一 直角 坐标 系 中 的 运动 方程 分 别 为 
XA=t = 
di Wa = 


其 中 ,zy 以 mm 计 ,t 以 s 计 。 试 求 : (1) 两 点 的 运动 轨迹 ; (2) 两 点 相遇 的 时 刻 ; (3) 两 点 
相遇 时 刻 它们 各 自 的 速度 ;(4) 两 点 相遇 时 刻 它们 各 自 的 加 速度 。 

5-5 如 图 ,点 M 以 匀速 率 x 在 直 管 OA 内 运动 , 直 管 OA 又 按 g 二 wt 规律 绕 O 转动 。 
当 4 二 0 时 ,M 在 O 点 , 试 求 其 在 任 一 瞬时 的 速度 及 加 速度 的 大 小 。 


5-6 ”如 图 ,一 圆 板 在 Oxy 平面 内 运动 。 已 知 圆 板 中 心 C 的 运 
动 方程 为 zc 三 3 一 笃 十 2 ,yc 一 4 十 2t 十 (其 中 cwyc 以 m 计 ,i 
以 s 计 )。 板 上 一 点 M 与 5 C 点 的 距离 为 :一 0.4m, 直 线段 CM 与 工 
轴 的 夹 角 p 王 222(p 以 rad 计 ,i 以 s 计 ), 试 求 1==1s 时 点 M 的 速度 
及 加 速度 。 

5-7 ”一 点 作 平面 曲线 运动 ,其 速度 方程 为 : wz 二 3,v, 一 
2rsin4rl ,其 中 vv, 以 m/s 计 ,t 以 s 计 。 已 知 在 初 瞬时 该 点 在 习题 5.6 图 
坐标 原点 , 试 求 该 点 的 运动 方程 和 轨迹 方程 。 | 

5-8 一 动 点 的 加 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 为 : a, 二 一 160cos21,a, 二 一 200sin21。 
已 知 当 1==0 时 ,x 二 40,y 二 50,v, 二 0,v, 二 100( 长 度 以 mm 计 , 时 间 以 s 计 ), 试 求 其 运动 方 
程 和 轨迹 方程 。 

5-9 某 点 的 运动 方程 为 : x 二 75cos41?,y 二 75sin47? ,长 度 以 mm 计 , 时 间 以 s 计 。 试 
求 它 的 速度 、 切 向 加 速度 与 法 向 加 速度 。 

5-10 已 知 动 点 的 运动 方程 为 : z 一 二 一 上 .> 一 20,7 及 y 的 单位 为 m,t 的 单位 为 s。 试 
求 其 轨迹 及 1 二 1s 时 的 速度 、 加 速度 ,并 分 别 求 切 向 加 速度 、 法 向 加 速度 与 曲率 半径 。 

5-11 如 图 所 示 半 圆 形 凸轮 以 等 速 vo 二 10 mm/s 沿 水 平方 向 向 左 运动 ,从 而 使 活塞 杆 
AB 沿 铅 垂 方向 运动 。 当 运动 开始 时 ,活塞 杆 A 端 在 凸轮 的 最 高 点 上 。 如 凸轮 的 半径 R= 
80 mm,AB 一 !, 求 活塞 B 的 运动 方程 和 速度 。 

5-12 ”如 图 所 示 偏 心 轮 , 若 人 AOC=wt(o 为 常数 ) ,转轴 O 至 轮 心 C 的 距离 OC==e, 轮 
的 半径 为 ,如 图 所 示 。 求 杆 AB 的 运动 规律 和 速度 (表示 成 时 间 1 的 函数 ) 。 


习题 5-11 图 习题 5-12 图 


5-13 ”如 图 所 示 杆 AB 与 铝 垂 线 的 夹 角 为 wi(w 为 常数 ) ,并 带动 套 在 水 平 杆 OC 上 的 
小 环 M 运动 。 运 动 开始 时 , 杆 AB 在 铅 垂 位 置 。 设 OA 二 A。 求 : (1) 小 环 M 沿 杆 OC 滑动 
的 速度 ; (2) 小 环 M 相对 于 杆 AB 运动 的 速度 。 


习题 5-13 图 
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5s-14 ”如 图 所 示 曲 柄 连 杆 滑 块 机 构 的 曲柄 OA 一 ~, 连 杆 AB 一 / , 连 杆 上 M 点 距 A 点 的 
长 度 为 6。 车 AOB 一 wi(w 为 常数 ) ,并 且 当 运动 开始 时 , 滑 块 B 在 最 右 端 位 置 。 求 M 点 
的 运动 方程 和 1 二 0 时 的 速度 。 

5-15 梯子 AB 二 1,A 端 靠 在 铅 垂 的 墙壁 上 ,使 B 以 匀速 u 沿 水 平方 向 移动 。 求 当 
B 与 墙 距离 6 过/ 时 ,梯子 中 点 C 的 运动 方程 .轨迹 、 速 度 和 加 速度 。 


习题 5-14 图 习题 5-15 图 习题 5-15 解答 


5-16 ” 摇 杆 机 构 的 滑 杆 AB 在 某 段 时 间 内 以 等 速 u 向 上 运动 ,运动 开始 时 , 摇 杆 OC 处 
于 水 平 位 置 。 已 知 OC=1,0D 二 6b。 求 C 点 的 运动 方程 .速度 和 加 速度 。 


习题 5-16 图 习题 5-16 解答 


5s-17 点 沿 曲线 AOB 运动 。 曲 线 由 AO、OB 两 圆 弧 组 成 ,AO 段 曲 率 半 径 Ri 二 18 m， 
OB 段 曲率 半径 Rs 二 24 m, 取 圆 弧 交接 处 O 为 原点 ,规定 正 负 方 向 如 图 所 示 。 已 知 点 的 运 
动 方程 : 一 3 十 4 一 上 如 以 s 计 ,s 以 m 计 。 试 求 : (1) 点 由 上 = 一 0 到 :一 5 所 经 过 的 路 程 ; 
(2)t 二 5 s 时 的 加 速度 。 

5-18 一 质点 作 平 面 曲 线 运动 ,其 位 置 矢量 为 : r= 二 aocoswti 十 bosinwtj ,其 中 ao Oo 、w 
均 为 常量 。 求 质点 的 运动 轨迹 、 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 。 

5-19 托 架 DBE 上 放置 重 物 G, 托 架 用 长 为 -= 二 20 cm 的 两 平行 曲柄 AB .CD 支承 ,已 
知 某 瞬时 曲柄 AB 的 角速度 为 w= 二 4 rad/s, 角 加 速度 a 二 2 rad/s ,指出 画 G 点 运动 轨迹 的 
方法 ,并 求 此 瞬时 G 点 的 速度 和 加 速度 。 


习题 5-17 图 习题 5-19 图 
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Ss-20 轮 工 半径 为 六 = 王 150 mm, 轮 开 半径 为 ~: 一 200 mm, 两 轮 轮 心 用 贸 链 与 AB 杆 两 
端 相 连 ,两 轮 一 齐 放 在 半径 为 RR 二 450 mm 的 柱 面 上 ,如 图 所 示 。 在 某 瞬 时 ,A 点 的 加 速度 
aa 一 1 200 mm/s ,与 OA 夹 角 为 60", 试 求 此 时 AB 杆 的 角速度 和 角 加 速度 ,再 求 B 点 的 加 
速度 。 


习题 5-20 图 习题 5-20 解答 
5-21 滑 块 以 等 速 w 沿 水 平方 向 向 右 平移 ,通过 滑 块 上 销 钉 B 带动 摇 杆 OA 绕 O 轴 转 
动 , 如 图 所 示 。 开 始 时 , 销 钉 在 B。 处 , 且 0B。 二 6。 求 摇 杆 OA 的 转动 方程 及 其 角速度 随时 
间 的 变化 规律 。 


习题 5-21 图 


5-22 两 轮 I、 了 ,半径 分 别 为 让 二 100 mm,rs 二 150 mm, 平 板 AB 放置 在 两 轮 上 ， 
如 图 所 示 。 已 知 轮 工 在 某 瞬 时 的 角速度 wo=2 rad/s, 角 加 速度 a 二 0.5 rad/s’ , 试 求 此 时 
平板 移动 的 速度 和 加 速度 以 及 轮 开 边 缘 上 一 点 C 的 速度 和 加 速度 ( 设 两 轮 与 板 接 触 处 
均 无 滑动 )。 


习题 5-22 图 


5-23 ”如 图 所 示 曲 柄 滑 杆 机 构 中 , 滑 杆 有 一 圆 弧 形 滑 道 ,其 半径 尽 =100 mm, 圆 心 O， 
在 导 杆 BC _ 上。 曲柄 长 OA 一 100 mm, 以 角速度 w 一 4 rad/s 绕 O 轴 转 动 。 试 求 导 杆 BC 的 
运动 规律 以 及 当 曲 杆 与 水 平 线 间 的 交角 p= 王 30 时, 导 杆 BC 的 速度 和 加 速度 。 
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习题 5-23 图 


5-24 ”如 图 所 示 机 构 中 ,齿轮 1 紧 固 在 杆 AC 上 ,AB= 二 O10;, ,齿轮 1 和 半径 为 2r 的 齿轮 
2 路 合 ,齿轮 2 可 绕 0, 轴 转 动 且 和 曲柄 0,B 没有 联系 。 设 01A 二 0,B==1,9= 二 bsinwl, 试 


确定 一 区 时 , 轮 2 的 角速度 和 角 加 速度 


习题 5-24 图 习题 5-24 解答 


S$-25 纸 盘 由 厚度 为 $ 的 纸 条 卷 成 ,如 图 示 , 令 纸 盘 的 中 心 不 动 , 今 以 等 速 v 拉 纸 条 , 求 
纸 盘 的 角 加 速度 (以 纸 盘 半径 + 的 函数 表示 )。 


习题 5-25 图 


点 的 合成 运动 


6.1 绝对 运动 .相对 运动 和 牵连 运 刀 


在 实际 中 ,对 于 一 个 动 点 的 复杂 运动 常常 通过 两 套 坐 标 系 来 进行 研究 (更 复杂 的 情况 可 
能 还 需要 更 多 套 坐标 系 ) 。 例 如 ,人 在 航行 中 的 船上 走动 ,需要 研究 人 相对 于 地 球 的 运动 ,又 
要 研究 人 相对 于 船 的 运动 。 这 类 问题 的 特点 是 : 某 物 体 A( 视 为 动 点 ) 相 对 于 B 有 运动 , 物 
体 B 相对 于 物体 C 又 有 运动 ,需要 确定 物体 A 相对 于 物体 C 的 运动 。 解 决 这 类 问题 的 方 
法 有 两 种 ; 一 是 直接 建立 A 物体 相对 于 物体 C 的 运动 方程 式 , 然 后 , 求 出 物体 A 相对 于 物 
体 C 的 有 关 的 运动 量 ( 如 第 1 章 点 的 运动 学 )。 这 种 方法 的 道理 比较 简单 ,但 是 ,应 用 起 来 
有 时 比较 麻烦 。 二 是 根据 这 类 问题 的 特点 , 先 分 析 研 究 物 体 A 相对 于 物体 B 的 运动 ,物体 
B 相对 于 物体 C 的 运动 ,然后 ,运用 运动 合成 的 概念 ,把 物体 A 相对 于 物体 C 的 运动 看 成 是 
上 述 两 种 运动 的 合成 运动 。 这 种 方法 需要 建立 合成 运动 的 概念 ,但 是 , 它 往 往 能 够 把 一 个 比 
较 复 杂 的 运动 看 成 是 两 个 简单 运动 的 合成 运动 ,把 比较 复杂 的 运动 的 求解 过 程 简单 化 。 这 
种 把 复杂 运动 分 解 为 两 个 (或 多 个 ) 简 单 运动 组 合 的 方法 ,是 运动 学 中 分 析 问 题 的 一 个 重要 

研究 点 的 合成 运动 问题 ,总 要 涉及 两 个 参考 坐标 系 ,为 区 别 起 见 , 一 个 称 为 动 坐 标 系 ( 简 
称 为 动 系 ), 以 O'r'y'zx' 表示, 另 一 个 称 为 静坐 标 系 或 定 坐 标 系 (简称 为 静 系 或 定 系 ), 以 
Oxyz 表示 (一 般 固 结 在 地 面 或 机 器 支 座 上 ) 。 

为 便于 分 析 说 明 , 动 点 相对 于 静坐 标 系 的 运动 称 为 绝对 运动 ; 动 点 相对 于 动 坐 标 系 的 
运动 称 为 相对 运动 ; 动 坐标 系 相对 于 静坐 标 系 的 运动 称 为 牵连 运动 。 例 如 ,人 在 航行 中 的 
船上 走动 时 ,人 则 是 被 研究 的 动 点 ; 人 相对 于 船 的 运动 为 相对 运动 ; 船 相 对 于 地 面 的 运动 
为 牵连 运动 ; 人 相对 于 地 面 的 运动 为 绝对 运动 。 

【说 明 】 @@ 与 第 5 章 中 点 的 运动 学 不 同 , 本 章 讨 论 的 点 的 合成 运动 是 采用 运动 合成 (或 
运动 分 解 ) 的 方法 来 讨论 点 的 运动 (例如 ,速度 、 加 速度 等 ) ,也 就 是 将 复杂 的 运动 分 解 为 简单 
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运动 的 组 合 , 并 对 简单 运动 求解 后 登 加 得 到 复杂 运动 的 解 。 回 在 对 复杂 运动 问题 进行 分 析 
时 ,一 定 要 注意 这 里 的 “一 点 、 二 系 、 三 运动 ”的 选取 , 即 : 一 个 确定 的 点 ,静坐 标 系 和 动 坐标 
系 两 个 坐标 系 , 绝 对 运动 ,牵连 运动 和 相对 运动 这 三 种 运动 。 回 绝对 运动 \, 相 对 运动 都 是 点 
的 运动 ,而 牵连 运动 本 质 上 是 刚体 (将 动 系 视 为 刚体 ) 的 运动 。 

【注意 】 常常 将 动 系 固 结 在 一 个 运动 的 物体 上 ,但 动 系 并 不 完全 等 同 于 与 之 固 连 的 刚 
体 。 刚 体会 受到 其 特定 的 几何 尺寸 和 形状 的 限制 ,而 动 系 是 指 整 个 空间 ,不 仅仅 局 限 在 与 之 
固 结 的 刚体 ,而 是 随 刚体 一 起 运动 的 整个 空间 , 动 系 的 运动 就 是 指 整 个 空间 (想象 为 一 个 无 
穷 大 的 刚体 ) 随 着 所 固 结 的 刚体 一 起 的 运动 。 


6.2 速度 合成 定理 
一 > 


6.2.1 绝对 速度 .相对 速度 和 牵连 速度 


运动 是 相对 的 ,在 动 坐标 系 与 静坐 标 系 中 观察 到 的 动 点 的 速度 是 不 同 的 。 为 方便 起 见 ， 
动 点 相对 于 静坐 标 系 运 动 的 速度 称 为 动 点 的 绝对 速度 ,以 v, 表示 ; 动 点 相对 于 动 坐标 系 运 
动 的 速度 为 动 点 的 相对 速度 ,以 v, 表示 。 动 坐标 系 是 一 个 包含 与 之 固 连 的 刚体 在 内 的 运动 
空间 , 除 动 坐标 系 作 平 移 外 , 动 坐标 系 上 各 点 的 运动 状态 是 不 相同 的 。 在 任意 瞬时 ,与 动 点 
相 重 合 的 动 坐标 系 上 的 点 , 称 为 动 点 的 率 连 点 。 只 有 牵连 点 的 运动 能 够 给 动 点 的 运动 施加 
直接 的 影响 。 为 此 ,定义 某 瞬 时 ,与 动 点 相 重 合 的 
动 坐标 系 上 的 点 (牵连 点 ) 相 对 于 静坐 标 系 运动 的 
速度 称 为 动 点 的 率 连 速度 ,以 v。 表示 。 例 如 , 直 管 
OA 以 匀 角 速度 w 绕 定 轴 O 转动 ,小 球 M 以 速度 w 
在 直 管 OA 中 作 相 对 的 匀速 直线 运动 ,如 图 6. 2. 1 
所 示 。 将 动 坐标 系 Oz'y ' 固 结 在 OA 管 上 ,以 小 球 
M 为 动 点 。 随 着 动 点 M 的 运动 ,牵连 点 在 动 坐标 
系 中 的 位 置 在 相应 改变 。 设 小 球 在 4 ts 瞬时 分 别 
到 达 M1 、M; 位 置 , 则 动 点 的 牵连 速度 分 别 为 va 一 
OM *“m', 方 向 垂直 于 OMi; vw =OM, 。w, 方 向 
垂直 于 OM,。 而 在 M1、M, 位 置 时 的 相对 速度 wa 和 me ,其 大 小 均 为 ,但 方向 并 不 一 致 , 虽 
然 都 沿 直 管 方向 ,因为 直 管 OA 在 不 同 瞬 时 的 位 置 不 同 。 

【说 明 】 外 研究 点 的 合成 运动 时 ,明确 区 分 动 点 和 它 的 牵连 点 非常 重要 。 动 点 和 窑 连 
点 是 一 对 相伴 的 点 ,在 运动 的 菜 一 瞬时 ,它们 是 重合 在 一 起 的 ,但 二 者 并 不 属于 同一 个 物体 ， 
而 是 分 属 两 个 不 同 的 物体 。 回 动 点 是 对 动 系 有 相对 运动 的 点 ,而 窑 连 点 是 动 系 上 的 几何 点 ， 
在 动 系 上 观察 不 可 能 有 任何 运动 。 

【注意 】 在 本 章 中 ,牵连 点 是 个 核心 概念 ,应 注意 理解 其 本 质 含义 。 在 运动 的 不 同 皮 
时 , 动 点 与 动 坐 标 系 上 不 同 的 点 重合 ,而 这 些 点 在 不 同 瞬时 的 运动 状态 往往 不 同 , 即 窑 连 点 
是 一 个 瞬时 概念 ,一 个 确定 的 动 点 在 不 同 的 瞬时 有 不 同 的 窑 连 点 。 


图 6.2.1 小 球 在 直 管 中 的 运动 
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6.2.2 速度 合成 定理 


本 小 节 将 建立 点 的 相对 速度 .牵连 速度 和 绝对 速 
度 三 者 之 间 的 关系 。 

车 动 点 M 相对 于 一 物体 运动 ,该 物体 相对 于 更 
系 Oryz 作 任 意 平 面 运动 ,将 动 系 0O'x'y'z' 固 结 在 该 
物体 上 (图 6.2.2)。 若 分 别 以 矢 径 > 和 x" 表示 动 点 M 
的 绝对 位 置 和 相对 位 置 ,以 矢 径 ro 表示 动 系 原点 相 


对 静 系 的 位 置 , 则 有 
r=rotr’ (a) 4 
式 中 的 各 矢 径 均 为 时 间 1 的 单 值 连续 的 矢量 函数 ,其 图 6.2.2 动 点 与 动 系 
中 x 可 表示 为 
r =xi 二 yj 十 zk” (b) 
式 (b) 两 边 对 时 间 求 导数 ,有 
dd 本 Me i Be zd -dy dk 
A A a 
CR 晓 二 SW 本 , 
(i td FEK)+ Ga We Xi+y we Xj z we Xk ) 


= (E+ + ) + X (zi ty +zk’) 


= Tw Xr (c) 


了 十 时 为 动 点 的 相对 速度 o,。 


式 (a) 两 边 再 对 时 间 求 导数 ,有 
dr dro dr 
a dt dt 
由 于 该 瞬时 动 点 M 的 牵连 点 M' 的 绝对 位 移 (注意 这 里 row 为 固 结 在 动 系 上 的 矢量 ) 
rm 一 ro' + rom (3) 
将 式 (e) 两 边 对 时 间 求 导 , 并 考虑 式 (5.4. 23) 可 得 
eu 二 汉人 vo 十 w。X rowm 一 Do 十 we。 Xr (f) 
即 式 (d) 中 的 vo 十 w。Xr' 为 动 系 上 与 动 点 M 相 重合 点 M 的 绝对 速度 , 故 为 牵连 速度 w。。 因 
此 可 得 


Vo 二 (V+we Xr )=v (vo tw Xr’) (d) 


VV, 二 Ve 二 VV. C82 

式 (6. 2.1) 即 为 速度 合成 定理 , 它 表 明 : 在 任 一 瞬时 , 动 点 的 绝对 速度 等 于 其 牵连 速度 
与 相对 速度 的 矢量 和 。 

【说 明 〗 @D 在 速度 合成 定理 的 推导 中 ,对 牵连 运动 未 加 任何 限制 ,因此 速度 合成 定理 对 

任何 形式 的 牵连 运动 都 是 适用 的 。@ 回 式 (6. 2.1) 为 矢量 关系 式 ,可 以 建立 两 个 投影 方程 ,由 

于 每 一 个 矢量 有 大 小 和 指向 两 个 未 知 量 ,共计 有 6 个 未 知 量 ,所 以 需要 已 知 其 中 的 4 个 才 可 


以 求解 另外 两 个 未 知 量 。@ 轩 如 果 式 (6.2.1) 中 各 速度 矢量 的 方向 已 知 , 也 可 以 利用 和 失 量 合成 
的 方法 ,求解 拓 量 三 角形 来 确定 各 速度 的 大 小 。 

【注意 】 @D 应 用 点 的 合成 运动 的 方法 求解 点 的 速度 及 加 速度 时 ,如 何 选择 动 点 、 动 系 是 
解决 问题 的 关键 ,而 静 系 一 般 ( 非 绝对 ) 可 以 固 结 在 地 面 或 支 座 上 。 回 一般 来 讲 , 由 于 合成 运 
动 方法 上 的 要 求 , 动 点 相对 于 动 坐标 系 应 有 相对 运动 ,因而 动 点 与 动 坐标 系 不 能 选 在 同一 刚 
体 上 ,同时 应 使 动 点 相对 于 动 坐 标 系 的 相对 运动 轨迹 易于 判断 或 为 已 知 (除非 要 求 的 量 是 相 
对 速度 ) ,这样 即 可 在 不 能 确定 相对 速度 的 大 小 时 可 以 确定 相对 速度 的 方向 , 即 沿 相 对 运动 
轨迹 的 切线 方向 。 由 于 速度 的 方向 由 运动 轨迹 的 形状 确定 ,所 以 在 具体 计算 时 ,需要 认真 汰 
断 各 种 运动 轨迹 的 形状 。 

【 例 6.2.1】 刨床 的 急 回 机 构 简 图 如 图 6. 2. 3(a) 所 示 , 曲 柄 OA 的 一 端 与 滑 块 A 用 
铵 链 连 接 。 当 曲柄 OA 以 匀 角 速度 w 绕 定 轴 O 转动 时 , 滑 块 在 摇 杆 O,B 的 槽 中 滑动 ,并 
带动 播 杆 O,B 绕 固定 轴 O, 来 回 摆动 。 设 曲柄 长 OA = ,两 轴 间 距离 00,=1, 求 曲柄 在 
水 平 位 置 的 瞬时 , 摇 杆 O,B 绕 O,， 轴 摆动 的 角速度 w, 及 滑 块 A 对 于 摇 杆 O,B 的 相对 
速度 。 


(b) (c) 
图 6.2.3 例 6.2.1 图 


【 解 】 该 机 构 在 运动 过 程 中 , 滑 块 A 与 摇 杆 OB 相对 运动 , 且 A 相对 于 摇 杆 O1B 的 
直线 运动 轨迹 为 已 知 ,因而 , 选 滑 块 A 与 杆 OA 相对 贸 结 的 贸 结 点 A 为 动 点 , 动 坐 标 系 
O1z'y' 固 结 于 授 杆 O,B 上 ,静坐 标 系 固 连 在 地 面 上 ,如 图 6. 2. 3(b) 所 示 。 

在 此 情况 下 , 动 点 A 的 绝对 运动 是 半径 为 > 的 圆周 运动 。uw, 的 大 小 已 知 , 即 ws 一 rw， 
且 wv, OA ; 相对 运动 是 滑 块 沿 滑 槽 的 直线 运动 ,os 的 方向 已 知 , 沿 摇 杆 O01B; 牵连 运动 是 
摇 杆 绕 O, 轴 的 转动 ,oe 的 方向 已 知 , 即 z。| OA。 

在 式 (6. 2.1) 中 ,vw,、v:、v。 大 小 ,方向 的 6 个 量 中 ,只 有 w。、w; 的 大 小 是 未 知 的 ,因此 
可 解 。 

图 6.2.3(c) 是 A 点 的 速度 矢量 图 ,建立 图 示 A&y 坐标 轴 , 并 将 速度 合成 定理 的 矢量 关 
系 式 分 别 向 E .7 轴 上 投影 ,得 

vasing 一 De 十 0， vacosp 一 0 十 wr 


其 中 
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OA 六 OO， l 
sing ， cosp vs 一 7 四 
i OA VE 十 天 
将 它们 代入 上 式 , 得 


PF ET 
又 因为 v. 二 O01A wi 二 VL 十 r*，wi;,; 因 此 , 摇 杆 在 此 瞬时 的 角速度 为 


及 
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wi 二 | 
性 十 天 


【比较 】 试用 点 的 运动 学 的 方法 分 别 建立 运动 方程 求解 ,并 比较 其 结果 。 回 如 果 已 
知 摆 杆 的 运动 ,如 何 确定 计算 圆 盘 的 运动 ? 

【 例 6.2.2】 图 6.2.4 中 ,偏心 圆 凸 轮 的 偏心 距 OC 二 e ,半径 +=V3e, 设 凸轮 以 匀 角 速 
度 w 绕 轴 O 转动 , 试 求 OC 与 CA 垂直 的 瞬时 , 杆 AB 的 速度 。 


(a) (b) (ce) 


图 6.2.4 例 6.2.2 图 


【 解 】 解法 一 ”凸轮 为 定 轴 转 动 ,AB 杆 为 直线 平移 ,只 要 求 出 A 点 的 速度 就 可 以 知 
道 AB 杆 各 点 的 速度 。 由 于 AB 杆 的 A 点 始终 与 凸轮 接触 ,因此 , 它 相 对 于 凸轮 的 相对 运 
动 轨迹 为 已 知 的 圆 。 选 A 为 动 点 , 动 坐标 系 Oz“y ' 固 结 在 凸轮 上 ,静坐 标 系 固 结 于 地 面 上 ， 
则 A 点 的 绝对 运动 是 直线 运动 ,v, 沿 AB 方向 ; 相对 运动 是 以 C 为 圆心 的 圆周 运动 ,vw, 为 
该 圆 在 A 点 的 切线 方向 ; 牵连 运动 是 动 坐标 系 绕 O 轴 的 定 轴 转动 ,v。 沿 OA 的 垂直 方向 ， 
指向 沿 wo 的 转动 方向 ,如 图 6. 2.4(a) 所 示 。 

由 已 知 条 件 ,v。 一 OA， w 二 2ew ,在 速度 合成 定理 式 (6. 2. 1) 中 ,me 的 大 小 .方向 和 us、u 
的 方向 已 知 ,因而 可 求 出 v,、v, 的 大 小 。 

在 图 6. 2. 4(a) 的 速度 矢量 图 中 ,由 其 速度 的 三 角形 关系 ,得 

tang 一 2 一 二 ， sing OE es 
AC ve. OA vr 


a 2 4 
其 中 ,OC==e,AC==r 二 V3e ,于 是 : v, 二 二 ew( 咎 ),v, 二 一 ew( 了 7)。 
V3 V3 


即 AB 杆 在 此 瞬时 的 速度 ,方向 向 上 。 


----------------------------------- 第 6 章 ， 点 的 合成 运动 


解法 二 ” 若 选 择 动 系 固 结 在 AB 杆 上 ,以 C 点 为 动 点 ,静坐 标 系 固 结 于 地 面 上 , 则 
C 点 的 绝对 运动 是 圆周 运动 ,v, 沿 OC 方向 ; 又 由 于 此 时 动 点 C 到 动 系 上 一 点 A 的 距离 始 
终 为 轮子 的 半径 7 , 故 在 动 系 中 观察 动 点 C 的 相对 运动 是 以 A 为 圆心 的 圆周 (或 圆 弧 ) 运 动 ， 
如 图 6.2.4(b) 所 示 , 故 vw, 为 该 圆周 在 C 点 的 切线 方向 ; 牵连 运动 是 动 坐标 系 随 杆 AB 的 上 
下 平行 移动 ,v。 沿 铬 垂 方向 ,如 图 6. 2. 4(c) 所 示 。 

在 图 6. 2. 4(c) 的 速度 矢量 图 中 ,由 其 速度 的 三 角形 关系 ,得 


Ws 也 


cosp 一 一 ， tang 一 一 
好 


| 
和 


其 中 ,v, 二 ew ,p= 二 30", 于 是 有 v。 = 个 ) ,u。 一 亏 wc)。 


这 时 的 牵连 速度 就 是 AB 杆 在 此 瞬时 的 速度 ,答案 与 解法 一 一 致 。 

【说 明 】 由 上 述 分 析 可 以 看 到 ,四 一 个 问题 根据 具体 情况 ,可 以 有 多 种 不 同 的 动 点 \ 动 
系 的 选取 方法 ,只 要 选取 合理 ,分 析 正 确 , 均 可 得 出 正确 的 结论 。 例 如 两 种 不 同 的 解法 得 出 
的 AB 杆 在 此 时 的 速度 是 相同 的 (也 是 必须 的 ) ,但 过 程 中 的 两 个 相对 速度 的 大 小 并 不 相同 ， 
这 是 因为 这 两 个 相对 速度 的 概念 不 同 。 加 本题 也 可 以 利用 点 的 运动 学 的 方法 计算 ,但 用 点 
的 合成 运动 的 方法 计算 更 简捷 。@@ 点 的 运动 学 方法 是 先 建立 一 般 的 位 移 方程 ,然后 求 一 阶 
导数 (速度 问题 ) 或 二 阶 导 数 ( 加 速度 问题 ) ,得 到 速度 或 加 速度 的 一 般 表 达 式 ,然后 代入 确定 
的 时 间 ( 或 位 置 ) 来 计算 动 点 的 速度 和 加 速度 ,所 以 需要 较 多 的 数学 运算 (但 可 以 获得 运动 的 
一 般 规律 ) 。 图 实际 问题 中 ,如 果 只 需要 计算 几 个 特殊 位 置 的 运动 量 ,应 用 点 的 合成 运动 的 
方法 可 能 会 更 简洁 ,虽然 需要 考虑 较 多 的 力学 量 。 

【评注 】 为 了 进行 运动 分 解 ,必须 恰当 地 选 好 动 点 和 动 系 。 本 题解 法 一 中 ,选择 AB 杆 
的 A 点 为 动 点 , 动 系 与 凸轮 固 结 ,因此 ,三 种 运动 特别 是 相对 运动 轨迹 十 分 明显 、 简 单 且 为 
已 知 的 圆 ,使 问题 得 以 顺利 解决 。 本 题解 法 二 中 ,选择 以 轮子 的 中 心 C 点 为 动 点 , 动 坐标 系 
与 AB 杆 固 结 , 动 坐标 系 作 平 动 ,而 由 于 此 时 C 点 到 AB 杆 的 A 点 距离 为 常数 , 故 相 对 运动 
轨迹 也 是 容易 判断 ( 绕 A 点 的 圆 ) ,而 其 他 运动 比较 明显 ,问题 也 可 顺利 解决 。 若 选 凸 轮 上 
的 点 (例如 与 A 重合 之 上 点) 为 动 点 ,而 动 坐 标 系 应 与 AB 杆 固 结 ,这 样 ,相对 运动 轨迹 不 仅 难 
以 确定 (可 以 列 方程 求 出 相对 运动 轨迹 ,其 在 A 点 处 的 切线 应 与 AC 垂直 ,读者 可 以 自己 证 
明 ) ,而 且 其 曲率 半径 未 知 , 这 将 导致 求解 (特别 是 求 加 速度 ) 的 复杂 性 。 需 要 注意 的 是 ,由 于 
选择 的 动 点 是 该 特定 时 刻 的 凸轮 上 的 Ai 点 (刚好 与 杆 AB 上 的 A 点 重合 ) ,显然 该 动 点 下 
一 时 刻 就 不 再 与 杆 AB 上 的 A 点 重合 ,所 以 不 能 认为 其 相对 运动 轨迹 为 凸轮 的 边缘 图 形 ， 
需要 求解 方 可 确定 。 

【 例 6.2.3】 如 图 6.2.5(a) 所 示 ,偏心 圆 盘 凸 轮 半 径 为 ~, 偏心 矩 为 e ,以 匀 角 速度 w 绕 
O 轴 转 动 ,推动 平底 顶 杆 沿 铅 垂 导轨 滑动 。 求 在 图 示 位 置 0 时 平底 顶 杆 的 速度 。 

【 解 】 以 偏心 轮 轮 心 C 点 为 动 点 ; 动 系 固 结 在 平底 项 杆 上 , 静 系 固 结 在 地 面 或 支 座 上 ， 
则 动 点 的 绝对 运动 为 以 O 为 圆心 ,OC 为 半径 的 圆周 运动 , 故 绝对 速度 方向 垂直 于 AC ,大 
小 为 ws 一 ew; 由 于 在 运动 过 程 中 , 轮 心 C 点 到 平底 间 的 距离 始终 不 变 , 故 为 沿 水 平方 向 的 
直线 运动 , 故 相 对 速度 方向 沿 水 平方 向 ,大 小 未 知 ; 牵连 运动 为 沿 铅 垂 方向 的 平 动 , 故 牵连 
点 的 绝对 运动 为 沿 铅 垂 方向 的 直线 运动 , 故 牵连 速度 方向 沿 铅 垂 方向 ,大 小 就 是 所 要 求 的 平 


/ed 


NA 


图 6.2.5 例 6.2.3 图 


底 项 杆 在 此 时 的 速度 。 作 速度 平行 四 边 形 如 图 6. 2. 5C(b) 所 示 , 根 据 速度 合成 定理 v, 二 vw, 十 
v9,,， 形 成 速度 的 平行 四 边 形 。 

由 速度 平行 四 边 形 的 几何 关系 ,可 求 出 图 示 位 置 牵连 速度 和 相对 速度 分 别 为 

ve = VcOs0 一 ewcosO 
即 在 图 示 0 位置 时 平底 项 杆 的 速度 大 小 为 ewcos0。 
【思考 】 取 该 瞬时 凸轮 上 与 顶 杆 “ 接 触 点 ”为 动 点 是 否 可 行 ? 请 思考 并 与 上 面 的 结果 进 
行 比较 。 
由 上 面 几 个 例题 可 总 结 出 求解 点 的 合成 运动 的 速度 问题 的 步骤 如 下 。 
(1) 选取 动 点 、\ 动 系 和 静 系 。 
(2) 分 析 点 的 3 种 运动 和 3 种 速度 。 
3) 应 用 速度 合成 定理 ,作出 速度 平行 四 边 形 。 
(4) 根据 速度 平行 四 边 形 中 的 几何 关系 求解 未 知 速度 参数 。 

【注意 】 @D 动 点 、 动 系 选取 的 基本 原则 是 : 动 点 应 是 唯一 确定 的 点 , 动 点 相对 于 动 系 一 
般 应 有 相对 运动 , 且 相 对 运动 轨迹 比较 明确 (或 至 少 能 确定 此 处 相对 运动 轨迹 的 切线 ) ,以便 
确定 相对 速度 的 方向 。 回 每 种 速度 都 有 大 小 和 方向 两 个 要 素 , 共 计 6 个 要 素 , 只 有 已 知 其 中 
的 4 个 要 素 时 才能 求 出 另外 两 个 。 图 作 图 时 应 确保 绝对 速度 为 速度 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 
位 于 相对 速度 和 上 牵连 速度 之 间 。 

【 例 6.2.4】 滑 块 M 可 同时 在 槽 AB 和 CD 中 滑动 ,在 图 6. 2. 6(a) 所 示 瞬 时 , 槽 AB、 
CD 的 速度 分 别 为 vi 二 0.8 m/s.vs 二 0.6 m/s。 求 该 瞬时 滑 块 M 的 速度 。 
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图 6.2.6 例 6.2.4 图 例 6.2.4 的 解答 


6.3 ”加 速度 合成 定理 


6.3.1 牵连 运动 为 定 轴 转 动 时 的 加 速度 合成 定理 

设 动 系 以 角速度 w。 和 和 角 加 速度 a。 相对 静 系 作 定 轴 转 动 。 
不 失 一 般 性 ,将 定 轴 取 为 静 系 的 x 轴 , 动 系 坐 标 原点 O' 也 在 < 
轴 上 ,如 图 6. 3. 1 所 示 。 设 动 点 M 沿 相 对 轨迹 AB 运动 ,相对 
矢 径 x'、 相 对 速度 v :和 相对 加 速度 a 分 别 为 : r' 二 x 十 y'j "十 
ZK ,v= 区 十 yy 十 a 一 认 十 3 十 二。 

动 点 M 的 牵连 速度 和 牵连 加 速度 分 别 等 于 动 系 上 在 该 瞬 
时 与 动 点 M 相 重 合 的 点 M“ 对 于 定 系 的 速度 和 加 速度 , 故 由 
式 (5.4.18) 、 式 (5.4.19) 可 得 


VV = XT (a) 图 6.3.1 动 点 与 作 定 轴 
de =am =ae Xr+wXv. (b) 转动 的 动 系 
将 式 (6. 2.1) 两 端 对 时 间 1 求 导 可 得 动 点 M 的 加 速度 为 
do。 do。 dv, 
mi Se 
式 (a) 两 边 对 时 间 求 导 , 并 考虑 式 (b) 则 有 
Ws ltd aj Xe Qe Xr 十 oo. X (Ve v.) 
dt dt "a 和 3 
du。 
三 Qe Xriow. XV Hw Xm, 一 Q。 十 ww。 XU, (d) 
又 因为 
人 一生 人 ED = 4 Ek) 名 Hy 人 
一 Qi 十 (之 '@w。 Xi ty we Xj 2 ww Xk’) 
=aiTwe X (2 ty +2k’) 
故 有 
dv 
=ad: 二 We XU, 
将 以 上 推导 结果 代入 式 (c) ,并 令 
ac 一 2mw。 Xv, (6.3.1) 


ac 称 为 科 氏 加 速度 ,是 法 国人 科 里 奥 利 (G. G. Coriolis,1792 一 1843) 于 1835 年 提出 的 ,于 
是 动 点 M 的 加 速度 为 
Qu 一 0。 十 :十 ac (6. 3. 20 
式 (6. 3.2) 表 示 , 当 牵连 运动 为 定 轴 转动 时 , 动 点 的 绝对 加 速度 等 于 其 牵连 加 速度 、 相 对 

加 速度 、 科 氏 加 速度 的 矢量 和 。 这 就 是 加 速度 合成 定理 。 
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理论 力 


由 


可 以 证 明 : 当 牵连 运动 为 平面 一 般 运动 时 , 式 (6. 3. 2) 表 示 的 加 速度 合成 定理 一 样 
成 立 。 

【注意 】 由 式 (6. 3.1) 可知, 若 w。 二 0( 动 系 作 平 动 ),v, 二 0, 或 者 we//Vv;, 则 ac 二 0。 
回 式 (6. 3.2) 中 的 assassa, 所 包含 的 加 速度 分 量 与 对 应 点 的 运动 轨迹 形状 有 关 , 若 为 曲线 ， 
则 一 般 应 有 两 个 分 量 , 其 切 向 加 速度 沿 对 应 点 的 运动 轨迹 的 切线 方向 ,而 法 向 加 速度 沿 对 应 
点 的 运动 轨迹 的 主 法 线 方 向 ; 若 运动 轨迹 为 直线 , 则 对 应 的 加 速度 只 有 一 个 分 量 。@ 若 动 
点 的 绝对 运动 轨迹 和 相对 运动 轨迹 以 及 窑 连 点 的 绝对 运动 轨迹 均 为 曲线 , 则 各 法 向 加 速度 
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的 大 小 均 与 对 应 的 过 度 有 关 , 方 向 沿 对 应 由 线 的 主 法 线 方向 。 4s 一 a? 一 ra? 一 0 其 
中 ,ps py 分 别 为 动 点 的 绝对 运动 轨迹 和 相对 运动 轨迹 在 该 点 处 的 曲率 半径 ; p。 为 动 参考 系 
上 与 动 点 相 重合 的 那 一 点 的 绝对 轨迹 在 重合 位 置 的 曲率 半径 。 四 在 加 速度 问题 的 计算 中 ， 
一 般 都 需要 先 计算 速度 问题 ,以 便 确定 作曲 线 运动 时 的 法 向 加 速度 及 科 氏 加 速度 。 回 在 加 
速度 问题 的 计算 中 , 动 点 、 动 系 和 静 系 不 再 重新 选取 ,必须 与 速度 计算 中 的 一 致 ,否则 可 能 得 
出 错误 的 结论 。 


6.3.2 牵连 运动 为 平行 移动 时 的 加 速度 合成 定理 
当 动 系 为 平行 移动 时 ,可 以 认为 w. 二 0,a. 二 0, 则 由 式 (6. 3.2) 可 知 此 时 加 速度 合成 定理 
中 的 科 氏 加 速度 : ac 一 0, 故 有 牵连 运动 为 平行 移动 时 的 加 速度 合成 定理 为 
a, =@, + a; 《信和 


这 是 式 (6. 3. 2) 的 一 种 特殊 情况 。 读 者 也 可 根据 平行 移动 时 的 运动 特性 推导 上 述 结论 。 


6.3.3 科 氏 加 速度 的 计算 


下 面 来 讨论 科 氏 加 速度 的 计算 。 设 w. 与 v, 间 的 夹 角 为 0, 则 由 又 积 的 定义 可 知 , 科 氏 

加 速度 的 大 小 为 
ac 一 2w.v,sin0 (6. 3.4) 

科 氏 加 速度 的 方向 垂直 于 w。 与 v, 所 决定 的 平面 ， 
至 于 它 的 指向 可 按 右手 法 则 决定 (图 6. 3. 2) 。 特 
殊 情 况 下 , 当 w。 与 v, 平行 时 ( 夹 角 0 二 0° 或 180")， 
= 0 

对 于 工程 中 常见 的 平面 机 构 ,w。 是 与 v, 垂直 
的 , 且 垂 直 于 机 构 所 在 平面 ,此 时 ac 二 2wev,, 将 vo， 
按 w。 的 转向 转 过 90° 就 是 ac 的 指向 。 

在 自然 现象 中 科 氏 加 速度 也 有 表现 。 地 球 绕 地 图 6.3.2 科 氏 加 速度 的 方向 
轴 转 动 , 当 地球 上 物体 相对 于 地 球 运动 时 ,就 形成 了 
牵连 运动 为 转动 的 合成 运动 。 地 球 自 转角 速度 很 小 ,一般 情 况 下 其 自转 的 影响 可 略 去 不 计 ; 
但 是 在 长 时 间 、 大 范围 运动 时 , 却 必须 给 予 考虑 。 例 如 ,在 北半球 ,河水 向 北 流动 时 ,河水 的 
科 氏 加 速度 ac 向 西 , 即 指向 左 侧 , 如 图 6. 3. 3 所 示 。 由 动力 学 可 知 , 有 向 左 的 加 速度 ,河水 


必 受 到 来 自 右岸 向 左 的 作用 力 。 根 据 作 用 与 反作用 定律 , 河 
水 必 对 右岸 有 反作用 力 。 因 此 ,北半球 的 江河 ,其 右岸 都 受 有 
较 明显 的 冲刷 。 这 是 地 理学 中 的 一 项 规律 。 
【思考 1】 在 北半球 ,火车 由 南 向 北 行驶 时 , 科 氏 加 速度 
ac 的 方向 如 何 ? 哪 一 侧 铁轨 磨损 严重 ? 
【思考 2】 在 放水 池 中 的 水 时 ,观察 水 流 会 不 会 旋转 ? 旋 
转 的 方向 如 何 ? 为 什么 ? 
【 例 6.3.1】 对 于 例 6. 2. 2 所 示 的 系统 ,其 他 条 件 不 变 ， 
试 求 OC 与 CA 垂直 的 瞬时 , 杆 AB 的 加 速度 。 图 6.3.3 动 点 由 于 地 球 自转 
【 解 】 分 别 按照 例 6.2.2 中 的 解法 给 出 两 种 不 同 的 解法 。 和 的 税 民 加 各 度 
解法 一 ”选择 例 6. 2. 2 中 解法 一 中 的 动 点 和 动 系 ,速度 
分 析 已 经 完成 ,各 速度 的 方向 如 图 6. 3. 4(a) 中 所 示 , 则 动 点 A 的 加 速度 分 析 如 图 6. 3. 4(b) 
所 示 。 由 于 动 系 作 定 轴 转动 ,v, 冯 0, 故 存在 科 氏 加 速度 , 科 氏 加 速度 ac 的 方向 由 相对 速度 
按 的 转向 旋转 90° 确 定 ,大 小 为 : ac 二 2wv, 二 2w， ew 二 cw?; 由 于 相对 运动 为 圆周 运 
V3 V3 
动 ,其 相对 加 速度 a, 一 般 有 两 个 分 量 as 和 ,其 中 at 的 方向 沿 相对 运动 轨迹 的 切线 方向 ,其 
指向 假定 如 图 6. 3. 4(b) 所 示 ( 假 定 的 指向 ,其 箭头 以 圆圈 标注 ) ,大 小 未 知 ,a? 的 指向 由 A 一 C， 
大 小 为 四 一 至 一 16.sus 一 .16 oz。 由 于 牵连 点 的 运动 为 圆周 运动 ,其 奉 连 加 速度 a。 一 般 
p 3r 3V3 
有 两 个 分 量 ae" 和 a: ,但 由 于 是 匀速 圆周 运动 ,a! 二 0,a? 的 指向 由 A 一 0, 大 小 为 a 二 OA。 
w? 二 2ew? 。 假 定 动 点 A 的 绝对 加 速度 向 上 ,如 图 6. 3.4(b) 所 示 。 由 加 速度 合成 定理 可 知 
a,.=4ae 二 a.+ac=a:+a:+aiitac 
将 上 式 中 的 各 个 加 速度 (如 图 6. 3. 4(b) 所 示 ) 在 & 轴 上 投影 ,可 得 


Qus。cosyp =—ae* cosp—a’r:tac 


16 8 
Qe。cosy —ar+ ao) = 过 ( V3ew’ ew? + co) 
a 3V3 


( 
COSOP 


(a) (b) (Ce) Cd) 
图 6.3.4 例 6.3.1 图 


as 为 负 值 ,说 明 a, 的 指向 与 图 6. 3. 4(b) 所 假设 的 指向 相反 。 即 在 此 瞬时 ,a。 的 实际 
方向 铅 垂 向 下 。 

解法 二 ”选择 例 6. 2. 2 中 解法 二 中 的 动 点 和 动 系 ,速度 分 析 已 经 完成 ,各 速度 的 方向 如 
图 6. 3.4(o) 中 所 示 , 则 动 点 C 的 加 速度 分 析 如 图 6. 3. 4(d) 所 示 。 由 于 动 系 平 动 , 故 科 氏 加 
速度 we 一 0; 由 于 相对 运动 为 圆周 运动 ,其 相对 加 速度 a, 一般 有 两 个 分 量 a? 和 at, 其 中 at 
的 方向 沿 相对 运动 轨迹 的 切线 方向 ,其 指向 假定 如 图 6. 3. 4(d) 所 示 ,大 小 未 知 ,a? 的 指向 由 
CA ,大 小 为 由 一 于 二 Lezuz 一 -swz。 由 于 牵连 点 的 运动 为 直线 运动 ,其 牵连 加 速度 
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a 沿 锅 垂 方向 ,大 小 即 为 所 求 的 杆 AB 的 加 速度 ,也 假定 其 指向 向 上 ,如 图 6. 3. 4(d) 所 示 。 
由 加 速度 合成 定理 可 知 


as 一 4 一 4。 十 4 一 4. 十 ar 十 ar 
将 上 式 中 的 各 个 加 速度 (如 图 6. 3. 4(d) 所 示 ) 在 7 了 轴 上 投影 ,可 得 
0 一 as。cosp 十 ar 

三 i 
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a。 为 负 值 ,说 明 ae。 的 指向 与 图 6. 3.4(d) 所 假设 的 指向 相反 。 即 在 此 瞬时 , 杆 AB 的 加 
速度 的 实际 方向 铅 垂 向 下 。 结 论 与 解法 一 一 致 。 

【 比 一 比 〗】 上 述 两 种 解 题 方法 , 哪 一 种 简单 ? 

【 例 6.3.2】 滑 块 M 与 杆 O,A 匀 结 ,并 可 沿 杆 O,B 滑动 (图 6. 3. 5(a))。O10, 的 水 
平 间 距 /二 0.5 m。 在 图 示 pg 二 60" 瞬 时 , 杆 OA 的 角速度 wi 二 2 rad/s, 角 加 速度 a 二 1 rad/s*， 
转向 如 图 。 试 求 此 瞬时 杆 OB 的 角 加 速度 a。 和 滑 块 M 相对 杆 O。B 的 加 速度 。 


i 


(b) (ec) 


图 6.3.5 例 6.3.2 图 


【 解 】 取 滑 块 与 杆 O1A 贸 结 的 匀 结 点 M 为 动 点 , 则 动 点 的 绝对 运动 为 圆周 运动 ; 动 
系 固 结 在 杆 OB , 作 定 轴 转 动 , 即 牵连 运动 为 定 轴 转 动 , 故 牵连 点 的 运动 为 圆周 运动 ; 相对 
运动 为 动 点 沿 杆 OB 的 直线 运动 。 由 于 涉及 曲线 运动 时 的 法 向 加 速度 和 科 氏 加 速度 , 故 需 
要 首先 计算 速度 。 

画 出 速度 矢量 图 (图 6. 3. 5(b)) ,由 速度 的 几何 关系 知 


we — Vposgp (a) 


l 
其 中 Va WIToM™ Wl —O—2lwo ;代入 上 式 得 


cosg 


vr: =Vac0s60° =l0ys ve=vssing V3 lw 

ve We V3 lw 

故 有 : ws rosm ltang ltan60” 

再 对 加 速度 进行 分 析 , 画 出 加 速度 合成 矢量 图 (图 6. 3. 5(c)) ,根据 前 面 的 运动 分 析 , 可 
列 写 出 矢量 方程 为 


wi(O), 


4 十 0 一 0 十 Ce 十 @, 十 ac (b) 
式 中 的 已 知 量 为 
l 


于 x a Es 
ds =wIroM 一 ww1 =2lwi, as—=airom =2lal 


Fg wiro,M ltang » wi V3lw?, ac=2w2v, =2lw? 
为 求 as 和 a,, 将 矢量 关系 式 (b) 分 别 投影 到 x 轴 和 y 轴 , 可 列 写 出 
ascosp — assing 一 一 4 十 ac 


assing — ascosg i 


由 此 可 得 


QQ ascosp 十 assinp 十 ac 2lw?cosg + 2laising + 2lw? 一/w; + V3 la 


一 0.5mX(2rad/s)2 十 V3 X0.5mX1rad/s: =2.87 m/s’ 


ar 一 atsinp 十 atcosp —a? =2/lw?sing 十 2laicosp — V3lw? 
一 2X0.5X22 m/s: X sin60°+2X0.5X1m/s: Xecos60" 一 V3 XO0.5X2: m/s’ 
一 0.5 m/s’ 
因此 , 杆 0,B 的 角 加 速度 大 小 为 
a 2.87 m/s _ S31 rad/s:(U) 
rosM 0.5 m X tan60 

【比较 】 本 题 可 否 用 第 5 章 点 的 运动 学 中 的 方法 求解 ? 请 比较 计算 结果 是 否 与 上 述 结 
果 一 致 ? 哪 种 方法 更 有 效 ? 

【思考 】 如 果 滑 块 M 套 在 杆 O1A 上 ,并 与 OsB 在 图 示 位 置 匀 结 ,如 何 求 解 ? 

【说 明 】 @ 在 加 速度 问题 的 计算 中 ,一般 都 需要 先 计算 速度 问题 ,以 便 确 定 作 曲线 运动 
时 的 法 向 加 速度 及 科 氏 加 速度 。 回 在 加 速度 问题 的 计算 中 , 动 点 \ 动 系 和 静 系 不 再 重新 选 
取 , 必 须 与 速度 计算 中 的 一 致 ,否则 可 能 得 出 错误 的 结论 。 图 加 速度 分 析 中 ,如 果 各 加 速度 
在 同一 平面 内 ,所 假定 的 加 速度 指向 (对 应 的 矢量 在 图 中 在 箭头 处 以 加 圆圈 表示 ) 的 数目 不 
能 超过 2, 和 否则 也 可 能 得 出 错误 的 结论 。@ 田 由 于 加 速度 分 析 中 变量 较 多 ,一 般 不 再 像 速 度 合 
成 定理 那样 形成 速度 合成 的 平行 四 边 形 ,而 是 按照 加 速度 合成 定理 ,将 等 式 两 边 在 一 个 指定 
轴线 上 投影 , 列 投影 方程 进行 计算 。 

【注意 】 加 速度 计算 中 所 列 的 投影 方程 必须 是 加 速度 合成 定理 左边 的 绝对 加 速度 在 投 
影 轴 上 的 投影 等 于 右边 各 加 速度 在 该 投影 轴 上 投影 的 代数 和 ,而 不 是 所 有 加 速度 在 投影 轴 
上 的 投影 的 代数 和 等 于 零 。 

【 例 6.3.3】 图 6. 3.6 所 示 凸 轮 半 径 为 ~, 在 图 示 瞬 时 ,O、C 在 一 条 铝 垂 线 上 ,90、v 、a 


(b) 
图 6.3.6 例 6.3.3 图 


相 接 触 的 两 个 物体 的 接触 点 位 置 都 随时 间 而 变化 ,因此 两 物体 的 接触 点 都 不 宜 
选 为 动 点 ,否则 相对 运动 的 分 析 就 会 比较 困难 。 取 凸轮 上 C 点 为 动 点 , 动 系 固 结 于 OA 杆 ， 
静 系 固 结 于 基 座 


【 解 】 


绝对 运动 : C 点 水 平 向 的 直线 运动 。 


牵连 运动 : 动 系 绕 O 点 作 定 轴 转 动 。 


相对 运动 : 由 于 C 点 相对 OA 杆 的 垂直 距离 始终 保持 为 尺 , 故 作 直线 运动 。 
根据 v 二 v。 十 v,, 作 速度 矢量 图 6. 3. 6(b) 。 


Vr:=0, Ve=vc=v 


EE 区 
i Rsin0O) 
根据 a 二 a。 十 a 十 ac, 作 加 速度 矢量 图 6. 3. 6(c)。 

几 入 “ 攻 2 

三 (Esin) sing 六 sin0， ac 一 2wv, 王 0 
向 & 轴 投 影 ,a sin0= 二 a?sin0 十 atcos0 


a! =a — atang 
a a—v:sin0/R a 也 2 志 浊 
“去 Ri RM 
a 二 0, 则 逆 时 针 转 向 ; a 过 0, 则 顺 时 针 转 向 。 


【 例 6.3.4】 图 6. 3.7 所 示 机 构 , 销 子 M 的 运动 受 两 个 丁字 形 模 杆 A 和 B 运动 的 控 
制 。 在 图 示 瞬 时 , 模 杆 A 各 点 的 速度 va 一 0.3 m/s, 加 速度 a4 一 3 m/s*; 槽 杆 B 各 点 的 速 
度 vs 一 0.5 m/s, 加 速度 as 一 2 m/s ,方向 如 图 所 示 。 试 求 销 子 M 的 轨迹 在 图 示 位 置 的 曲 
率 半径 p 的 大 小 。 


图 6.3.7 例 6.3.4 图 


思 
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6-1 选择 题 ( 请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1. 研究 点 的 合成 运动 可 归结 为 确定 一 个 动 点 ,选择 两 个 参考 系 ( 静 系 和 动 系 ) 和 分 析 三 
种 运动 (绝对 .相对 和 牵连 运动 ) ,运用 点 的 速度 合成 定理 求 点 的 速度 。 在 分 析 速 度 时 ,首先 
应 注意 到 ,绝对 速度 是 ( ) 的 速度 .相对 速度 是 ( ) 的 速度 .牵连 速度 是 ( ) 的 速度 。 
A. 动 点 相对 于 静 系 
B. 动 点 相对 于 动 系 
C. 动 参考 系 相对 于 静 系 
D. 动 系 上 任 一 点 相对 于 静 系 
E. 动 系 坐标 原点 相对 于 静 系 
F. 动 系 上 与 动 点 重合 的 那个 点 相对 于 静 系 
2. 在 推导 动 点 的 速度 合成 定理 时 ,并 没有 限制 动 参考 系 作 什么 样 的 运动 ,也 就 是 说 动 
参考 系 可 以 是 任何 一 种 运动 。 若 在 不 同 的 瞬时 , 动 点 的 牵连 速度 大 小 、 方 向 都 相同 , 则 说 明 
动 参考 系 作 的 是 ( Ns 
A. 平 动 B. 匀速 直线 平 动  C. 转动 D. 匀速 转动 
3. 关于 点 的 合成 运动 中 速度 合成 定理 的 速度 四 边 形 的 下 列 命题 中 ,正确 的 是 ( Ds 
A. 绝对 速度 为 牵连 速度 和 相对 速度 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 
B. 牵连 速度 为 绝对 速度 和 相对 速度 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 
C. 相对 速度 为 牵连 速度 和 绝对 速度 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 
D. 相对 速度 ,牵连 速度 和 绝对 速度 在 任意 轴 上 投影 的 代数 和 等 于 零 
4. 关于 点 的 合成 运动 中 的 基本 概念 .下列 命题 正确 的 是 ( 岂 
A. 牵连 运动 是 指 动 点 相对 动 参考 系 的 运动 
B. 相对 运动 是 指 动 参考 系 相 对 于 定 参考 系 的 运动 
C. 牵连 速度 和 牵连 加 速度 是 指 动 参考 系 对 定 参考 系 的 速度 和 加 速度 
D. 牵连 速度 和 牵连 加 速度 是 该 瞬时 动 系 上 与 动 点 重合 的 点 的 速度 和 加 速度 
5. 两 曲柄 - 摇 杆 机 构 分 别 如 图 (a)、Cb) 所 示 。 vw 
取 套 简 A 为 动 点 , 则 下 列 关 于 图 (a)、(b) 所 示 动 点 
A 的 速度 平行 四 边 形 的 描述 中 ,正确 的 是 ( Vis 
A. 图 (a)、(b) 都 正确 
B. 图 (a) 正 确 ,图 (b) 不 正确 
C. 图 (a) 不 正确 ,图 (b) 正 确 
D. 图 (a)、(b) 都 不 正确 
6. 图 示 机 构 中 , 圆 盘 以 匀 角 速度 w 绕 轴 O 逆 
时 针 转 动 。 取 AB 杆 上 的 A 点 为 动 点 , 动 系 选 为 
与 圆 盘 固 连 , 则 以 下 四 图 中 的 动 点 速度 平行 四 边 选择 题 5 图 
形 ,正确 的 是 ( Bs 


(b) 


选择 题 6 图 


7. 在 图 示 机 构 中 ,已 知 s 二 a 十 bsinwt, 且 gq 二 wt (其 中 a bw 均 为 常数 ) , 杆 长 为 工 , 若 
取 小 球 A 为 动 点 , 动 系 固 连 于 物 块 B, 定 系 固 连 于 地 面 , 则 小 球 A 的 牵连 速度 w。 的 大 小 为 
( ); 相对 速度 w, 的 大 小 为 ( )'s 


A. Lo B. bwcoswt + Lowcoswt 


C. bwcoswl D. bwcoswt + Lo 
d d 
8. 关于 式 a. 一 人 和 4a, 一 守成 立 的 条 件 ,下 列 命题 正确 的 是 (。)。 


A. 只 有 当 牵 连 运动 为 平移 时 成 立 
B. 只 有 当 牵 连 运动 为 转动 时 成 立 
C. 无 论 牵 连 运 动 为 平移 或 转动 时 都 成 立 
D. 无 论 牵 连 运 动 为 平移 或 转动 时 都 不 成 立 
9. 如 图 所 示 ,直角 曲 杆 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 , 套 在 其 上 的 小 环 M 沿 固定 直 杆 滑动 。 
取 M 为 动 点 ,直角 曲 杆 为 动 系 , 则 点 M 的 牵连 速度 和 科 氏 加 速度 的 方向 分 别 为 ( 法 
A; v.LCD,ac LCD B. v. LOM,ac CD 
C. v. LOM ,ac LOM D. v.LCD ;ac LOM 
10. 平行 四 边 形 机 构 如 图 。 曲 柄 OA 以 匀 角 速度 w 绕 轴 O, 转动 。 动 点 M 沿 AB 杆 
运动 的 相对 速度 为 vo,。 若 将 动 坐 标 系 固 连 于 AB 杆 , 则 动 点 的 科 氏 加 速度 的 大 小 为 ( a 
A. wu, B. 2wv, G. 0 D. 4wv., 


选择 题 7 图 选择 题 9 图 选择 题 10 图 


6-2 判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 人 括号 内 ,认为 正确 的 打 ”/ ”, 错 误 的 打头 ”) 


1. 静 系 一 定 是 相对 地 面 不 动 的 坐标 系 , 动 系 是 相对 地 面 运动 的 坐标 系 。 ( ) 
2. 绝对 运动 和 相对 运动 是 点 的 运动 ,而 牵连 运动 是 刚体 的 运动 。 ( b 
3. 对 于 一 个 确定 的 点 的 合成 运动 问题 , 动 点 和 动 系 的 选取 是 唯一 的 。 ( ) 
4. 率 连 点 一 般 是 随 着 动 点 的 运动 而 不 断 改 变 ,所 以 动 点 在 不 同 瞬时 有 不 同 的 牵连 点 。 


( ) 


5. 点 的 速度 (或 加 速度 ) 合 成 定理 是 动 点 在 某 瞬 时 的 速度 (或 加 速度 ) 之 间 的 关系 。 
( ) 
6. 动 点 的 绝对 速度 .相对 速度 和 牵连 速度 对 时 间 的 导数 分 布 等 于 动 点 的 绝对 加 速度 、 
相对 加 速度 和 牵连 加 速度 。 ( ) 


乱 如 果 点 的 相对 运动 轨迹 是 申 线 , 则 相对 法 向 加 速度 应 等 于 ,其 中 Pp: 为 相对 运动 轨 


迹 的 曲率 半径 。 ( ) 
8. 在 动 点 的 合成 运动 分 析 中 ,分 析 加 速度 时 选择 的 动 点 和 动 系 一 定 要 与 速度 分 析 时 选 
择 的 动 点 和 动 系 一 致 。 ( 
9. 科 氏 加 速度 总 是 垂直 于 相对 速度 。 ( ) 

10. 如 果 科 氏 加 速度 等 于 零 , 则 必 有 相对 速度 等 于 零 或 者 动 系 转动 的 角速度 等 于 零 。 
( ) 


6-3 ”速度 合成 定理 和 加 速度 合成 定理 的 投影 方程 在 形式 上 与 静 力 学 中 的 平衡 方程 有 
何不 同 ? 

6-4 产生 科 氏 加 速度 的 原因 是 什么 ? 

6-5” 当 点 的 绝对 运动 轨迹 、 相 对 运动 轨迹 皆 为 曲线 时 ,在 下 述 三 种 情况 中 写 出 点 的 加 
速度 合成 定理 的 表达 式 : (1) 牵 连 运动 是 直线 平移 ; (2) 牵 连 运动 是 曲线 平移 ; (3) 牵 连 运动 
为 转动 。 

6-6 “如 果 考 虑 地 球 自 转 , 则 在 地 球 上 的 任何 地 方 运动 的 物体 ( 视 为 质点 ) ,都 有 科 氏 加 
速度 ,” 这 种 说 法 对 吗 ? 


习题 


6-1 直 杆 AB 以 角速度 w 在 一 固定 平面 内 绕 一 固定 点 O 匀速 转动 。 当 此 直 杆 位 于 Ox 
的 位 置 时 , 动 点 M 开始 从 O 点 沿 此 直 杆 运动 。 如 果 要 使 M 点 的 绝对 速度 的 大 小 为 常量 ， 
求 : (1)M 点 应 按 何 种 规律 沿 此 直 杆 运动 ? (2)M 点 的 轨迹 及 加 速度 。 

6-2 ”图 示 曲 柄 滑 道 机 构 中 ,曲柄 长 OA 一 ~ ,并 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 。 装 在 水 平 杆 
上 的 滑 槽 DE 与 水 平 线 成 60" 。 求 当 曲 柄 与 水 平 的 交角 分 别 为 一 0 ,30 ,60" 时 , 杆 BC 的 
速度 。 


6-3 


如 图 所 示 ,小 环 M 套 在 固定 杆 AB 和 摆动 杆 OD 上 ， 


杆 OD 按 规律 p 一 了 sin 三 / 绕 点 O 转动 ,CO 一 540 mm。 求 


6 


二 1s 时 小 环 的 绝对 速度 和 相对 速度 。 


6-4 


图 示 两 种 滑 道 授 杆 机 构 中 ,两 平行 轴 距 离 00, = 


200 mm; 在 某 瞬 时 ,0 二 20",wi 二 6 rad/s,p 王 30"。 求 两 种 机 构 


d 


6-5 


P 角 速度 w%, 的 值 。 


设 摇 杆 滑 道 机 构 的 曲柄 长 OA 一 ~, 以 转速 六 绕 O 轴 


习题 6-3 图 


转动 。 在 图 示 位 置 时 ,OA 一 AB 一 2r, 二 OAO,=0,O,BC=8。 求 杆 BC 的 速度 。 


6-6 


(b) 


习题 6-4 图 


图 示 曲 柄 滑 道 机 构 中 ,曲柄 长 OA = 二 100 mm, 并 绕 O 


习题 6-5 图 


轴 转 动 。 在 某 瞬 时 ,其 角 速 


度 w 二 1 rad/s, 角 加 速度 a 二 1 rad/s ,一 AOB=30"。 求 导 杆 上 C 点 的 加 速度 和 滑 块 A 在 滑 
道中 的 相对 加 速度 。 
图 示 曲 柄 滑 杆 机 构 中 , 滑 杆 上 有 圆 弧 形 滑 道 , 其 半径 尽 =100 mm, 圆 心 在 导 
杆 BC 上 。 曲 柄 长 OA 二 100 mm, 以 角速度 wo=44(o 以 rad/s 计 ,i 以 s 计 ) 绕 O 轴 转 
动 。 当 4 二 1s 时 ,机 构 在 图 示 位 置 .曲柄 与 水 平 线 的 交角 二 30”, 求 此 时 滑 杆 AC 的 速度 和 


加 速度 。 


6-7 


6-8 


图 示 倾 角 pg 二 30" 的 尖 臂 以 匀速 v 一 200 mm/s 沿 水 习 


面向 右 运动 ,使 杆 OB 绕 定 


轴 O 转动 ; r= 二 200V3 mm。 求 当 0=p 时 , 杆 OB 的 角速度 和 角 加 速度 。 


习题 6-8 图 


----------------------------------- 第 6 章 ”点 的 合成 运动 


出 


6-9 ”半径 为 R 的 半圆 形 凸 轮 D 以 等 速 m 沿 水 平 线 向 右 运 动 ,带动 从 动 杆 AB 沿 铅 垂 
方向 上 升 ,如 图 所 示 。 求 8=30 时, 杆 AB 的 速度 和 加 速度 。 


6-10 在 图 示 机 构 中 , 设 杆 AB 以 匀速 w 向 上 运动 ,O 点 到 AB 的 距离 为 !。 求 当 9 一 二 


时 , 摇 杆 OC 的 角速度 和 角 加 速度 。 

6-11 在 平面 xOy 内 ,有 一 直径 为 OA 二 2R 的 圆 环 以 匀 角 速度 w 绕 点 O 旋转 ,如 图 所 
示 。 以 这 圆 环 的 圆心 0' 为 原点 取 动 系 z+'0'y’, 轴 0 和 zx“ 沿 直径 OA 方向 。 在 初始 时 刻 (1 二 
0) ,A 点 位 于 轴 Oz 上 。 设 圆 环 上 一 M 点 ,初始 时 与 A 点 重合 ,线段 0'M 以 相同 的 角速度 
w 绕 O' 转 动 。 求 在 任意 瞬时 : (1)M 点 的 相对 速度 和 相对 加 速度 ; (2)M 点 的 科 氏 加 速度 ; 
(3)M 点 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 。 


习题 6-9 图 习题 6-10 图 习题 6-11 图 


6-12 ”图 示 大 圆 环 的 半径 尺 二 200 mm, 在 其 自身 平面 内 以 匀 角 速度 w= 二 1 rad/s 绕 轴 O 
顺 时 针 转 动 。 小 圆 环 A 套 在 固定 立柱 BD 及 大 圆 环 上 。 当 一 AOO;=60" 时 ,半径 001 与 
立柱 BD 平行 , 求 这 瞬时 小 圆 环 A 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 。 

6-13 ”图 示 弯 成 直角 的 曲 杆 OAB 以 w 王 常数 绕 O 点 作 逆 时 针 转 动 。 在 曲 杆 的 AB 段 
装 有 滑 简 C , 滑 简 又 与 铅 直 杆 CD 匀 结 于 C ,O 点 与 CD 位 于 同一 铅 垂 线 上 。 设 曲 杆 的 OA 
段 长 为 r, 求 当 pg 二 30" 时 杆 CD 的 速度 和 加 速度 。 


习题 6-12 图 习题 6-13 图 习题 6-13 解答 


6-14 ”图 示 曲 杆 OBC 绕 O 轴 和 转动 ,使 套 在 其 上 的 小 环 M 沿 固定 直 杆 OA 滑动 。 已 知 
08B==100 mm,OB 与 BC 垂直 , 曲 杆 的 角速度 w 一 0. 5 rad/s。 求 当 9 一 60" 时 ,小 环 M 的 速度 和 
加 速度 。 


477 


NA 


习题 6-14 图 习题 6-14 解答 


6-15 直 杆 AOB 与 一 半径 为 ~ 的 圆 环 同 在 一 平面 内 , 圆 环 以 匀 角 速度 w 绕 圆 上 的 固定 
点 O 转动 , 圆 环 与 直 杆 的 另 一 交点 为 M, 如 图 所 示 。 求 : (1)M 点 相对 于 直 杆 AB 的 速度 和 
加 速度 ; (2)M 点 相对 于 圆 环 的 速度 和 加 速度 。 

6-16 半径 为 > 的 两 圆 环 O 与 O', 分 别 绕 其 圆 环 上 一 点 A 与 B 以 相同 的 匀 角 速度 
ww 反 向 转动 ,如 图 所 示 。 当 A、O、O'、B 四 点 位 于 同一 直线 上 时 , 求 交点 M 的 速度 与 加 


习题 6-15 图 习题 6-16 图 


6-17 ”如 图 所 示 , 销 钉 M 可 同时 在 槽 AB .CD 内 滑动 。 已 知 某 瞬时 杆 AB 沿 水 平方 向 
移动 的 速度 vi =0. 8 m/s, 加 速度 ai 二 0.01 m/s; 杆 CD 沿 铅 直方 向 移动 的 速度 v, = 
0.6 m/s, 加 速度 as 二 0.02 m/s*。 试 求 该 瞬时 销 钉 M 的 速度 及 加 速度 。 


习题 6-17 图 习题 6-17 解答 


6-18 ”一 半径 "一 200 mm 的 圆 盘 , 绕 通过 A 点 垂直 于 图 示 平 面 的 轴 转 动 。 物 块 M 以 
匀速 率 v, 二 0.4 m/s 沿 圆 盘 边 缘 运 动 。 在 图 示 位 置 , 圆 盘 的 角速度 w 王 2 rad/s, 角 加 速度 
a 二 4 rad/s , 试 求 物 块 M 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 。 

6-19 大圆 环 固定 不 动 ,其 半径 尺 二 0.5 m, 小 圆 环 M 套 在 杆 AB 及 大 圆 环 上 如 图 所 示 。 
当 0 二 30" 时 ,AB 杆 转动 的 角速度 w 王 2 rad/s, 角 加 速度 a 二 2 rad/s  , 试 求 该 瞬时 : (1)M 沿 大 
圆 环 滑动 的 速度 ; (2)M 沿 AB 杆 滑动 的 速度 ; (3)M 的 绝对 加 速度 。 


Ts: 
习题 6-18 图 习题 6-19 图 习题 6-19 解答 


6-20 ”曲柄 OA4 ,长 为 2 , 绕 固定 轴 O 转动 。 圆 盘 半 径 为 ~, 绕 A 轴 转 动 。 已 知 > 一 100 mm， 
在 图 示 位 置 ,曲柄 OA 的 角速度 w= 二 4 rad/s, 角 加 速度 a 二 3 rad/s: , 圆 盘 相 对 于 OA 的 角 
速度 w: 王 6 rad/s, 角 加 速度 as 二 4 rad/s 。 试 求 圆 盘 上 M 点 和 N 点 的 绝对 速度 和 绝对 


习题 6-20 图 习题 6-20 解答 


6-21 在 图 示 机 构 中 ,已 知 AA” =BB =r==0.25 mm, 且 AB=A’B 。 连 杆 AA’ 以 匀 
角速度 w 王 2 rad/s 绕 A 转动 , 当 0 二 60" 时 , 槽 杆 CE 位 置 铅 直 。 试 求 此 时 槽 杆 CE 的 角 速 
度 及 角 加 速度 。 


习题 6-21 图 


6-22 已 知 图 示 圆 盘 C 半径 > 一 2V3 cm, 角 速度 w= 二 2 rad/s 为 常量 ,AC = 二 2r。 试 求 
0 二 30" 时 杆 AB 的 角 加 速度 。 
6-23 ”如 图 , 板 ABCD 绕 z 轴 以 w==0. 54( 其 中 w 以 rad/s 计 ,t 以 s 计 ) 的 规律 转动 ,小 


球 M 在 半径 + 二 100 mm 的 圆 弧 槽 内 相对 于 板 按 规律 ss 以 mm 计 ,t 以 s 计 ) 运 动 ， 


回 愉 坦 包 昌 
习题 6-22 图 习题 6-22 解答 
6-24 ”如 图 , 套 简 M 套 在 杆 OA 上 ,以 x 一 30 十 200sin 地 ! 沿 杆 轴线 运动 ,x 以 mm 


计 ,t 以 s 计 。 杆 OA 绕 Oz 轴 以 n= 二 60 r/min 的 转速 转动 ,并 与 Oz 轴 的 夹 角 保持 为 30°。 
试 求 1 二 1 s 时 套 简 M 的 速度 及 加 速度 。 


习题 6-23 图 习题 6-24 图 


刚体 的 平面 运 


云 动 


7.1 刚体 的 平面 运动 及 其 运动 方程 


7.1.1 平面 运动 的 定义 

刚体 的 平面 运动 是 工程 中 常见 的 、 较 为 复杂 的 一 种 运动 。 平 
究 具 有 重要 意义 ,而 且 也 是 土建 工程 中 对 平面 结构 进行 几何 构造 分 析 及 结构 计算 的 理论 依据 。 

所 谓 刚 体 的 平面 运动 ,就 是 指 刚体 在 运动 时 ,其 上 各 点 与 某 一 固定 平面 的 距离 始终 不 
变 。 也 就 是 说 ,刚体 内 任 一 点 始终 在 与 固定 平面 平行 的 某 一 平面 内 运动 。 刚 体 的 这 种 运动 ， 


称 为 平面 平行 运动 ,简称 平面 运动 。 


面 运 动 的 理论 不 仅 对 机 构 的 研 


例如 ,曲柄 连 杆 机 构 中 的 连 杆 AB( 图 7.1. 1(a) ) 和 车 轮 沿 直线 轨道 的 滚动 (图 7.1.1(b))， 


就 符合 上 述 对 平面 运动 的 定义 。 


图 7.1.1 平面 运动 举例 


7.1.2 作 平 面 运动 刚体 的 简化 


设 一 刚体 作 平 面 运动 ,刚体 内 每 一 点 都 处 在 与 固 


定 平面 站 


FF 行 的 平面 内 运动 (图 7. 1.2)。 


若 作 一 平面 工 与 平 而 工 平行 ,并 与 刚体 相交 , 截 出 一 平面 
图 形 S ,可 见 , 平 面 图 形 S 被 限于 在 平面 开 中 运动 ,而 刚 
体内 垂直 于 平面 S 的 任意 一 条 直线 A;A，, 则 作 平 行 移动 。 
由 于 平行 移动 直线 上 各 点 的 运动 规律 是 相同 的 ,所 以 直线 
AiA，, 的 运动 可 用 其 与 图 形 S 的 交点 A 的 运动 来 代表 。 
从 而 ,只 要 知道 平面 图 形 S 内 各 点 的 运动 ,就 可 以 知道 整 
个 刚体 的 运动 。 由 此 可 见 , 刚 体 的 平面 运动 可 以 简化 为 平 
面 图 形 在 其 自身 平面 内 的 运动 。 图 7.1.2 平面 运动 刚体 的 简化 


7.1.3 平面 图 形 的 运动 方程 

设 平面 图 形 S 在 固定 平面 Ozy 内 运动 (图 7.1.3). 为 了 确定 平面 图 形 S 在 任意 瞬时 的 
位 置 ,在 平面 图 形 S 中 任 取 点 A 作为 基点 ,并 通过 基点 在 平面 图 形 S 内 任 作 一 段 射线 AB 
(图 7.1.3), 由 于 在 平面 图 形 S 内 ,各 点 相对 于 AB 的 位 置 是 固定 的 ,所 以 ,只 要 确定 了 AB 的 位 
置 ,平面 图 形 S 的 位 置 也 就 被 确定 。 即 : 对 于 在 自身 平面 内 运动 的 平面 图 形 ,其 自由 度 为 3。 

要 确定 AB 的 位 置 ,可 由 点 A 的 坐标 za 、ya 及 AB 与 轴 x 的 夹 角 9 这 一 组 广义 坐标 来 
确定 。 当 平面 图 形 S 运动 时 ,xa 、y4a 与 9 都 随时 间 而 变 , 是 时 间 1 的 单 值 连续 函数 。 因 此 
可 表示 为 


w= = p= (gr 

这 是 平面 图 形 S 的 运动 方程 ,也 就 是 刚体 平面 运动 的 运动 方程 。 式 (7. 1. 1) 可 看 成 描 

述 刚 体 平面 运动 的 分 析 方 法 。 多 数 情况 下 ,函数 f1(1)、f,(1)、f;(1) 作 为 待定 函数 ,可 由 动 
力学 方程 解 出 。 


7.1.4 平面 图 形 上 任 一 点 的 运动 

研究 平面 图 形 S 上 任 一 点 M ,建立 固定 坐标 系 Ozy , 另 以 基点 A 为 原点 ,建立 与 平面 
图 形 固 结 的 动 坐标 系 Ax'y ,如 图 7.1.4 所 示 。 由 图 7.1.4 可 知 点 M 的 坐标 (x ,y) 与 
(x ,y ) 之 间 存 在 如 下 坐标 变换 关系 : 


/ a 
v= cvsp—Yy dap 


0 
yy 一 y4A 十 zsinp 十 y cosp 


y 了 


-OO 


世上 | 
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En 
图 7.1.3 平面 图 形 位 置 的 确定 图 7.1.4 研究 平面 运动 的 一 种 数学 方法 
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由 于 点 M 是 平面 图 形 S 上 的 点 ,在 运动 过 程 中 x“、y 为 常量 。 把 式 (7.1.1) 代 入 式 (7.1.2) 
中 , 即 得 平面 图 形 任 一 点 M 的 运动 方程 , 求 导 可 得 点 M 任 一 瞬时 的 速度 ,加 速度 。 

这 种 分 析 方 法 虽然 足以 承担 描述 平面 图 形 及 图 形 上 任 一 点 的 运动 ,并 在 建立 动力 学 方 
程 时 被 引用 ,但 对 运动 的 物理 意义 揭示 尚 不 充分 。 下 面 借 助 一 个 平 动 坐标 系 ,可 以 从 另 一 个 
观点 研究 平面 图 形 的 运动 ,这 对 于 理解 一 些 动 力学 定理 是 十 分 重要 的 。 


7.1.5 平面 运动 的 分 解 


在 平面 图 形 S 上 任 取 一 点 A 作为 基点 ,以 基点 A 为 原点 假想 一 动 系 Azr'y ,Ax' 轴 、 
Ay 轴 ( 与 图 7.1.4 中 的 不 同 ) 的 方向 分 别 始终 平行 于 静 系 坐标 轴 Ox 和 Oy ,如 图 7.1.5 所 
示 , 则 动 系 Ax'y 作 平 动 ,由 平 动 刚体 的 运动 学 性 质 可 知 , 动 系 Ar'y 的 运动 可 用 基点 A 的 
运动 x4 王 1(1) ,ys 二 /s(t) 描 述 ; 平面 图 形 相对 于 平 动 坐标 系 作 转 动 ,用 9g 二/;(1) 描 述 。 
这 样 就 赋予 了 式 (7. 1. 1) 更 为 直观 的 物理 意义 。 

由 式 (7.1.1) 可 知 , 若 9 保持 不 变 , 则 刚体 的 运动 为 随 A 点 的 移动 ; 若 za 、ya 保持 不 
变 , 则 刚体 的 运动 为 绕 A 点 (过 A 点 垂直 于 平面 S 的 轴线 ) 的 定 轴 转 动 。 按 照 合成 运动 的 
观点 ,刚体 的 平面 运动 可 以 分 解 为 随 基点 A 的 平 动 和 绕 基 点 A 的 转动 。 


7.1.6 转角 9 与 基点 选择 的 无 关 性 


上 述 平面 运动 的 分 解 方法 对 于 理解 和 应 用 运动 学 及 动力 学 的 理论 分 析 和 问题 求解 有 非 
常 重要 的 意义 。 应 当 注意 ,基点 A 是 任意 选取 的 ,但 选取 不 同 的 基点 ,对 运动 的 分 解 是 有 影 
响 的 。 一 般 而 言 选 择 不 同 的 基点 ,分 解 后 平面 图 形 随 基点 A 的 平 动 也 不 同 , 即 平面 图 形 随 
基点 的 平 动 部 分 与 基点 的 选择 有 关 。 但 绕 基点 A 的 转动 部 分 却 不 随 着 基点 选择 的 不 同 而 
不 同 。 

现 以 平面 图 形 S 中 任 一 直线 AB 的 运动 为 例 进行 验证 。 如 图 7. 1.6 所 示 ,在 点 A 和 点 
B 分 别 建立 平行 移动 坐标 系 Ax1y 和 Bzsys, 当 平面 图 形 S 运动 时 ,直线 AB 与 两 平行 移 
动 的 坐标 系 之 间 的 夹 角 无 论 大 小 与 转向 都 是 相同 的 。 


1 
1 
1 

了 4 3 


0 
图 7.1.5 研究 平面 运动 的 分 解 方 法 图 7.1.6 转角 与 基点 选择 的 关系 


【注意 】 外 在 同一 瞬时 ,图 形 绕 任 一 基点 的 转动 ,不 但 其 转角 是 相同 的 ,而 且 角 速度 、 角 
加 速度 也 都 是 各 自 相 同 的 。 因 此 相对 基点 的 转动 部 分 与 基点 的 选择 无 关 。 回 刚体 作 平 面 运 
动 , 用 基点 法 可 将 运动 分 解 为 随 基点 的 平 动 与 绕 基 点 的 转动 ,其 中 转动 角速度 是 刚体 绕 基 点 


718 人 理论 力 
的 相对 角速度 ,也 等 于 刚体 的 绝对 角速度 。 回 角速度 与 角 加 速度 无 须 指 明 是 相对 于 哪个 基 
点 而 言 , 故 称 为 刚体 平面 运动 的 角速度 和 角 加 速度 ,又 称 为 绝对 角速度 和 绝对 角 加 速度 ,是 
对 刚体 的 整体 行为 的 描述 。 轩 图 7.1.5 所 示 的 平面 运动 的 分 解 方 法 一 一 基点 法 ,对 于 空间 
一 般 刚体 的 运动 也 是 适用 的 ,只 是 此 时 绕 基点 的 转动 为 定点 运动 。 


业 


7.2 平面 图 形 上 各 点 的 速度 分 析 
> 


求 平面 图 形 上 任意 两 点 之 间 的 速度 关系 ,常用 的 方法 有 基点 法 、 速 度 投 影 定理 、 速 度 瞬 
心 法 。 其 中 以 基点 法 为 基础 ,其 他 两 种 方法 ,都 是 在 基点 法 的 基础 上 发 展 而 来 。 


7.2.1 基点 法 (速度 合成 法 ) 


如 图 7. 2. 1 所 示 , 设 平面 图 形 S 在 任 一 瞬时 的 角速度 为 w。 在 图 形 内 任 取 一 点 A 为 基 
点 ,该 瞬时 的 速度 为 ws 。 由 于 平面 图 形 相 对 于 平 动 坐标 系 Ax'y 的 运动 是 绕 基点 A 的 转 
动 , 所 以 ,平面 图 形 上 任 一 点 B 相对 于 平 动 坐标 系 的 运动 就 是 以 A 为 圆心 .AB 为 半径 的 圆 
周 运 动 。 根 据点 的 合成 运动 的 速度 合成 定理 ,有 

eh 

由 于 动 坐标 系 作 平 动 ,所 以 有 : v。 二 v4 ,vw 一 vpa。 式 中 ,wpa 称 为 B 点 相对 于 基点 A 的 
速度 ,其 方向 与 AB 垂直 ,指向 由 w 的 转向 确定 ,大 小 为 AB，w。 因 此 B 点 的 速度 可 表 
示 为 

VB 一 也 4 二 Vea CR 

式 (7. 2. 1) 即 平面 图 形 上 任 一 点 的 速度 等 于 基点 的 速度 与 该 点 相对 于 基点 (严格 来 讲 , 应 该 
是 相对 于 以 基点 为 原点 的 平 动 坐标 系 ) 的 速度 的 矢量 和 。 这 种 方法 即 为 基点 法 。 

上 式 建 立 了 平面 图 形 上 任意 两 点 之 间 的 速度 关系 ,为 一 平面 矢量 关系 式 。 根 据 此 式 可 
以 求 出 式 中 包括 大 小 或 方向 的 两 个 未 知 量 。 

【说 明 】〗 由 于 基点 的 选择 是 任意 的 , 若 选 B 为 基点 来 研究 点 A, 则 速度 之 间 的 关系 为 v4 二 
VB 十 Uap。 虽 然 Vap 的 大 小 等 于 waa 的 大 小 ,但 其 方向 相差 180" ,所 以 下 标的 次 序 不 能 交换 。 

【 例 7.2. 1】 曲柄 滑 块 机 构 如 图 7. 2. 2 所 示 。 已 知 曲柄 OA 一 ,以 匀 角 速度 w 转动 ， 
连 杆 AB 长 为 :。 求 图 示 位 置 滑 块 B 的 速度 vs 及 连 杆 AB 的 角速度 was。 


0 = 
X4 x 


图 7.2.1 刚体 上 一 点 的 速度 图 7.2.2 例 7.2.1 图 
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【 解 】 连 杆 AB 作 平 面 运动 ,曲柄 OA 作 定 轴 转 动 ,A 点 运动 已 知 ,B 点 作 直线 运动 。 
研究 AB 杆 , 取 A 点 为 基点 ,分 析 B 点 ( 即 滑 块 ) 的 速度 ,根据 速度 合成 法 有 
VB 一 WA 十 也 BA 

式 中 ,oa 大 小 为 vs 二 rw :方向 垂直 于 OA ,指向 如 图 ; vs 大 小 未 知 ,方向 沿 OB 直线 ;ua 
大 小 未 知 ,方向 垂直 于 AB 杆 ; 在 B 点 作 速 度 矢量 平行 四 边 形 ,使 ws 位 于 对 角 线 ,由 此 定 出 
ws、VaA 的 指向 ,如 图 7.2.2 所 示 。 由 几何 关系 可 求 得 滑 块 B 的 速度 大 小 为 
VAsin(P 十 B) rwsin(g 于 

cosB cosB 
滑 块 B 相对 于 基点 A 的 速度 大 小 为 

, _ vagCosp rwcosg 
BR cosB 加 cosB 


因为 vp 二 4， wasp ,所 以 , 连 杆 AB 的 角速度 


vB ) 


UBA rwcosp 


0 lcosB 
由 基点 A 的 位 置 及 waa 的 方向 ,可 确定 出 杆 AB 的 转向 为 顺 时 针 方向 。 
【思考 】 中 能 否 选 B 点 作为 基点 应 用 速度 合成 法 进行 分 析 求 解 ? 回 求 得 was 后 , 即 可 
进一步 求 杆 AB 上 其 他 点 (如 杆 AB 的 中 点 C) 的 速度 。 请 自行 分 析 、 求 解 。 回 试 分 析 当 
9 二 90"、0" 瞬 时 位 置 , 滑 块 B 的 速度 及 连 杆 AB 的 角速度 。 


(OY 


7.2.2 速度 投影 法 


将 式 (7. 2.1) 的 两 边 分 别 投影 到 A 、B 两 点 的 连 线 上 , 因 waa 垂直 于 AB , 故 其 在 连 线 上 

的 投影 等 于 零 ,所 以 有 
[va Jas 王 [wa]As C732; 2 

上 式 表明 : 平面 图 形 上 任意 两 点 的 速度 ,在 该 两 点 连 线 上 的 投影 相等 。 这 一 公式 亦 称 
为 速度 投影 定理 。 

【注意 】 @ 如 果 在 式 (7.2.2) 两 边 同 乘 以 di ,可 知 在 dt 时 间 段 
内 A、B 在 AB 方向 的 位 移 相 等 , 故 速 度 投影 定理 反映 了 刚体 形状 不 
变 ( 刚 体 的 定义 ) 的 特性 ,适用 于 作 任何 运 动 的 刚体 。 回 速度 投影 方 
程 不 出 现 动 点 相对 于 基点 的 速度 vpa , 故 不 能 用 此 方法 直接 求解 刚 
体 平面 运动 的 角速度 。 回 当 平面 图 形 内 两 点 的 速度 与 其 连 线 垂直 
时 ,速度 投影 方程 为 恒等式 ,该 方法 失效 。 轩 如 图 7. 2.3 所 示 , 当 平 图 7.2.3 瞬时 平 动 
面 图 形 内 两 点 的 速度 平行 , 同 向 且 与 这 两 点 的 连 线 不 垂直 时 ,由 
VAcosyp 一 UBcosp ,得 va 二 vp ,vBA 二 0。 即 该 瞬时 刚体 运动 的 角速度 等 于 零 , 刚 体 上 各 点 速 
度 相 同 , 称 刚体 作 瞬时 平 动 。@@ 速 度 投影 定理 也 适用 于 空间 一 般 运 动 的 刚体 。 


7.2.3 速度 瞬 心 法 
在 平面 图 形 S( 图 7. 2. 4) 中 若 存在 速度 为 零 的 点 ,并 以 此 点 为 基点 , 则 所 研究 点 的 速度 


jk 
185 
~ 


就 等 于 研究 点 相对 于 该 基点 的 速度 。 
有 没有 速度 为 零 的 点 存在 ?能 不 能 很 方便 地 找到 这 个 点 ? 我们 从 式 (7. 2. 1) 出 发 来 找 
寻 平 面 图 形 上 速度 为 零 的 点 。 现 令 B 点 为 速度 等 于 零 的 点 , 即 
Vs 一 VA 十 wa 一 0 
从 上 式 可 以 看 出 ,vw 与 waa 两 个 矢量 和 为 零 , 则 两 个 矢量 彼此 必须 等 值 反 向 ; 又 因为 
om 一 AB 。ow, 所 以 可 以 推断 ,速度 为 零 的 点 在 通过 A 点 ,并 与 v4 垂直 的 直线 上 ,其 位 置 为 


AB= 人 到 ,如 图 7.2.4 所 示 。 
CU 


由 此 可 见 ,一般 情况 下 不 难 证 明 ,平面 图 形 在 其 自身 所 在 平面 内 运动 时 ,在 平面 图 形 或 
其 延 拓 部 分 上 ,每 一 瞬时 都 唯一 地 存在 一 速度 等 于 零 的 点 。 我 们 称 该 点 为 平面 图 形 在 此 瞬 
时 的 瞬时 速度 中 心 ,简称 速度 瞬 心 。 

将 速度 瞬 心 记 作 工 , 则 任意 一 点 (以 点 A 为 例 ) 的 速度 大 小 可 表示 为 v4 一 1A， w, 方 向 
与 IA 垂直 ,指向 与 w 的 转向 有 关 。 

【说 明 】 外 在 不 同 的 瞬时 ,平面 图 形 具 有 不 同 的 速度 瞬 心 。 即 刚体 平面 运动 可 看 作 一 
系列 绕 每 一 瞬时 速度 瞬 心 的 转动 。 回 瞬时 平 动 的 速度 瞬 心 可 以 视 为 在 无 穷 远 点 ,而 不 同方 
向 的 无 穷 远 点 是 不 同 的 点 。 
利用 速度 瞬 心 求解 平面 图 形 上 任 一 点 速度 的 方法 , 称 为 速度 瞬 心 法 。 应 用 此 法 的 关键 
是 如 何 快速 确定 速度 瞬 心 的 位 置 。 按 不 同 的 已 知 运动 条 件 确定 速度 瞬 心 位 置 的 常用 方法 有 
以 下 几 种 。 

(1) 已 知 某 瞬时 平面 运动 刚体 上 两 点 A 和 B 的 速度 方向 , 且 当 它们 互 不 平行 时 ,wa 与 
vs 垂 线 的 交点 则 为 该 刚体 的 速度 瞬 心 ,如 图 7.2.5 所 示 。 


图 7.2.4 速度 瞬 心 的 存在 性 图 7.2.5 两 点 速度 不 平行 时 的 速度 瞬 心 


(2) 若 当 平面 图 形 上 两 点 A 、B 速度 方向 互相 平行 时 , 且 均 垂直 于 AB 的 连 线 , 则 有 : 

Q@ 两 速度 同 指向 ,但 速度 大 小 不 等 ,如 图 7. 2.6(a) 所 示 , 根 据 AB 延长 线 上 各 点 的 
速度 呈 线 形 分 布 ,故此 速度 瞬 心 必 位 于 AB 延 
长 线 与 va。、vs 两 速度 矢 的 终端 连 线 的 交点 
re 

@ 两 速度 反 指向 ,如 图 7. 2. 6(b) 所 示 , 速 
度 瞬 心 必 位 于 A、B 两 点 之 间 , 故 AB 连 线 与 
va .vs 两 速度 矢 的 终端 连 线 的 交点 即 为 速度 瞬 
心 工 

(3) 沿 某 一 固定 平面 作 只 滚 不 滑 运 动 的 物体 ”图 7.2.6 两 点 速度 平行 时 的 速度 瞬 心 
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(又 称 作 纯 滚动 ), 如 图 7. 2.7 所 示 , 则 每 一 瞬时 图 形 上 与 固定 面 
的 接触 点 工 即 为 该 物体 的 速度 瞬 心 。 
(4) 平面 图 形 作 有 瞬时 平 动 , 则 速度 瞬 心 在 垂直 于 速度 方向 的 ) 
无 穷 远 处 。 此 时 图 形 的 角速度 为 零 . 各 点 的 速度 均 相 等 。 
【注意 】 瞬时 平 动 是 刚体 平面 运动 中 的 一 种 特有 形式 ,虽然 
刚体 在 该 瞬时 各 点 速度 相等 ,但 各 点 的 加 速度 一 般 并 不 相同 , 据 


_ 图 7.2.7 纯 滚动 
此 可 以 断定 在 下 一 瞬时 各 点 的 速度 也 必定 不 再 相同 ,这 是 瞬时 平 
动 与 平行 移动 的 根本 差别 。 
【 拍 一 拍 〗 用 手机 从 侧面 拍 一 个 行进 中 的 自行 车 车 轮 ,观察 车 轮 辐 条 的 清晰 度 , 并 应 用 
你 所 学 的 知识 予以 解释 。 


【 例 7.2.2】 用 瞬 心 法 解 求 例 7.2.1(a) 中 连 杆 AB 的 角速度 was 及 滑 块 B 的 速度 vs。 

【 解 】 连 杆 AB 作 平 面 运动 ,曲柄 OA 作 定 轴 转 动 。A 点 的 速度 v4 的 大 小 为 rw ,方向 
垂直 于 曲柄 OA ; B 点 的 速度 方向 沿 OB 直线 。 过 A 、B 两 点 分 别 作 其 速度 的 垂 线 ,相交 的 
C 点 就 是 连 杆 AB 在 图 示 瞬 时 的 速度 瞬 心 ,如 图 7. 2.8(a) 所 示 。 


Ca Ui 
-a [ok 
| lL 
Oa We | O 人 
4 TT 
| 
1 
H WU 4 
1 
1 
| 0 
B | B 
bd 
90” 
(a) (b) 
图 7.2.8 例 7.2.2 图 
连 杆 的 角速度 为 
也 Ss 
Wo Toasp Ce 
一 一 二 一 一 sin(90" 一 B) 
ET 


杆 上 B 点 ( 即 滑 块 B) 的 速度 为 

lsin(g 十 B) rwcosp rwsin(g +B) 

sin(90° — 9g) lcospB cosB 
【说 明 】 @ 只 要 找到 速度 皮 心 ,应 用 瞬 心 法 求解 速度 非常 方便 。 所 得 结果 与 例 7.2.1 

用 基点 法 的 结果 一 致 。 回 若 应 用 速度 投影 法 只 求 滑 块 妃 的 速度 ,显然 由 A 点 的 速度 可 以 方 

便 求 出 。 回 如 果 机 构 处 于 图 7. 2.8(b) 所 示 位 置 。 当 gp 一 0" 皮 时 : 连 杆 AB 的 速度 瞬 心 恰好 


人 


vs 一 BC。wAB 


在 B 点 ,此 时 ws 二 0 连 杆 AB 的 角 刀 度 wag 一 六 一 


vA 二 vp， 连 杆 AB 作 瞬 时 平 动 ,was 二 0。 束 度 瞬 心 在 5 处 。 由 此 可 见 , 同 一 构件 在 不 同 瞬时 
的 速度 瞬 心 位 置 不 同 。 
【 例 7.2.3】 图 7. 2. 9 所 示 平 面 机 构 。 已 知 : 曲柄 OA 一 10 cm,w==4 rad/s, DE 二 


六, 转向 为 顺 时 针 。 当 pg 二 90 瞬时 : 


10 cm,EF 一 10V3 cm。 在 图 示 位 置 ,曲柄 OA 与 水 平 线 OB 垂直 ,B、D 和 下 在 同一 铅 垂 线 
上 ,BD=10 cem, 且 DE | EF。 求 该 瞬时 , 杆 EF 的 角速度 和 滑 块 F 的 速度 。 


图 7.2.9 例 7.2.3 图 


【 解 】 连 杆 AB、BC 和 EF 作 平 面 运动 ; 曲柄 OA .三 角 板 CDE 作 定 轴 转 动 ; 滑 块 B， 
下 作 直 线 平 动 ,曲柄 OA 运动 已 知 。 

(1) 连 杆 AB 上 各 点 的 速度 分 析 

连 杆 AB 作 平 面 运动 ,A 点 速度 大 小 和 方向 均 已 知 。B 点 速度 方向 已 知 且 与 v4 平行 。 
连 杆 AB 作 瞬 时 平 动 , 即 was ==0, 于 是 A 点 速度 大 小 为 : v4 二 OA * w=10 cm X4 rad/s= 
40 cm/s(<—)。 

B 点 速度 大 小 ,方向 与 wa 相同 , 即 : vp 二 v4 二 40 cm/s。 

(2) 连 杆 BC 上 各 点 的 速度 分 析 

连 杆 BC 作 平 面 运动 ,B 点 速度 大 小 和 方向 已 求 出 ,C 点 的 速度 方向 可 由 板 CDE 确定 ， 
vc 必 垂 直 于 DC , 作 ws .vc 的 垂 线 , 可 知 D 点 恰好 就 是 连 杆 BC 的 速度 瞬 心 。 于 是 , 连 杆 


40 S 人 
BC 的 角速度 为 ws 一 了 < 一 4 四 /S54 rad/s(G)。C 点 的 速度 为 vc 二 CD 。wne。 
BD 10 cm 


(3) 三 角 板 CDE 上 各 点 的 速度 分 析 
三 角 板 CDE 作 定 轴 转 动 ,C 点 的 速度 为 vc 二 CD，。 weps ,从 而 可 得 


WepE = =wac =4rad/s(O) 
CD 


EE 点 速度 方向 垂直 于 杆 DE 并 指向 上 ,大 小 为 
vE =DE 。wcog 一 10 cm X 4 rad/s=40(cm/s) 

(4) 连 杆 EF 上 各 点 的 速度 分 析 

连 杆 EF 作 平 面 运动 ,E 点 速度 已 求 出 ,F 点 速度 方向 由 滑 块 F 确定 , 沿 铅 垂 线 。 由 
EF 点 分 别 作 速 度 的 垂 线 , 得 交点 G, 即 为 EF 杆 的 速度 瞬 心 。 在 图 示 位 置 由 几何 关系 
DE 10 cm | 
EF 10V3 cm EE 汉 

EG =EF . tan60" 一 10V3 cm * V3 一 30 cm 

于 是 , 杆 EF 的 角速度 为 


tan0 


0=30° 
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/s 
= i = 一 1.33 rad/s(U) 
EG 30 cm 


WEF 
杆 EF 上 下 点 的 速度 即 滑 块 的 速度 , 且 
EG . 
sin60” 


UF Ei WEF 30 emX EX1.33 rad/s=46.18(cm/s)(¢) 


【说 阴 】 从 本 例 可 见 , 在 同一 瞬时 ,各 平面 运动 刚体 有 各 自 的 速度 瞬 心 ,不 能 混淆 。 

【思考 】 能 否 直 接 依据 v4 .VF 的 方向 用 瞬 心 法 求 U5? 

【 例 7.2.4】 在 图 7. 2. 10 所 示 的 齿轮 机 械 系统 中 ,齿轮 工 
固定 ,齿轮 开通 过 杆 连 接 两 轮 心 在 齿轮 II 上 转动 。 已 知 齿轮 工 和 
齿轮 下 的 半径 分 别 为 六 与 ">: ,' 杆 的 转动 角速度 为 wo, 试 求 齿轮 
I 卫 的 转动 角速度 以 及 其 上 边缘 处 M 点 与 N 点 的 速度 。( 这 里 ， 
M 点 在 两 轮 心 的 连 线 延 长 线 上 ,NO, 垂直 于 该 连 线 。) 

【 解 】 由 题 意 可 知 , 杆 00, 作 定 轴 转 动 ,齿轮 了 [[ 作 平面 运 
动 , 且 两 齿轮 的 接触 点 C 的 速度 为 零 。 于 是 对 于 O, 点 , 它 同时 


是 杆 与 齿轮 [上 的 点 。 图 7.2.10 例 7.2.4 图 
设 齿 轮 开 的 角速度 为 wr , 则 有 
《站 十 ra)wo =vo, =rewn (a) 
从 而 得 到 
i = 人 (全 | v0) (b) 
取 齿 轮 开 的 速度 瞬 心 C 为 基点 ,计算 其 上 M 点 与 N 点 的 速度 如 下 : 
uv 一 CM .or 二 2rzwn 一 2(ri 十 r;)oo( 方 向 垂直 于 CM) (ce) 
uaw 一 CN。owa 一 V27:or 一 V2 (ri 十 r2)wo (方向 垂直 于 CN) (d) 


7.3 平面 图 形 上 各 点 的 加 速度 分 析 
-RE 


设 某 瞬时 ,平面 图 形 S 的 角速度 为 w, 角 加 速度 为 ,如 图 7.3.1 所 示 。 若 已 知 图 形 
S 上 任意 一 点 的 加 速度 , 现 讨论 如 何 确定 图 形 S 的 其 他 点 的 加 速度 。 

若 平面 图 形 S 内 一 点 A 的 加 速度 为 aa, 以 点 A 为 
基点 , 则 平面 图 形 内 点 B 的 运动 ,就 可 以 视 为 随 着 以 基点 
A 为 原点 的 平 动 坐标 系 的 运动 ,与 绕 该 平 动 系 上 点 A 作 
半径 等 于 AB 的 圆周 运动 的 合成 。 根 据 牵 连 运动 为 平 动 
时 的 加 速度 合成 定理 a, = 二 a. 十 a,, 有 as 二 a4 十 ap4。 式 
中 ,aaa 是 B 点 相对 于 基点 A 的 加 速度 ; 可 分 为 切 向 加 
速度 与 法 向 加 速度 两 项 。 切 向 加 速度 ega 的 大 小 为 au 一 
AB a, 方向 垂直 于 AB ,指向 由 角 加 速度 a 转向 确定 ; 
法 向 加 速度 a8 的 大 小 为 ah 二 AB，w? ,指向 沿 B 点 一 


+ 


图 7.3.1 刚体 上 一 点 的 加 速度 


理论 力学 ----------------------------------------- 
A 点 。 于 是 ,得 到 点 B 的 加 速度 公式 (基点 法 ) 


a5 一 @4 十 CBA a 全- 本 
即 : 平面 图 形 上 任 一 点 的 加 速度 ,等 于 基点 的 加 速度 与 该 点 相对 于 基点 的 法 向 加 速度 和 切 
向 加 速度 的 矢量 和 。 

式 (7. 3. 1) 为 平面 内 的 矢量 方程 ,矢量 个 数 一 般 多 于 3 个 , 故 多 用 投影 法 。 具 体 应 用 时 ， 
可 将 矢量 方程 式 (7. 3. 1) 向 任 选 的 两 个 坐标 轴 投 影 , 得 到 两 个 代数 方程 ,从 而 可 求 两 个 未 
知 量 。 

由 于 aBa 沿 B 一 A 方向 , 故 一 般 没 有 像 速度 投影 定理 那样 的 加 速度 投影 定理 。 但 当 
ww 二 0 时 ,aB 二 0, 将 式 (7. 3.1) 在 BA 方向 投影 可 得 

[asl]sa =[aa js ( 当 w=0 时 ) (二 冯 驱 

与 讨论 速度 瞬 心 的 情况 一 样 , 可 以 证 明 ,在 平面 图 形 的 角 加 速度 不 等 于 零 的 任 一 瞬时 ， 
平面 图 形 上 必 有 一 点 的 加 速度 等 于 零 , 这 点 称 为 加 速度 瞬 心 。 若 取 加 速度 瞬 心 为 基点 , 则 可 
以 简化 加 速度 的 计算 。 

【说 明 〗 在 一 般 情 况 下 ,由 于 确定 平面 图 形 的 加 速度 瞬 心 位 置 远 不 及 确定 速度 瞬 心 那 
样 直观 , 故 所 谓 加 速度 瞬 心 法 的 实用 性 就 受到 了 很 大 的 限制 ,在 此 不 作 详 细 讨 论 。 

【注意 】 速度 瞬 心 与 加 速度 瞬 心 通常 是 不 重合 的 。 一 般 情 况 下 ,速度 瞬 心 的 加 速度 不 
为 零 , 加 速度 瞬 心 的 速度 一 般 也 不 为 零 。 例 如 ,车 轮 沿 直线 轨道 作 匀 速 纯 滚动 时 ,车 轮 上 与 
地 面 的 接触 点 是 速度 瞬 心 ; 而 轮 心 的 加 速度 为 零 , 轮 心 是 加 速度 瞬 心 。 显 然 , 速 度 瞬 心 与 加 
速度 瞬 心 不 是 同一 点 。 应 用 基点 法 可 求 出 速度 瞬 心 的 加 速度 。 

【 例 7.3.1】 半径 为 R 的 车 轮 沿 直线 轨迹 只 滚 不 滑 地 运动 ,如 图 7.3.2(a) 所 示 。 已 知 
某 瞬 时 轮 心 的 速度 为 wo 及 加 速度 为 ao , 试 求 该 瞬时 与 地 面 接触 的 轮 缘 上 了 点 的 加 速度 。 


QO 


图 7.3.2 醒 73.1 图 


【 解 】 车 轮作 平面 运动 ,点 了 为 瞬 心 , 即 v1 二 0, 因 为 二 六 在 任何 瞬时 都 成 立 , 则 


ldo Sao 


dd Rd R 
w 与 a 的 转向 可 由 已 知 条 件 确定 ,如 图 7. 3.2(b) 所 示 。 
轮 心 O 的 加 速度 已 知 ,以 点 O 为 基点 研究 点 1 的 加 速度 如 下 (图 7. 3. 2(c) ) : 
ai =ao 二 aijo 二 aio 
式 中 , 心 一 o?R 一 六 ,aio 一 oR 一 co, 因为 ai 的 大 小 和 方向 均 未 知 , 故 用 两 个 分 量 cr an 
表示 ,将 这 些 矢 量 分 别 向 x 、y 轴 投 影 ,有 
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+ fo 
dr 一 40 a ; ar 


【说 明 】 可 见 , 点 工 的 加 速度 在 工 方 向 为 零 , 但 在 y 方向 加 速度 不 为 零 。 因 此 ,尽管 点 
I 的 速度 为 零 ,但 其 加 速度 并 不 等 于 零 。 即 : 速度 肯 心 一 般 不 是 加 速度 瞬 心 。 

【 例 7.3.2】 曲柄 OA 二 x, 以 角速度 w 绕 定 轴 O 转动 。 连 杆 AB 二 27 , 轮 B 半径 为 7， 
在 地 面 上 滚动 而 不 滑动 ,如 图 7. 3.3 所 示 。 求 曲柄 在 图 示 铅 垂 位 置 时 , 连 杆 AB 及 轮 B 的 
角 加 速度 。 


图 7.3.3 例 7.3.2 图 


【 解 】 曲柄 OA 作 定 轴 转 动 , 连 杆 AB 作 平 面 运动 , 轮 B 也 作 平 面 运动 。 为 了 求解 was 
和 as 需 先 求 出 wap 和 we 。 
(1) 速度 分 析 。 曲 柄 定 轴 转 动 ,vaA 一 rw ,方向 垂直 于 OA ,指向 顺 着 w 转向 。 连 杆 AB 
作 平 面 运动 , 知 其 上 一 点 A 的 速度 vo。 和 另 一 点 B 的 速度 vs 的 方向 ,此 瞬时 ,wa//vs ,而 AB 
不 垂直 于 ws 。 于 是 , 连 杆 AB 作 有 瞬时 平 动 ,其 瞬 心 在 无 穷 远 处 , 故 wap 二 0。 
vg =vVA =rw(<—) 
轮 B 作 平面 运动 , 轮 与 地 面 间 无 相对 滑动 , 则 接触 点 了 为 轮 B 的 速度 瞬 心 ,因此 


WB = =w(V) 
r 


va vs 的 方向 和 ws 的 转向 如 图 7. 3. 3(a) 所 示 。 

(2) 加 速度 分 析 。 在 连 杆 AB 中 ,aa 已 知 , 大 小 为 aa 一 rw? ,方向 铅 垂 向 下 。 选 点 A 为 
基点 , 则 点 B 的 加 速度 

as 一 4A 十 GaA 十 @BA (a) 

如 图 7.3.3(b) 所 示 。 其 中 ,as 的 大 小 未 知 ,方向 水 平 , 设 其 指向 向 右 ; aa 的 大 小 为 aBn 二 
AB， ws 二 0,aba 的 大 小 未 知 ,可 表示 为 只 一 AB“。aaa ,方向 垂直 于 AB ,其 指向 与 was 所 
假设 的 转向 一 致 。 于 是 ,在 式 (a) 中 ,只 有 as \aas 的 大 小 两 个 未 知 量 。 

将 式 (a) 分 别 向 &、w 轴 上 投影 ,可 得 


7: QBcosa 一 一 4BA + aasina (b) 
和 6: asina 一 QBA 一 QACOSQ (ce) 
解 出 : as 一 watana a a BA =aaseca VB rot sann = = 
由 此 看 出 ,AB 杆 在 图 示 位 置 作 瞬时 平 动 ,其 角速度 等 于 零 ,但 其 角 加 速度 并 不 等 于 零 。 
V3 


B 点 是 轮 心 ,与 地 面 的 距离 始终 为 ,因此 可 得 : as 一 “二 


Wr Ces 


【思考 】 如 果 与 轮 刀 接触 的 地 面 不 是 水 平面 ,而 是 位 于 半径 为 尺 的 上 顶 面 上 并 作 纯 滚 
动 , 连 杆 AB 及 轮 B 的 角 加 速度 又 应 如 何 计算 ? 

【总 结 】 @D 刚 体系 统 的 运动 学 问题 ,一 般 为 已 知 主动 构件 的 运动 , 求 被 动 构 件 的 运动 学 
问题 。 需 要 注意 各 构件 的 连接 方式 和 约束 形式 。 回 如 何 寻 找 杆 AB 的 加 速度 瞬 心 ? 如 何 利 
用 加 速度 瞬 心 计算 例 7.3.2? 

【 例 7.3.3】 图 7.3.4 所 示 平 面 机 构 , 杆 件 AB 以 匀 角 速度 绕 A 点 作 定 轴 转 动 , 杆 件 BC 
与 杆 件 AB 在 B 处 铵 结 , 且 点 C 在 水 平面 上 运动 。 已 知 AB==BC==4, 当 点 C 位 于 点 A 正 下 
方 时 , 杆 件 AB 与 铅 垂 线 夹 角 0 一 60"。 求 该 瞬时 点 C 的 速度 与 加 速度 以 及 杆 件 BC 的 角 加 
速度 。 


图 7.3.4 例 7.3.3 图 例 7.3.3 的 解答 


7.4 刚体 平面 运动 与 点 的 合成 运动 综合 应 用 


到 目前 为 止 , 已 分 别论 述 了 点 的 运动 学 ,点 的 合成 运动 ,刚体 的 平 动 . 定 轴 转 动 和 平面 一 
般 运 动 等 方面 的 运动 学 知识 。 在 工程 实际 中 ,往往 需要 应 用 这 些 理论 对 平面 运动 机 构 进 行 
运动 分 析 ; 同一 平面 的 几 个 刚体 按照 确定 的 方式 相互 联系 ,各 刚体 之 间 有 一 定 的 相对 运动 
的 装置 称 为 平面 机 构 。 平 面 机 构 能 够 传递 ,转换 运动 或 实现 某 种 特定 的 运动 ,因而 在 工程 中 
有 着 广泛 的 应 用 。 对 平面 机 构 进 行 运动 分 析 , 首 先 要 依据 各 刚体 的 运动 特征 ,判断 它们 各 自 
作 什 么 运动 ,是 平 动 、 定 轴 转 动 还 是 平面 运动 ; 其 次 .刚体 之 间 是 靠 约 束 连 接 来 传递 运动 的 ， 
这 就 需要 建立 刚体 之 间 连 接点 的 运动 学 条 件 。 例 如 ,用 贸 链 连接 , 则 连接 点 的 速度 、 加 速度 
应 分 别 相等 。 值 得 注意 的 是 经 常会 遇 到 两 刚体 之 间 的 连接 点 有 相对 运动 情况 ,例如 ,用 滑 块 
和 滑 模 来 连接 两 个 刚体 时 ,连接 点 的 速度 、 加 速度 是 不 一 定 相 等 的 ,需要 用 点 的 合成 运动 理 
论 去 建立 连接 点 的 运动 学 条 件 。 如 果 被 连接 的 刚体 中 有 作 平 面 运动 的 情形 , 则 需要 综合 应 用 
点 的 合成 运动 和 刚体 平面 运动 的 理论 去 求解 。 在 求解 时 ,一 般 应 从 具备 已 知 条 件 的 刚体 开始 ， 
然后 通过 建立 的 运动 学 条 件 过 渡 到 相 邻 的 刚体 ,最 终 全 部 解 出 未 知 量 。 现 举例 说 明 如 下 。 

【 例 7.4.1】 半径 r=1 m 的 轮子 , 沿 水 平 固 定 轨道 深 动 而 不 滑动 , 轮 心 具 有 人 匀 加 速度 
ao 王 0.5 m/s ,借助 于 匀 结 在 轮 缘 A 点 上 的 滑 块 ,带动 杆 O1B 绕 垂 直 于 图 面 的 轴 O， 转动 ， 
在 初 瞬 时 (1 二 0) 轮 处 于 静止 状态 , 当 1 二 3 s 时 机 构 的 位 置 如 图 7. 4. 1(a) 所 示 。 试 求 杆 O1B 
在 此 瞬时 的 角速度 和 角 加 速度 。 

【分 析 】 本 题 是 由 轮子 的 运动 (平面 运动 ) 带 动 套 简 A 运动 ,然后 由 套 简 A 的 运动 带 
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动 杆 O1B 绕 垂直 于 轴 Oi 转动 ,其 中 套 简 A 相对 于 杆 O1B 有 相对 运动 。 故 解 题 的 过 程 应 
首先 通过 平面 运动 规律 ,分 别 求 出 轮子 上 与 套 简 A 匀 结 点 A 处 的 速度 和 加 速度 ,然后 应 用 
点 的 合成 运动 规律 ,选择 动 系 固 结 在 杆 O1B 上 ,由 轮子 上 与 套 简 A 匀 结 点 A 处 的 速度 和 加 
速度 (绝对 ), 求 出 率 连 速度 和 它 连 加 速度 。 继 而 求 出 杆 O1B 在 此 瞬时 的 角速度 和 和 角 加 
速度 。 


图 7.4.1 例 7.4.1 图 


【 解 】 (1) 速度 分 析 和 计算 (图 7.4.1(b)) 
当 4 二 3 s 时 , 轮 心 O 的 速度 
Vo =a0t =0, 5 m/s X 8 =1, Sm/s 
由 于 轮子 作 纯 深 动 , 故 它 与 地 面 的 接触 点 已 为 速度 瞬 心 ,由 速度 瞬 心 法 可 得 
vA 一 2uo 一 3 m/s(—) 

再 取 轮 子 上 与 套 简 A 贸 结 点 A 点 为 动 点 , 动 参考 系 固 连 于 O1B 杆 上 , 则 有 动 点 的 绝对 
运动 为 轮 缘 A 点 的 滚轮 线 运动 (速度 已 知 ); 相对 运动 为 沿 01B 杆 的 直线 运动 ,速度 方向 
沿 O,B ,大 小 未 知 ; 牵连 运动 为 随 杆 O,B 绕 O, 轴 的 定 轴 转 动 , 故 牵连 点 的 运动 为 圆周 运 
动 。 根 据点 的 速度 合成 定理 ,作出 速度 的 平行 四 边 形 , 如 图 7.4.1(b) 所 示 。 则 由 w, 一 这 十 
v, 可 得 


wscos45" =v =vVs Ve=v, 3 mAs 
于 是 , 杆 O01B 的 角速度 为 
i 3 /sx 1 -3rd/s(U) 
OA 2 2/2m 4 


(2) 加 速度 分 析 和 计算 (图 7.4.1(c)) 
取 点 O 为 基点 ,用 基点 法 求 A 点 的 加 速度 , 则 有 
as 一 ao 十 aao 十 aao (a) 
式 中 ,由 于 点 O 作 直 线 运 动 ,其 加 速度 ao 只 有 一 个 分 量 , 且 加 速度 已 知 ; as 大 小 和 方向 为 
未 知 ; 相对 的 切 向 加 速度 aso 方向 已 知 ,大 小 为 aho 二 ra 二 ao; 法 向 加 速度 ao 方向 已 知 ， 


_zo_1.5m/s 


大 小 为 reo ,wo 一 二 一 mm“ 一 1.5rad/s; 故 a。 的 大 小 和 方向 可 以 确定 下 来 ,但 由 于 题目 


所 求 的 不 是 a,, 故 先 不 具体 计算 。 
再 根据 前 面 所 选择 的 动 点 和 动 系 ,由 加 速度 合成 定理 , 则 动 点 A 的 绝对 加 速度 可 表 


示 为 
a, = 二 qa? 十 Q: 十 4a, 十 ac (b) 


式 中 ,ac 为 科 氏 加 速度 ,大 小 为 2w0,sv,, 方 向 |O1B; 由 于 相对 运动 为 直线 运动 , 故 相 对 加 
速度 方向 沿 O01B ,大 小 未 知 ; 又 由 于 牵连 点 的 运动 为 圆周 运动 , 故 牵 连 加 速度 有 两 个 分 量 ， 
其 中 as 的 大 小 为 O1A Xw3,s, 方 向 由 A 一 O14,at 的 大 小 为 O1A Xao,s( 因 ao,s 为 所 求 , 故 
未 知 ) ,方向 LO1B。 
由 式 (a) 和 式 (b) ,可 得 
&o 十 iD 十 650 一 加 十 0 十 C 十 Ce (ey 
将 上 式 投 影 到 与 不 需 计算 的 未 知 量 a, 相 垂直 的 轴 < 上 ,得 
(ao +aho tia 2/2=—at tac 


故 有 
& 一 ac 一 (ao 十 ao 十 ao)V27/2 


V2 


一 2wols。 vc g(a0 十 ao 十 raw5) 
X[0.5 m/s: X2+1mX(1.5rad/s)’] 


=2X 7 rad/s X DYE m/s 


=0. 88m/s’ 
于 是 , 杆 OB 的 角 加 速度 为 


dy a 
OA 


【思考 】 请 用 第 5 章 点 的 运动 学 的 知识 求解 此 题 ( 常 称 为 分 析 法 ) ,并 与 所 得 结果 比较 。 

【 例 7.4.2】 在 图 7.4.2 所 示 的 平面 机 构 中 ,AB 长 为 !, 滑 块 A 可 沿 摇 杆 OC 的 长 槽 滑 
动 。 摇 杆 OC 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 , 滑 块 B 以 匀速 vs 二 wl 沿 水 平 导轨 滑动 。 图 示 瞬 
时 OC 铅 直 ,AB 与 水 平 线 OB 夹 角 为 30"。 求 此 瞬时 AB 杆 的 角速度 及 角 加 速度 。 


图 7.4.2 例 7.4.2 图 


【 解 】 解法 一 ”基于 点 的 合成 运动 与 刚体 的 平面 运动 求解 。 
杆 AB 作 平 面 运动 ,点 A 又 在 摇 杆 OC 内 有 相对 运动 ,这 是 具有 两 个 自由 度 的 系统 ,是 
含 两 个 运动 输入 量 w 和 w 的 较 复杂 的 机 构 运动 问题 。 
(1) 分 析 速 度 。 杆 AB 作 平 面 运动 ,以 B 为 基点 ,有 
Va 一 DB + Vap (a) 
点 A 在 杆 OC 内 滑动 ,因此 需 用 点 的 合成 运动 方法 。 取 点 A 为 动 点 , 动 坐 标 系 固 结 在 OC 
上 ,有 


Vs =—=Ve TU. (b) 
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其 中 绝对 速度 w 一 ws, 大小、 方向 均 未 知 ,而 牵连 速度 be 一 DA Xo 二 各, 相对 速度 v, 大 小 未 


知 , 各 速度 矢 方 向 如 图 7. 4. 2(a) 所 示 。 
由 式 (a) 和 式 (b) 得 
Vs 十 whs =—=Ve Tv (c) 
式 中 ,vws 为 已 知 ,oe 已 求 得 ,上 且 was 和 um: 方向 已 知 , 仅 有 wap 及 wv, 两 个 量 的 大 小 未 知 , 故 可 
解 。 将 此 矢量 方程 沿 ws 方向 投影 ,得 
vB — VAB Sin30" = v。 


故 有 vag 二 2C(vs 一 v。) 二 lw, 从 而 杆 AB 的 角速度 方向 如 图 7. 4. 2(a) 所 示 ,大 小 为 


UAB 
wa 一 一 一 一 w(CO) 
如 一 有 


Pa o 3 
将 式 (c) 沿 vw, 方向 投影 ,得 : vapcos30" 二 v,, 故 有 : Me A 


2 
(2) 分 析 加 速度 。 以 B 为 基点 , 则 点 A 的 加 速度 
lA 一 QB 十 QAB 十 QAB (d) 
由 于 ws 为 常量 ,所 以 as 王 0, 而 
QAB =AB . oap 一 Low? 


仍 以 A 为 动 点 , 动 坐标 系 固 结 于 摇 杆 OC 上 , 则 有 


as 一 ax: 十 ac 十 a: 十 ac (Ce) 
式 中 ， 
t na _ 门人 2 Lo 2 
& 一 QA5 0 一 0 as 一 OA ww i 2wu, =V3 wl 
由 式 (d)、(e) 得 


aa 十 ah =as 二 Ta: 二 ac (人 
其 中 各 矢量 方向 已 知 ,如 图 7.4.2(b) 所 示 , 仅 有 两 个 未 知 量 a, 及 ass 的 大 小 待 求 。 取 投影 
轴 垂 直 于 a,, 沿 ac 方向 ,将 矢量 方程 式 (f) 在 此 轴 上 投影 ,得 

a%psin30" 一 asBcos30" 一 ac 


求解 可 得 : ca 一 3V3w?*!。 由 此 得 AB 杆 的 角 加 速度 


ai 一 -所 一 3V3oz(CO) 
AB 


解法 二 ”基于 点 的 运动 学 知识 求解 。 

由 题 意 此 平面 机 构 由 4 个 刚体 : 杆 AB、OC. 滑 块 A 和 B 组 成 ,具有 O、A、B 3 个 平面 
圆柱 饺 链 约 束 和 套 简 及 滑 块 约束 。 这 5 种 约束 的 约 东 数 均 为 2, 因 此 ,机 构 的 总 约束 数 为 
10。 由 于 一 个 作 平面 运动 的 刚体 ,其 自由 度 为 3, 故 整个 系统 的 自由 度数 为 3X4 一 10 一 2。 

以 图 7.4. 2(c) 中 所 示 的 角 0、9 为 系统 的 广义 坐标 , 则 由 于 OA 十 A=0B .i 二 0.j， 
故 有 


Lcosp 一 OAcosb =0B 一 xu + veal (g) 


OAsing — lsing 一 0 (h) 


由 式 (h) 求 出 OA ,并 代入 式 (g) 可 得 


sing 


cos0 =xzo vat 


lcosp—! nd 


上 式 对 1 求 导 可 得 


—lsing .9 一 lcosp .pcotg 十 lsinp(1 十 cot0)6 一 op (iD) 
求解 式 (D) ,有 
lsing(l+cot OO—vs sinp(1 十 cot20)0 一 w 
lsing 十 lcospcotO sing 十 cosp cotO 
由 题 意 知 , 在 图 7. 4. 2(a) 所 示 位 置 , 有 : 0 二 w,0 二 90",g 二 30"。 代 入 9 的 表达 式 可 得 : 
乡 三 一 KU)。 
再 对 式 (i) 求 一 次 导数 可 得 


一 4cosp ep —lsing * $+ lsing "$cotO 一 Lcosp。9cot0 十 
2Lcosp .多 (1 十 cot0)0 — 2lsingcotO (1 ++ cot*0) 十 Lsinp(] 十 cot20)0 一 0 0) 
求解 可 得 
(cosp *$* — sing jcotbg — 2cosg «$0 — 2cosp 5 。cot0 十 
2singcot0 »。 2 十 2singcot*0 ， 人 ) 
将 0=90",p=30",0 =w ,p= 一 w, 代 入 上 式 可 得 : $= 二 一 3V3w? (5)。 
【评注 】 上 述 两 种 解法 各 有 优 缺 。 解 法 一 力学 概念 明确 ,不 需要 太 多 复杂 计算 ; 而 解法 
二 思路 简单 ,结论 可 以 适用 于 (或 便于 推广 到 ) 任 意 瞬时 ,但 需要 进行 比较 复杂 的 数学 推导 。 
【 例 7.4.3】 图 7.4.3 所 示 机 构 中 , 杆 件 中 和 杆 件 外 分 别 以 速度 v, 和 ws 运动 ,其 位 移 
分 别 以 z 和 > 表示 , 杆 件 @ 和 杆 件 @ 的 距离 为 a。 试 求 杆 件 加 的 速度 和 杆 件 @ 的 角速度 。 


图 7.4.3 例 7.4.3 图 例 7.4.3 的 解答 
【 例 7.4.4】 图 7.4.4 所 示 机 构 中 , 杆 件 OA 以 匀 角 速度 w 绕 O 点 作 定 轴 转动 , 杆 件 
CD 在 水 平滑 道内 以 匀速 v 向 右 移 动 ,其 上 固定 的 销 钉 M 可 以 在 杆 件 AB 的 滑 槽 内 运动 ， 
几何 尺寸 如 图 所 示 。 试 求 杆 件 AB 的 角速度 与 角 加 速度 。 
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图 7.4.4 例 7.4.4 图 


7.5 刚体 绕 平行 轴 转 动 的 合成 


若 刚 体 相对 于 某 一 动 系 作 定 轴 转 动 , 而 动 系 又 相对 于 某 一 定 系 作 定 轴 转动 , 则 刚体 相对 
于 定 系 的 运动 , 即 为 两 个 转动 的 合成 。 当 两 个 转动 的 转轴 平行 时 ,其 合成 运动 为 平面 运动 ， 
因为 此 时 刚体 上 每 一 点 均 在 垂直 于 转轴 的 平面 上 运动 。 研 究 在 这 一 情况 下 ,两 个 分 运动 ( 定 
轴 转 动 ) 的 转动 角速度 与 合成 运动 (平面 运动 ) 的 转动 角速度 之 间 的 关系 ,以 及 合成 运动 的 瞬 
时 转动 轴 位 置 的 确定 。 

具体 内 容 详 见 二 维 码 。 
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7-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1. 刚体 的 平面 运动 可 看 成 是 平行 移动 和 定 轴 转 动 组 合 而 成 。 下 列 关 于 平行 移动 和 定 
轴 转 动 这 两 种 刚体 的 基本 运动 的 命题 ,正确 的 是 ( ys 
A. 平行 移动 和 定 轴 转 动 都 是 刚体 平面 运动 的 特例 
B. 平行 移动 和 定 轴 转动 都 不 是 刚体 平面 运动 的 特例 
C. 刚体 平移 必 为 刚体 平面 运动 的 特例 ,但 刚体 定 轴 转 动 不 一 定 
是 刚体 平面 运动 的 特例 
D. 刚体 平移 不 一 定 是 刚体 平面 运动 的 特例 ,但 刚体 定 轴 转 动 必 
为 刚体 平面 运动 的 特例 A 
2. 某 瞬 时 ,平面 图 形 上 任意 两 点 A、B 的 速度 分 别 v。 和 ws ,如 图 所 
示 , 则 此 时 该 两 点 连 线 中 点 C 的 速度 vc 和 C 点 相对 基点 A 的 速度 vca 分 
别 为 ( ) 和 ( ) 。 选择 题 2 图 


Up 


NM 
A. pcas 王 VDA 十 pe B vo 
mA 一刀 Vp—v 
C. ve— D va — 
3. 在 图 示 3 种 运动 情况 下 ,平面 运动 刚体 的 速度 瞬 心 : (a) 为 ( ); (b) 为 ( ); 
(co) 为 ( jw 
A. 无 穷 远 点 B. A 点 6 


(a) (b) 
选择 题 3 图 


4. 两 个 几何 尺寸 相同 、 绕 线 方 向 不 同 的 绕 线 轮 ,在 绳子 的 拉动 下 沿 平 直 固 定 轨道 作 纯 


滚动 , 设 绳 端的 速度 大 小 都 是 v ,在 图 Ca) (Cb) 两 种 情况 下 , 轮 的 角速度 及 轮 心 速度 的 大 小 分 
别 用 wi we, 与 ws ,uc, 表示 , 则 有 ( Ws 


A. 1 二 ws ,转向 相同 ,uc 二 ve, B. w1 达 ws, 转向 相同 ,ve 二 vc， 
CG, oil 二 os ,转向 相反 ,ve 之 vc， D; wi 二 ws， 转向 相反 ,ve <ve, 
SY I 
-LA/ 本 
(a) (b) 


选择 题 4 图 


5. 以 速度 w 向 右 运动 的 模块 K 带动 圆 盘 的 轴 心 C 沿 铅 垂 方向 运动 。 若 攀 块 与 圆 盘 之 
间 无 相对 滑动 , 当 图 示 圆 盘 半 径 CD 水 平时 , 则 D 点 的 速度 方向 应 ( Dy 
A. 水 平 向 右 B. 水 平 向 左 C. 铅 垂 向 上 D. 铅 垂 向 下 
6. 在 图 示 的 四 连 杆 机 构 中 ,OA 以 角速度 w 绕 O 轴 匀 速 转动 。 当 杆 OA 铅 垂 时 , 杆 
O1B 水 平 ,而 且 O、B .O, 在 同一 水 平 线 上 ,已 知 OA 二 0B 二 O01B , 则 该 瞬时 杆 O1B 的 角 速 
度 大 小 和 转向 为 ( We 
A. w( 顺 时 针 ) B. w( 逆 时 针 ) C. 2w( 顺 时 针 ) D. 2w( 道 时 针 ) 


选择 题 5 图 
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7. 将 刚体 平面 运动 分 解 为 平移 和 转动 , 它 相 对 于 基点 A 的 角速度 和 角 加 速度 分 别 用 
wa 和 aa 表示 ,而 相对 于 基点 B 的 角速度 和 角 加 速度 分 别 用 ws 和 ws 表示 , 则 有 ( Ws 


A. wa 一 oa,aaA 一 aa B. wa—=ws ,aa 天 ap 


C. wa 天 ws aaA 一 aB D. wa A wp aaap 
8. 平面 图 形 上 任意 两 点 A、B 的 速度 在 其 连 线 上 的 投影 分 别 用 [wa jas 和 [ws ]as 表 
示 , 两 点 的 加 速度 在 其 连 线 上 的 投影 分 别 用 [aa jas 和 [as jasp 表示 , 则 ( )。 
A. 可 能 有 [wa J]as 一 [vs jas [Las]as 一 [as Jag 
B. 不 可 能 有 [wa ja 二 [vs ja ,La Jas [a ja 
C. 必 有 [maA]As 一 [us]as,[aa]as 一 [as]aAs 
D. 可 能 有 [wa jas 去 [vs Jas ,Laa jas [Las Jas 
9. 在 图 示 瞬 时 ,已 知 O1A 二 O02B, 且 O1A//OsB, 则 有 (  )。 


A. wi=w a1—=as B. wiAws val 一 az 


C. wil 一 wzyal 天 as D. wow Aw;s ,al 天 ay 
10. 图 示 平 面 机 构 在 图 示 位 置 时 ,AB 杆 水 平 ,BC 杆 铅 直 , 滑 块 A 沿 水 平面 滑动 的 速度 
vaA 天 0 加 速度 es 王 0。 此 时 AB 杆 的 角速度 和 角 加 速度 分 别 用 was 和 aas 表示 ,BC 杆 的 角 
速度 和 角 加 速度 分 别 用 wac 和 wac 表示 , 则 有 ( js 
A. waa 天 0,ahs 一 0 B. was 王 0,aaas 天 0 


C. waBc 一 0,aac 天 0 D. waAs 一 0,aas 一 0 


选择 题 9 图 选择 题 10 图 


11. 平面 图 形 在 其 自身 平面 内 运动 , 若 其 上 有 两 点 速度 矢 在 某 瞬 时 相同 , 则 以 下 4 种 说 
法 中 ,正确 的 有 ( 入 
A. 在 该 瞬时 ,其 上 各 点 的 速度 都 相等 
B. 在 该 瞬时 ,其 上 各 点 的 加 速度 都 相等 
C. 在 该 瞬时 ,图 形 的 角 加 速度 一 定 为 零 .但 角速度 不 一 定 为 零 
D. 在 该 瞬时 ,图 形 的 角速度 一 定 为 零 ,但 角 加 速度 不 一 定 为 堆 
12. 正方 形 平板 在 自身 平面 内 运动 .车 其 顶点 A、B、C、D 的 加 速度 大 小 相等 ,方向 由 图 
(a) 、(b) 表 示 , 则 有 ( 3 


B 
ac 
a4 
A ap D 


(a) 
选择 题 12 图 


i i 
A. (a) 、(b) 两 种 运动 都 可 能 B. (a) 、(b) 两 种 运动 都 不 可 能 
C. (a) 运 动 可 能 ,(b) 运 动 不 可 能 D. (a) 运 动 不 可 能 ,(b) 运 动 可 能 


7-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命 题 ,并 将 结果 填 入 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 
村 “六 
1. 平 动 刚体 上 任 一 点 的 轨迹 有 可 能 是 空间 曲线 ,而 平面 运动 刚体 上 任 一 点 的 轨迹 则 一 


定 是 平面 曲线 。 ¢ 
2. 人 研究 刚体 的 平 动 面 运动 时 , 因 基 点 可 以 任意 选择 , 故 平面 图 形 绕 不 同 基点 转动 的 角 
速度 就 不 同 。 0 六 


3. 建立 刚体 平面 运动 的 运动 方程 时 ,必须 以 速度 或 加 速度 已 知 的 点 为 基点 。 ; 
4. 无 论 刚体 作 什 么 形式 的 运动 ,其 上 任意 两 点 的 速度 在 这 两 点 连 线 上 的 投影 都 相等 。 


( ) 
5. 由 于 刚体 上 任意 两 点 之 间 的 距离 不 变 , 故 任意 两 点 的 速度 和 加 速度 在 其 连 线 上 的 投 
影 相等 。 ( ) 
6. 平面 图 形 在 任 一 瞬时 的 运动 ,可 视 为 绕 速度 瞬 心 的 瞬时 转动 。 ( ) 
7. 若 某 刚 体 相 对 于 某 固定 平面 作 平面 运动 , 则 刚体 上 与 此 固定 平面 垂直 的 直线 都 作 
平 动 。 ( ) 
8. 车 平面 图 形 的 速度 瞬 心 的 加 速度 始终 为 零 , 则 该 平面 图 形 所 代表 的 刚体 作 定 轴 
转动 。 ( ) 
9. 若 在 某 一 瞬时 平面 图 形 上 各 点 的 速度 大 小 相等 ,方向 相同 , 则 各 点 加 速度 也 一 定 
相同 。 ( ) 
10, 直 杆 AB 作 平 面 运动 。 若 va 之 vs , 则 杆 的 角 加 速度 一 定 不 为 零 。 人 ) 
11. 若 平面 图 形 上 存在 不 共 线 的 3 个 点 ,其 速度 方向 平行 , 则 平面 图 形 作 瞬时 平 动 或 平 
行 移动 。 ( ) 
12. 若 一 平面 图 形 在 某 瞬 时 作 平 动 , 则 刚体 上 任意 两 点 的 加 速度 在 其 连 线 上 的 投影 一 
定 相 等 。 ( ) 


7-3 半径 为 ~ 的 圆柱 形 深 子 沿 半径 为 R 的 圆 弧 槽 纯 深 动 ,在 图 示 瞬 时 , 深 子 中 心 C 的 
速度 为 vc , 切 向 加 速度 为 ac , 则 速度 瞬 心 A 的 加 速度 大 小 为 ( )。 

7-4” 某 瞬时 ,平面 图 形 上 A 点 的 速度 va 夭 0, 加 速度 a4 二 0,B 点 的 加 速度 大 小 a 二 
40 cm/s ,与 AB 连 线 间 的 夹 角 p= 二 60"。 车 AB 二 5 cem, 则 此 瞬时 该 平面 图 形 角速度 的 大 小 
为 ( ); 角 加 速度 的 大 小 为 ( % 


Va 


思考 题 7-3 图 思考 题 7-4 图 


---------------------------------- 第 7 章 “ 刚 体 的 平面 运动 


7-5 刚体 的 平面 运动 有 何 特点 ? 平面 运动 与 平移 有 何 区 别 ? 

7-6 分 析 构 件 的 平面 运动 时 ,为 什么 说 基点 的 速度 就 是 动 点 的 牵连 速度 ? 

7-7 试 画 出 图 示 机 构 中 作 平 面 运 动 的 刚体 的 速度 瞬 心 位 置 ,并 画 出 杆 BC 中 点 M 的 
速度 的 方向 。 

7-8 如 图 所 示 ,车 轮 沿 曲面 滚动 。 已 知 轮 心 O 在 某 一 瞬时 的 速度 o 和 加 速度 ao。 问 
车 轮 的 角 加 速度 是 否 等 于 aocosB/R? 速度 瞬 心 C 的 加 速度 大 小 和 方向 如 何 确定 ? 


思考 题 7-7 图 思考 题 7-8 图 


7-9 图 示 各 平面 机 构 中 ,欲求 图 示 瞬 时 指定 点 的 加 速度 。 

) 说 出 主要 的 解 题 过 程 ( 不 必 求 解 ) 。 

(2) 画 出 各 步骤 的 加 速度 矢量 图 。 

图 (a) 中 ,已 知 各 部 分 尺寸 及 ws , 且 w; 王 常量 ,欲求 D 点 加 速度 ap 。 

图 (b) 中 ,已 知 各 部 分 尺寸 , 轮 O 作 纯 滚动 ,A 为 贸 链 ,B 点 在 水 平 直线 上 运动 。 轮 O 
的 速度 vo 及 加 速度 ao 已 知 。 和 欲求 AB 杆 上 M 点 的 加 速度 。 

图 (c) 中 ,各 部 分 尺寸 已 知 ,AC 杆 的 角速度 为 w, 且 w 为 常量 。C 、D 为 贸 链 , 滑 块 B 以 
匀速 v 作 直线 运动 。 欲 求 图 示 瞬 时 D 点 的 加 速度 。 


一 


思考 题 7-9 图 


7-10 ”图 示 平 面 机 构 ,轮子 以 匀 角 速度 (绝对 角速度 )w, 绕 轮 心 0, 转动 , 杆 O10, 以 匀 
角速度 w; 绕 轴 O, 转动 。 轮 子 半径 为 r, 杆 O10, 二 2r ,M 为 轮子 边缘 上 的 一 点 。 在 图 示 瞬 
时 ,Os。M 与 O10 的 夹 角 为 60"。 


(1) 写 出 用 直角 坐标 表达 的 M 点 的 运动 方程 .速度 和 加 速度 

(2) 以 M 为 动 点 , 动 系 固 结 在 O,O。 上 。 试 画 出 用 点 的 合成 运 
动 方法 求解 时 M 点 的 速度 合成 及 加 速度 合成 矢量 图 。 

(3) 以 0; 为 基点 , 试 画 出 用 刚体 平面 运动 方法 求解 时 M 点 的 
速度 及 加 速度 矢量 图 。 

(4) 在 os* 王 oil,os 一 2wl:o* 王 一 ol 三 种 情况 下 ,指出 轮子 的 速 
度 瞬 心 。 

(5) 车 要 使 轮子 的 速度 瞬 心 恒 在 O, 点 ,wi 与 ws* 之 间 应 有 什么 
关系 ? 


习题 


7-1 图 示 半 径 为 r 的 齿轮 由 曲柄 OA 带动 , 沿 半径 为 R 的 固定 齿轮 深 动 。 如 曲柄 OA 
以 等 角 加 速度 a 绕 O 轴 转 动 , 当 运 动 开始 时 ,角速度 w, 二 0, 转角 wo 一 0, 求 动 齿轮 以 中 心 A 
为 基点 的 平面 运动 方程 。 

7-2 滑 块 A 以 匀速 mA 在 固定 水 平 杆 BC 上 滑动 ,从 而 带动 杆 AD 沿 半径 为 R 的 固定 
圆 盘 滑 动 。 求 在 图 示 位 置 时 杆 AD 的 角速度 wap (用 va 、\R ,0 表示 )。 

7-3 图 示 车 轮 以 匀速 沿 直线 轨道 作 无 滑动 的 滚动 ,已 知 轮 心 的 速度 we ,车 轮 的 大 、 小 半 
径 各 为 R 和 r。 求 轮 缘 上 A、B、D\E 各 点 的 速度 。 


习题 7-1 图 习题 7-2 图 习题 7-3 图 


7-4 图 示 四 连 杆 机 构 OABO, 中 ,OA==O1B== 方 AB, 曲 柄 OA 的 角速度 w 一 3 rad/s。 
求 当 g 二 90° 而 曲柄 O,B 重合 于 O10 的 延长 线 上 时 , 杆 AB 和 曲柄 O1B 的 角速度 。 

7-5 ”图 示 平 面 机 构 中 ,A 和 B 轮 各 自 沿 水 平和 铝 垂 固定 轨道 作 纯 深 动 ,两 轮 的 半径 都 是 
R,BC 二 L。 在 图 示 位 置 时 , 轮 心 A 的 速度 为 wv ,0 一 60".AC 水 平 。 求 该 瞬时 轮 心 B 的 速度 。 


和 第 7 章 “ 刚 体 的 平面 运动 Lo 


7-6 曲柄 机 构 在 其 连 杆 AB 的 中 点 C 上 以 贸 链 与 CD 连接 。 而 CD 杆 又 与 DE 杆 相 
铵 结 ,DE 杆 可 绕 EE 点 转动 。 已 知 OAB 成 一 水 平 线 , 曲 柄 OA 的 角速度 w= 二 8 rad/s,0A = 
0.25 m,DE 一 1 m, 人 CDE 一 90"。 求 曲柄 机 构 在 图 示 位 置 时 ,DE 杆 的 角速度 。 


习题 7-6 图 


7-7 ”图 示 杆 OB 以 w= 二 2 rad/s 的 匀 角 速度 绕 O 转动 ,并 带动 村 AD; 杆 AD 上 的 A 点 
沿 水 平 轴 Ox 运动 ,C 点 沿 铅 垂 轴 Oy 运动 。 已 知 AB==0B=BC=DC=120 mm, 试 求 当 
9 二 45" 时 杆 上 DD 点 的 速度 。 

7-8 ”图 示 一 曲柄 机 构 , 曲 柄 OA 可 绕 O 轴 转 动 ,带动 杆 AC 在 套 管 B 内 滑动 , 套 管 B 
及 与 其 刚 连 的 BD 杆 又 可 绕 通过 B 匀 而 与 图 平面 垂直 的 水 平 轴 运 动 。 已 知 ，OA=BD== 
300 mm,OB 一 400 mm, 当 OA 转 至 铅 直 位 置 时 ,其 角速度 ww 一 2 rad/s, 试 求 D 点 的 速度 。 


习题 7-7 图 习题 7-8 图 


7-9 图 示 一 传动 机 构 , 当 OA 往复 摇摆 时 可 使 圆 轮 绕 O, 轴 转 动 。 设 
OA=150 mm,0O01B 二 100 mm, 在 图 示 位 置 ,w 二 2 rad/s, 试 求 圆 轮 转动 的 角 
速度 。 

7-10 ”图 示 绕 线 轮 沿 水 平面 深 动 而 不 滑动 , 轮 的 半径 为 R。 在 轮 上 
有 圆柱 部 分 ,其 半径 为 r+。 将 线 绕 于 圆柱 上 , 线 的 B 端 以 速度 v 和 加 速度 
a 沿 水 平方 向 运动 。 求 绕 线 轮轴 心 O 的 速度 和 加 速度 。 

7-11 图 示 滚 压 机 构 的 滚 子 沿 水 平面 滚动 而 不 滑动 ,曲柄 OA 的 半 
径 为 r==0.1 m, 以 等 转速 二 30 r/min 绕 O 轴 转 动 。 如 滚 子 半径 及 一 
0.1m, 连 杆 AB 长 为 0.173 m, 求 当 曲柄 与 水 平 线 交 角 为 60 时 滚 子 的 角 
速度 和 角 加 速度 。 


习题 7-9 图 


习题 7-10 图 习题 7-11 图 


7-12 杆 AB=!, 上 端 也 靠 在 墙 上 ,下 端 A 以 铵 链 和 圆柱 中 心 相连 ,如 图 所 示 。 杆 AB 
与 水 平面 成 45 "时 ,圆柱 中 心 A 的 速度 为 v4 ,加 速度 为 as 。 求 此 瞬时 杆 AB 的 角速度 、 角 加 


速度 和 点 B 的 速度 .加 速度 。 
7-13 ”图 示 机 构 中 ,曲柄 OA 以 等 角速度 w 绕 O 轴 转 动 , 且 OA 二 01B 二 +。 在 图 示 
位 置 时 了 AO0, = 二 90", 了 BAO== 人 BO1O==45°, 求 此 时 B 点 加 速度 和 O1B 杆 的 角 加 


B 
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习题 7-12 图 习题 7-12 解答 习题 7-13 图 


7-14 杆 AB 长 2m, 两 端 由 销 钉 分 别 连接 到 在 图 示 导 槽 内 运动 的 两 物 块 上 。 在 AB 杆 
水 平时 ,点 B 的 速度 vs 二 4 m/s, 加 速度 ag 二 3 m/s:。 求 该 瞬时 点 A 的 加 速度 和 AB 杆 的 
角 加 速度 。 

7-15 长 1 的 两 杆 AC 与 BC 贸 结 后 ,其 两 端 A 与 B 分 别 沿 两 直线 以 大 小 相等 的 速度 
v1 二 vz 二 v 匀速 运动 ,如 图 所 示 。 求 当 OACB 成 平行 四 边 形 时 ,C 点 的 加 速度 。 

7-16 在 图 示 机 构 中 ,曲柄 OA 长 !, 以 匀 角 速 we 绕 O 转动 , 滑 块 B 沿 x 轴 滑 动 。 已 知 
AB=AC=2/ ,在 图 示 瞬 时 ,OA 垂直 于 xz 轴 , 试 求 该 瞬时 C 点 的 速度 及 加 速度 。 


va 5 
习题 7-14 图 习题 7-15 图 习题 7-16 图 
7-17 如 图 ,等 边 三 角 板 ABC , 边 长 /二 400 mm', 在 其 所 在 平面 内 运动 。 已 知 某 瞬 时 
A 点 的 速度 va 二 0.8 m/s, 加 速度 a4 二 3.2 my/s ,方向 均 沿 AC,B 点 的 速度 大 小 vs = 二 0.4 m/s， 
加 速度 大 小 as 二 0.8 m/s 。 试 求 该 瞬时 C 点 的 速度 及 加 速度 。 


---------------------------------- 第 7 章 ，“ 刚 体 的 平面 运动 
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S 


习题 7-17 图 习题 7-17 解答 


7-18 ”如 图 , 反 平 行 四 边 形 机 构 中 ,AB 二 CD 二 400 mm,BC 二 AD 二 200 mm, 曲 柄 AB 以 


匀 角 速度 w 二 3 rad/s 绕 A 点 转动 , 试 求 CD 垂直 于 AD 时 BC 杆 的 角速度 及 角 加 速度 。 


C 


习题 7-18 图 


7-19 ” 套 简 C 可 沿 杆 AB 滑动 , 且 限 制 在 半径 尺 =0.2 m 的 固定 圆 槽 内 运动 。 在 图 示 
瞬时 , 杆 AB 的 A 端 沿 水 平 直线 运动 的 速度 v4 ==0.8 m/s, 杆 AB 转动 的 角速度 w 王 2 rad/s， 
试 求 套 简 C 在 固定 圆 槽 内 运动 的 速度 。 


300 mm 


习题 7-19 图 习题 7-19 解答 


7-20 在 图 示 配 汽机 构 中 ,曲柄 OA 长 为 ,以 等 角速度 we 绕 O 轴 转 动 。 在 某 瞬 时 ， 
9 一 60",y=90",AB=6r,BC=3V3r。 求 机 构 在 图 示 位 置 时 , 滑 块 C 的 速度 和 加 速度 。 


习题 7-20 图 习题 7-20 解答 


7-21 在 图 示 曲 柄 连 杆 机 构 中 ,曲柄 OA 绕 O 轴 转 动 ,其 角速度 为 wo, 角 加 速度 为 no 。 
在 某 瞬 时 ,曲柄 与 水 平 线 交 成 60" ,而 连 杆 AB 与 曲柄 OA 垂直 。 滑 块 B 在 圆 弧 槽 内 滑动 ， 
此 时 连 杆 AB 与 半径 O1B 交 成 30"。 如 0A =a ,AB = 二 2V3a ,01B 二 24 , 求 在 该 瞬时 , 滑 块 
B 的 切 向 和 法 向 加 速度 。 


习题 7-21 图 


7-22 圆 轮 O 在 水 平面 上 作 纯 滚动 , 轮 心 O 的 速度 为 v= 二 100 mm/s,ao 二 0, 圆 轮 半径 
尺 二 200 mm , 连 杆 BC 长 /==200 V26 mm, 其 一 端 与 轮 缘 一 B 点 贸 结 , 另 一 端 与 滑 块 C 贸 
结 , 试 求 在 图 示 位 置 时 ,C 滑 块 的 速度 与 加 速度 。 

7-23 ”如 图 所 示 平 面 机 构 中 AB 二 CD 二 1.0A 二 01B 二 7 , 深 子 半径 为 R, 沿 水 平 直线 
作 纯 滚动 。 某 瞬时 ,AB 在 水 平 位 置 ,OA 与 O,B 分 别 在 铅 垂 位 置 ,这 时 二 BCD=p, 曲 柄 
OA 的 角速度 与 角 加 速度 为 w 与 we 。 求 该 瞬时 连 杆 A 中 点 C 的 速度 、 加 速度 以 及 深 子 的 
角速度 、 角 加 速度 。 


习题 7-22 图 习题 7-23 图 


7-24 ”图 示 滑 块 A 用 贸 链 固定 在 杆 AB 的 一 端 , 杆 AB 穿 过 可 绕 定 轴 O 转动 的 套 简 。 
设 OE==0.3 m, 滑 块 A 的 速度 为 0.8 m/s。 求 当 0=60° 时 套 简 的 角速度 。 


习题 7-24 图 


和 第 7 章 “刚体 的 平面 运动 人 


7-25 带 有 滑 槽 的 杆 AB 绕 水 平 轴 A 转动 ,通过 固 结 于 轮 缘 上 的 销 钉 B 推动 轮 在 水 平 
面 上 作 纯 滚动 。 已 知 如 图 所 示 瞬 时 w 二 2 rad/s,a 王 3 rad/s*。 求 该 瞬时 轮 心 O 的 速度 和 加 
速度 的 大 小 。 


习题 7-25 图 


7-26 边 长 为 V27 的 正方 形 DEFG 在 自身 平面 内 运动 ,其 两 边 始终 与 固定 槽 边 A 、B 点 
接触 ,AB 二!。 图 示 瞬 时 板 的 角速度 w 和 角 加 速度 a 均 为 已 知 ,A 点 处 于 DG 边 的 中 点 。 求 
板 上 下 点 的 速度 和 加 速度 的 大 小 。 


4 国 由 这 上 扣 昌 
习题 7-26 图 习题 7-26 解答 


7-27 ”内 吵 合 齿轮 机 构 如 图 示 。 已 知 : 曲柄 OB 的 角速度 w==3 rad/s, R= 二 9 cm， 
7 二 4 cm,OA 长 为 2r。 试 求 当 曲柄 位 于 水 平 位 置 时 ,齿轮 A 上 最 低 点 M(AM LOB ) 的 

7-28 ”图 示 齿 轮机 构 中 ,齿轮 半径 均 为 r= 二 12 cm。 试 求 当 杆 OA 的 角速度 w= 二 2 rad/s、 
角 加 速度 a 二 8 rad/s: 时 ,齿轮 I 上 B 和 C 两 点 的 加 速度 。 


习题 7-27 图 习题 7-28 图 


7-29 ”周转 传动 装置 如 图 示 , 在 图 示 瞬 时 ,半径 为 R 的 主动 齿轮 以 角速度 w。 和 和 角 加 速 
度 Qo 作 逆 时 针 转 动 , 而 长 为 3R 的 曲柄 OA 以 顺 时 针 的 角速度 wos 二 wo 、 角 加 速度 QoA—ao 


习题 7-29 图 


本 篇 讨论 矢量 动力 学 。 动 力学 的 任务 是 研究 作用 于 物体 的 力 与 物体 运动 之 间 的 关系 。 
动力 学 将 作用 在 物体 上 的 力 与 其 运动 联系 起 来 ,所 以 一 般 情 况 下 ,动力 学 问题 一 般 都 会 涉及 
运动 学 知识 。 动 力学 的 研究 对 象 是 质点 、 质 点 系 、 刚 体 、 刚 体系 ,或 者 质点 与 刚体 组 成 的 
系统 。 

动力 学 研究 两 类 基本 问题 : 

(1) 已 知 物体 的 运动 规律 , 求 作用 于 物体 上 的 力 ; 

(2) 已 知 作 用 于 物体 上 的 力 , 求 物体 的 运动 规律 。 

牛顿 是 动力 学 研究 的 黄 基 人 ,他 1687 年 在 前 人 的 基础 上 发 表 了 《自然 哲学 的 数学 原理 》 
这 一 巨著 ,其 中 提出 质点 运动 的 三 个 定律 , 英 定 了 矢量 力学 的 基础 。 

本 篇 首先 讨论 质点 动力 学 ,对 动力 学 的 两 类 基本 问题 进行 求解 。 接 下 来 的 3 章 介 绍 经 
过 演绎 归纳 出 的 动力 学 普遍 定理 : 动量 定理 动量 矩 定理 和 动能 定理 。 这 些 定理 都 有 微分 
形式 和 积分 形式 , 据 此 得 到 某 种 形式 的 守恒 定律 。 对 于 一 些 较 简单 的 问题 ,可 以 直接 利用 动 
力学 普遍 定理 给 出 解答 。 而 对 于 复杂 动力 学 问题 ,可 以 利用 这 些 定理 ,建立 系统 的 动力 学 方 
程 ,简称 动力 学 建 模 ,并 利用 计算 技术 进行 求解 。 然 后 介绍 达 妆 贝尔 原理 ,讨论 受 约束 作用 
的 质点 或 质点 系 ( 含 刚体 ) 的 动力 学 规律 。 它 可 以 视 为 牛顿 第 二 定律 的 演变 。 根 据 达 朗 贝尔 
原理 发 展 的 动静 法 是 求解 工程 问题 的 一 种 普 适 且 实 用 的 方法 ,但 是 该 方法 是 在 瞬时 基础 上 
建立 的 解决 动力 学 问题 的 方法 ,方程 本 身 没有 一 个 时 间 历 程 。 

上 述 动力 学 内 容 属 于 矢量 动力 学 的 基本 内 容 。 本 篇 最 后 讨论 虚 位 移 原 理 , 本 质 上 讨论 
的 是 静 力 学 问题 ,但 使 用 的 是 数学 分 析 方 法 ,基于 功 的 概念 对 系统 的 静 力 平衡 及 平衡 位 置 的 
稳定 性 进行 讨论 。 

在 学 习 过 程 中 ,应 注意 系统 的 思想 ,不 同 的 物理 量 从 不 同 的 角度 反映 了 系统 的 机 械 运 
动 。 有 的 物理 量 只 有 外 部 因素 才能 改变 它 ; 也 有 物理 量 内 因 和 外 因 都 可 以 改变 它 。 


质点 动力 学 


8.1 牛顿 运动 定律 


牛顿 (Issac Newton,1642 一 1727) 关 于 运动 规律 的 三 定律 是 力学 的 物理 基础 ,是 整个 动 
力学 的 基础 。 

第 一 定律 (惯性 定律 ) 如 果 质 点 不 受 力 的 作用 , 则 将 保持 其 运动 状态 不 变 , 即 保持 静止 
或 匀速 直线 运动 。 

第 二 定律 ( 力 与 加 速度 之 间 关 系 的 定律 ) 质点 的 质量 与 其 加 速度 的 乘积 等 于 作用 在 质 
点 上 的 力 , 即 

ma=F EG 

第 三 定律 (作用 与 反作用 定律 ) 两 物体 间 的 作用 力 与 反作用 力 总 是 大 小 相等 ,方向 相 
反 , 沿 着 同一 直线 并 且 分 别 作 用 在 两 个 物体 上 。 

第 一 定律 为 整个 力学 系统 选 定 了 一 类 特殊 的 参考 系 一 一 惯性 参考 系 。 在 第 一 定律 中 所 
指 的 不 受 力 ,应 该 理解 为 质点 受到 一 个 平衡 力 系 的 作用 , 即 合力 为 零 。 第 二 定律 指出 了 不 平 
衡 力 系 的 作用 是 质点 运动 状态 发 生 改变 的 原因 。 式 (8. 1.1) 给 出 质点 的 加 速度 与 其 质量 、 所 
受 力 之 间 的 定量 关系 。 如 果 质 点 同时 受到 几 个 力 的 作用 , 则 质点 的 加 速度 等 于 各 力 单独 作 
用 时 所 产生 的 加 速度 的 矢量 之 和 。 这 就 是 力 的 独立 作用 原理 。 根 据 力 的 独立 作用 原理 , 牛 
顿 第 二 定律 可 写成 


ma = OF. (8 起 六 
i=1 


即 质 点 的 质量 与 加 速度 的 乘积 等 于 作用 于 质点 上 的 各 力 的 矢量 和 。 

牛顿 第 二 定律 表明 ,质点 的 加 速度 不 仅 取决 于 作用 在 质点 上 的 力 , 而 且 还 与 质量 成 反 
比 。 对 于 相同 的 力 , 质 量 大 的 质点 加 速度 就 小 ; 反之 ,质量 小 的 质点 加 速度 就 大 。 这 就 是 
说 ,质点 的 质量 越 大 ,其 运动 状态 就 越 不 容易 改变 , 即 力图 保持 其 原 有 运动 状态 的 能 力 就 越 


大 ,或 者 说 它 的 惯性 就 越 大 。 因 此 ,质量 是 质点 惯性 的 度量 。 对 非 惯 性 系 ,牛顿 第 二 定律 不 
再 适用 。 
假设 质点 的 重量 为 W, 由 物理 学 得 知 , 它 在 重力 场 中 作 自 由 落体 运动 时 ,其 加 速度 为 重 
力 加 速度 g。 由 牛顿 第 二 定律 得 


WwW 
mg =W,; 8 一 一 
m 


由 上 式 可 知 ,如 果 能 够 测 得 质点 的 重量 和 重力 加 速度 的 量 值 ,就 可 求 得 质点 的 质量 。 比 
较 精 确 的 实测 表明 ,在 地 面 上 各 处 的 重力 加 速度 并 不 相同 , 它 与 当地 的 纬度 和 高 度 有 关 。 不 
过 ,在 一 般 工程 实际 中 ,可 以 认为 重力 加 速度 的 大 小 为 常数 ,其 值 取 在 45 纬度 海平 面 上 重 
力 加 速度 的 大 小 , 即 : g 王 9.8 m/s’。 
牛顿 第 三 定律 是 静 力 学 中 提 及 的 定律 , 它 在 动力 学 中 仍然 是 分 析 两 个 物体 之 间 相 互 
用 关系 的 依据 ,在 揭示 质点 动力 学 和 质点 系 动力 学 之 间 内 在 联系 上 起 着 不 可 缺少 的 作用 。 
第 三 定律 与 参考 系 的 选取 无 关 。 
牛顿 运动 三 定律 是 在 观察 大 量 的 力学 现象 后 总 结 出 来 的 规律 。 这 些 规律 以 及 由 这 些 
规律 推演 出 来 的 各 种 原理 、 定 理 在 被 用 来 解释 诸多 复杂 的 力学 现象 时 ,又 证 明了 它 的 正 
确 性 。 

相对 于 惯性 参考 系 静 止 或 作 匀速 直线 平 动 的 参考 系 都 是 惯性 参考 系 。 相 对 于 惯性 参考 
系 作 加 速 运动 或 转动 的 参考 系 称 为 非 惯性 参考 系 。 那 么 ,什么 样 的 参考 系 才 是 惯性 参考 系 
呢 ? 实验 观察 结果 表明 ,对 于 大 部 分 工程 实际 问题 ,可 以 近似 地 选取 与 地 球 相 固 连 的 参考 系 
为 惯性 参考 系 ; 而 对 于 研究 人 造 地 球 卫星 的 运行 轨道 ,河流 冲刷 等 问题 ,必须 考虑 地 球 自转 
影响 时 ,可 以 选取 以 地 心 为 原点 而 三 个 轴 分 别 指向 三 颗 恒 星 的 参考 系 作为 惯性 参考 系 ; 在 
天 文 计 算 中 ,必须 考虑 地 球 自转 和 绕 太阳 公转 的 影响 时 , 取 太 阳 中 心 作为 坐标 原点 ,三 个 坐 
标 轴 分 别 指向 三 颗 恒 星 的 参考 系 为 惯性 参考 系 。 

以 后 的 论述 中 , 若 没有 特别 说 明 , 则 总 是 将 与 地 球 相 固 连 的 参考 系 作 为 惯性 参考 系 ,而 
不 考虑 地 球 自转 和 绕 太阳 公转 的 影响 。 

本 书 采 用 国际 单位 制 ,规定 质量 ,长度 和 时 间 为 基本 量 ,它们 的 单位 分 别 为 千克 
(kg)、 米 (m) 和 秒 (s)。 除 了 这 3 个 基本 量 之 外 的 物理 量 均 为 导出 量 , 如 力 、 速 度 和 加 速 
度 等 ,它们 的 单位 为 导出 单位 。 如 : 力 的 单位 为 kg，m。，s“, 又 称 为 N( 牛 ), 即 1 N= 


kg。m。s ’。 


Tt 


8.2 质点 的 运动 微分 方程 
年 了 = 


牛顿 第 二 定律 (8. 1.2) 可 表示 为 


室 
mE Pr, Ca 


i=1 


其 中 ,r 为 质点 的 矢 径 。 式 (8. 2. 1) 称 为 质点 的 运动 微分 方程 。 
由 运动 学 知 ,点 的 加 速度 可 以 根据 不 同 的 坐标 系 写成 各 种 投影 形式 ,因此 ,矢量 形式 的 
方程 (8. 2. 1) 可 以 表示 为 直角 坐标 形式 .自然 坐标 形式 、 极 坐标 形式 等 。 
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8.2.1 质点 运动 微分 方程 的 直角 坐标 形式 


设 质点 相对 于 惯性 直角 坐标 系 Oryz 的 运动 方程 表示 为 : + 二 (1),y 二 y(t1),z 一 
x(!) ,并 将 式 (8. Wo 得 到 


本。 县 2 
m Le WA, m= hs ms dF, Sop 
dt 2 ET dt 二 


或 表示 为 


mE -J mi— PFs (8:2; 9 
其 中 Fi Fi Fa 为 力 F; 在 3 个 坐标 轴 上 的 投影 。 式 (8. 2. 2) 或 式 (8. 2. 3) 为 质点 运动 微 
分 方程 的 直角 坐标 形式 。 


8.2.2 质点 运 Re 


设 质点 M 的 运动 轨迹 已 知 ,由 运动 学 点 M 的 运动 方程 可 用 弧 坐 标 s 表示 : ;二 
s(1), 则 以 任意 瞬时 质点 所 在 处 M rd n 和 分 别 为 沿 
运动 轨迹 上 M 点 的 切线 \ 主 法 线 和 副 法 线 方向 的 单位 矢量 ,将 式 (8. 2. 1) 中 各 项 投影 到 自然 
坐标 轴 上 , 则 有 


ma'=F', ma"=F", ma"=F? 


又 由 运动 学 可 知 ， ie" 一 ao 一 0, 故 有 


pn 和 (8.2.4) 
和 


式 (8. 2.4) 为 自然 坐标 系 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 式 中 F'、F"、F" 分 别 是 作用 在 质 
点 M 上 的 合力 正在 切线 轴 r 、 主 法 线 轴 n 和 副 法 线 轴 b 上 的 投影 。 
【思考 】 若 用 极 坐 标 描述 质点 的 运动 , 试 建立 极 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 


质点 动力 学 的 两 类 基本 问题 


应 用 质点 运动 微分 方程 ,可 以 求解 质点 动力 学 的 两 类 基本 问题 。 

第 一 类 基本 问题 ee 即 已 知 质点 的 运动 方程 或 质点 在 任意 瞬时 的 
速度 或 加 速度 , 求 作用 在 质点 上 的 未 知 力 。 这 一 类 问题 可 归结 为 数学 中 的 微分 问题 。 

求解 该 问题 比较 简单 。 prelimi 它 对 时 间 求 两 次 导数 即 可 得 
到 质点 的 加 速度 ,代入 适当 形式 的 质点 运动 微分 方程 ,得 到 一 个 代数 方程 组 ,求解 这 个 方程 
组 即 可 得 到 所 求 的 未 知 力 。 

第 二 类 基本 问题 已 知 作 用 在 质点 上 的 力 , 求 质点 的 运动 规律 。 这 一 类 问题 可 归结 为 
数学 中 的 积分 问题 。 
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求解 积分 问题 要 比 求解 微分 问题 复杂 得 多 。 因 为 作用 于 质点 上 的 力 可 能 是 时 间 的 函 
数 ,也 可 能 是 质点 的 位 置 坐标 的 函数 ,或 者 是 质点 速度 的 函数 ,还 有 可 能 是 上 述 3 种 变量 的 
函数 。 为 了 分 离 变 量 进行 积分 ,在 求解 时 应 根据 力 的 性 质 将 加 速度 写成 相应 的 形式 ,如 : 


dz 中 dz dz .dz 
dd” 7 dzd Ydr 


求解 微分 方程 时 将 会 出 现 积分 常数 ,这 些 积分 常数 与 质点 运动 的 初始 条 件 有 关 , 如 质 
的 秽 痊 位置 和 和 袍 纵 速 度 千 。 所 以 ,求解 第 二 类 问题 时 ， epee ee 
还 必须 知道 质点 运动 的 初始 条 件 , 才 能 完全 确定 质点 的 运动 。 由 高 等 数学 知识 可 知 ,只 有 当 
力 的 函数 关系 比较 简单 时 ,才能 求 得 微分 方程 的 精确 解 ; 当 力 的 函数 关系 比较 复杂 时 ,求解 
将 非常 困难 ,有 时 只 能 求 得 近似 解 。 
顺便 指出 ,在 质点 动力 学 问题 中 ,有 一 些 问 题 是 第 一 类 和 第 二 类 基本 问题 的 综合 。 下 面 
举例 说 明 如 何 运用 质点 运动 微分 方程 求解 质点 动力 学 的 这 两 类 基本 问题 。 
【 例 8.3.1】 如 图 8. 3. 1 所 示 质 量 为 m 的 物体 ,在 均匀 重力 场 中 
由 静止 自由 下 落 , 受 到 的 空气 阻力 大 小 为 二 jw? ,阻力 系数 yy 二 0 可 
由 实验 测定 。 试 求 物体 的 运动 规律 。 
【 解 】 物体 平 动 下 落 可 视 为 质点 ,此 题 是 已 知 力求 运动 ,属于 第 
二 以 物体 为 研究 对 象 , 取 初 始 位 置 O 为 铅 垂 向 下 xz 轴 的 原 
点 。 物 体 受 重力 mg 和 阻力 F 的 作用 ,其 运动 微分 方程 为 


二 


本 时 = 图 8.3.1 例 8.3.1 图 

在 物体 下 落 过 程 中 速度 逐渐 增加 ,但 由 于 重力 大 小 为 常数 ,阻力 大 小 下 是 速度 的 二 次 
函数 ,所 以 速度 达到 一 定 值 v, 时 ,重力 与 阻力 成 平衡 ,物体 的 加 速度 为 零 ,此 后 物体 作 匀 速 
运动 , 则 有 


mg vs m 0, ww 一 VSg/A 一 c 


速度 vi 称 为 物体 下 落 的 极限 速度 。 在 求 下 落 运动 规律 时 ,应 以 速度 未 达到 极限 值 的 某 


一 时 刻 建 立 运 动 微分 方程 , 即 : m 时 二 mg 一 po7 ,或 时 二 与 Ce 一 wv*)。 将 此 式 分 离 变 量 , 注 


i i 
意 到 : 一 一- 去 ( 二 二 -二 =) "根据 初始 条 件 积分 上 式 有 


sd 这 c+v 反 
| 3 3 | 8d, 证 
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e“ 十 1 er +e 
对 此 式 再 积分 一 次 , 便 求 得 物体 的 运动 规律 为 
这 一 人 co £1) 


【说 明 】 @D 在 建立 运动 微分 方程 时 ,坐标 原点 的 位 置 应 固定 不 动 。 回 分 离 变 量 法 是 求 


解 微分 方程 的 一 种 常用 方法 ,请 注意 理解 其 实质 含义 。 
【 例 8.3.2】 单 自由 度 阻 尼 系 统 的 自由 振动 。 
如 图 8. 3. 2(a) 所 示 ,质量 为 m 的 物体 受 线性 弹簧 
和 黏 性 阻尼 约束 ,在 重力 场 中 沿 铅 直方 向 运动 。 二 
若 取 物体 静 平 衡 位 置 O 为 坐标 原点 ,给 定 初始 位 0 
移 x。 和 初速 度 之 , 试 建立 物体 的 运动 微分 方程 。 | 
已 知 弹簧 的 弹性 系数 为 上 , 黏 性 阻尼 器 的 阻尼 因数 
【 解 】 物体 受 力 如 图 8. 3. 2(b) 所 示 , 黏 性 阻 
尼 力 下 , 沿 物体 速度 的 相反 方向 ,大 小 为 下 .=cu， 图 8.3.2 例 8.3.2 图 
因数 称 为 阻力 因数 。 取 坐标 原点 在 静 平衡 位 
置 , 则 质点 运动 微分 方程 为 


mz =mg—c¢zi—k(ri+oa) (a) 
式 中 ,6, 为 静 平衡 时 物体 的 位 移 量 。 考 虑 到 : mg 三 A6. , 故 质点 运动 微分 方程 可 简化 为 
7 袜 十 < 十 AZ 一 0 (b) 
引入 无 阻尼 固有 频率 w。 和 衰减 因数 


wo 一 /| 一 ， 光 一 一 


则 式 (b) 可 化 为 如 下 标准 形式 : 
文 十 2nX 十 wix = 二 0 (c) 
式 (c) 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 。 
考虑 到 mg 一 As , 故 固有 频率 还 可 以 表示 为 


9。 
车 阻尼 因数 为 c= 二 0, 则 此 时 物体 的 运动 为 无 阻尼 的 自由 振动 .振动 微分 方程 为 
天 十 oiz 二 0 Cd) 


= 和 = /位 (e) 
wo k 


【说 明 】 对 于 单 自由 度 系统 ,在 建立 质点 的 运动 微分 方程 时 ,车 将 坐标 原点 选 在 系统 
的 静 平衡 位 置 ,可 同时 不 计 弹 簧 静 伸 长 和 重力 作用 ,这 样 可 以 快速 建立 系统 的 运动 微分 方 
程 。 加 有 关 振 动 比较 深入 的 讨论 请 见 第 16 章 或 参考 机 械 振 动 的 教材 。 

【 例 8. 3.3】〗 质量 为 m 的 小 球 M 悬 于 长 为 !\ 质 量 不 计 且 无 弹性 的 软 绳 一 端 , 组 成 一 单 
摆 ( 数 学 摆 ), 如 图 8. 3.3(a) 所 示 。 当 绳 在 铅 垂 位 置 时 , 球 因 受 冲击 具有 水 平 初速 v。。 不 计 
空气 阻力 , 求 小 球 的 运动 和 绳子 的 拉力 。 

【 解 】 选取 小 球 为 研究 对 象 .并 进行 分 析 受 力 ,将 小 球 置 于 运动 的 一 般 位 置 时 ,小 球 受 
有 重力 和 绳子 的 拉力 ,如 图 8. 3.3(b) 所 示 。 因 小 球 受 强 的 约束 ,只 能 在 铅 直 面 内 沿 半径 为 / 
的 圆 弧 运动 , 故 选 用 自然 坐标 法 研究 方便 。 设 小 球 运动 开始 的 位 置 (最 低 点 ) 为 弧 坐 标 原点 ， 
绳子 的 摆 角 为 g ,小 球 的 弧 坐 标 为 *, 则 有 


其 运动 为 简 谐 振动 ,振动 的 周期 为 


从 而 可 建立 质点 动力 学 方程 为 
ma'= >) FI ， mg =—mgsing (a) 
ma" 一 Ds ， ml¢’=F—mgcosp (b) 


本 题 可 利用 式 (a) 求 得 小 球 的 运动 ,再 由 式 (b) 求 小 球 所 受 的 约束 力 , 属 于 第 一 类 问题 和 
第 二 类 问题 的 综合 题 。 由 式 (a) 可 得 


+sing =0 (c) 
这 是 一 个 二 阶 常 系 数 非 线性 微分 方程 ,其 解 为 椭圆 积分 ,比较 复杂 ,这 里 不 讨论 小 球 的 
运动 方程 , 仅 研究 其 速度 的 变化 规律 。 
将 $= 二 Bp dp /dy 代入 方程 (c) 并 分 离 变 量 后 ,得 : pd = 一 车 singdp。 考虑 到 初始 条 
件 ,对 该 式 积分 可 得 : | .2d8 一 (一 Fe) dp, 故 有 
po +2 1 (cosp 一 1) (d) 
将 式 (d) 代 入 式 (b) ,可 求 得 绳子 的 拉力 , 即 
mw? 
J 
可 见 绳 的 拉力 仍 由 静 约 束 力 和 附加 动 约束 力 两 部 分 组 成 , 且 绳 的 拉力 是 摆 角 9 的 函 
数 。 当 0 入 gp 过 x 时 ,绳子 拉力 随 gp 增 大 而 减 小 。 因 为 绳 只 能 承受 拉力 , 即 玉宇 0, 所 以 要 使 
小 球 作 圆周 运动 ,初速 v。 应 满足 一 定 的 条 件 。 设 g 二 x 时 ,下 二 0, 由 式 (e) 有 : 一 5mg 十 


由 了 一 0, 得 , v。 二 V587。 这 就 是 小 球 作 圆周 运动 的 最 小 初速 度 。 
当 vv。 之 V587 时 ,小 球 作 圆周 运动 。 由 式 (e) 可 求 得 绳子 拉力 的 最 大 值 和 最 小 值 


下 一 mgcosp mlg’ =mg(3cosg 一 2) 十 (Ce) 


2 

v 

9 一 0: 下 一 728 十 7 到 
v 
p=: 下 上。 5mg 十 7 7 


2 
当 wo 二 V5gl 时 , 令 下 二 0, 由 式 (e) 求 得 : cospa— 3 gr° 
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由 于 绳 不 能 承受 压力 , 当 gp 之 ya 时 ,小 球 将 失去 绳 的 约束 脱离 圆 弧 轨道 ,在 重力 作用 下 
沿 抛物 线 ABC 运动 。 在 此 情形 下 , 球 的 运动 分 两 个 阶段 : OA 段 , 球 是 非 自由 质点 , 沿 圆 弧 
运动 ; ABC 段 , 球 是 自由 质点 , 它 沿 抛物 线 运动 ,如 图 8. 3. 4(a) 所 示 。 

小 球 之 所 以 能 由 非 自 由 质点 转变 为 自由 质点 ,是 因为 约束 小 球 运 动 的 绳索 是 单 面 约束 。 
物体 受 单 面 约束 时 的 运动 特点 ,在 生产 实际 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ,例如 化 工 、 采 矿 等 机 械 中 
常用 的 球磨 机 就 是 根据 这 一 运动 特点 设计 的 。 如 图 8. 3.4(b) 所 示 的 球磨 机 转 简 , 当 转 简 带 
动 钢 球 旋转 到 一 定 角度 gp, 时 , 钢 球 脱离 约束 沿 抛物 线 飞 落下 来 ,打击 简 内 的 物料 或 矿石 ,以 
达到 粉碎 的 目的 。 钢 球 恰好 不 脱离 约束 时 转 简 的 转速 称 为 临界 转速 wo ,运动 时 应 使 球磨 
转 简 的 转速 。 二 w。。 为 了 提高 粉碎 效率 ,设计 时 要 计算 脱离 角 、 打 击 速 度 和 飞行 时 间 , 据 此 
计算 转 简 合理 的 转速 和 尺寸 参数 。 

但 是 , 像 离 心 浇铸 机 一 类 机 械 ,虽然 也 是 单 面 约 束 , 却 不 允许 发 生 脱 离 约 束 情形 出 现 。 
此 时 必须 有 足够 大 的 初速 度 w ,以 保证 质点 在 任何 位 置 受到 的 约束 力 FF 二 0, 如 图 8. 3.4(c) 
所 示 。 这 样 铁水 才能 紧 贴 在 简 辟 上。 不 难 求 得 此 时 we 之 V58R ,由 此 可 求 得 转 简 的 临界 角 


速度 wo> | 其 ,而 转 简 的 角速度 w>wo。 


【思考 】 若 小 球 M 放 在 Mo 位 置 的 左 侧 ( 见 图 8. 3. 3) 建 立 质点 运动 微分 方程 ,又 将 
如 何 ? 


图 8.3.4 自由 质点 的 运动 以 及 在 机 械 中 的 应 用 


8.4 质点 相对 运动 动力 学 的 基本 方程 
一 < 


前 面 研究 了 质点 在 惯性 参考 系 中 的 运动 ,本 节 研 究 质点 在 非 惯性 参考 系 中 的 运动 。 这 
是 因为 在 有 些 情 形 下 ,需要 研究 质点 相对 于 非 惯 性 参考 系 中 的 运动 。 例 如 ， 
发 射 远程 炮弹 ,要 准确 命中 目标 ,就 要 考虑 由 于 地 球 自 转 所 引起 的 轨道 的 偏 
离 ,这 时 固 结 在 地 球 表面 上 的 坐标 系 由 于 地 球 自转 (虽然 自转 的 角速度 比较 
小 ) 就 不 是 一 个 十 分 精确 的 惯性 坐标 系 ,而 是 一 个 非 惯性 坐标 系 。 

具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


思 
EL 考题 


8-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1. 如 图 所 示 ,在 铅 直面 内 的 一 块 圆 板 上 刻 有 3 道 直 模 AO、BO .CO,3 个 质量 相等 的 小 
球 M, 、M, 、M 在 重力 作用 下 自 静 止 开 始 同 时 从 A、B、C 3 点 分 别 沿 各 槽 运动 ,不 计 摩 擦 ， 


则 先 到 达 点 O 的 是 ( hs 
A. Mi 小 球 B. Ms 小 球 C. Ms 小 球 D. 三 球 同时 


2. 竖 直 上 抛 一 质量 为 m 的 小 球 ,假设 空气 阻力 Fs 与 速度 v 的 一 次 方 成 正比 , 即 Fr 二 
一 pv ,其 中 A 为 阻力 常数 。 选 取 图 示 坐 标 轴 , 则 小 球 A 的 运动 微分 方程 为 a 
A. mz 二 一 mg 一 jx (上 升 阶 段 ) ,mz 二 一 mg 十 uz (下 降 阶 段 ) 
B. mz 二 一 mg 一 yz (上 升 阶 段 ) ,mz 二 mg 一 jx (下 降 阶 段 ) 
C. mz 三 一 mg 一 jz (上 升 或 下 降 阶段 ) 
D. mz 二 mg 十 jX (上 升 阶段 ) ,mz 二 mg 一 jz (下 降 阶 段 ) 
A 


0 77 
选择 题 1 图 选择 题 2 图 


3. 质量 相等 的 两 质点 , 若 它们 在 一 般 位 置 的 受 力 图 相同 , 则 关于 它们 的 运动 情况 说 法 
正确 的 是 ( 类 
A. 运动 必然 相同 
B. 只 有 在 所 选 坐 标 形式 相同 时 才 会 相同 
C. 只 有 在 初始 条 件 相同 时 才 会 相同 
D. 只 有 在 初始 条 件 和 所 选 坐标 形式 都 相同 时 才 会 相同 
4. 3 个 质量 均 为 m 的 小 球 ,分 别 以 不 同 的 方式 连接 在 刚度 系数 均 为 k 的 弹簧 的 一 端 ， 
小 球 受 弹簧 力 的 作用 而 沿 相应 的 坐标 作 往 复 运 动 如 图 所 示 。 若 均 以 系统 静 平 衡 位 置 为 
轴 的 坐标 原点 , 则 在 各 自 的 坐标 系 中 小 球 的 运动 微分 方程 是 ( 济 
A. 都 相同 B. 都 不 相同 
C. 图 (a) 与 图 (c) 相 同 D. 图 (a) 与 图 (b) 相 同 
5. 设 汽 车 以 匀速 v 通过 图 示 路 面 A、B.\C 三 处 时 ,车 对 该 三 处 路 面 的 压力 大 小 分 别 为 
Fa、Fs、Fc, 则 有 ( )5 
A Pi=Fs= Fe 
G Pas<FsFa SR 


B. Fs>Fa,Fa<Fe 
D, Fs<Fa<Fe 


B 
i a 
(a) (b) (c) 4 C 
选择 题 4 图 选择 题 5 图 


6. 图 示 重 物 置 于 倾角 为 30" 的 斜面 上 ,车 图 (a)、(c) 的 重 物 重 为 W, 图 (b)、(d) 的 重 物 重 
为 2W, 图 (a)、(b) 的 斜面 为 光滑 斜面 ,图 (c)、(d) 的 斜面 与 重 物 间 的 摩擦 因数 为 /= 二 0.1。 以 下 
5 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( $s 


Wm 2 WA 2 了 2 
30° 30° 30° 30° 
(a) (b) (9) (d) 
选择 题 6 图 


A. 图 Ca) 和 图 (b) 中 两 重 物 沿 斜面 下 滑 的 加 速度 相等 
图 (a) 的 重 物 沿 斜面 下 滑 的 加 速度 小 于 图 (b) 的 重 物 沿 斜 面 下 滑 的 加 速度 
”图 (c) 的 重 物 沿 斜面 下 滑 的 加 速度 小 于 图 Cd) 的 重 物 沿 斜 面 下 滑 的 加 速度 

D. 图 (ce) 的 重 物 沿 斜面 下 滑 的 加 速度 大 于 图 (d) 的 重 物 沿 斜 面 下 滑 的 加 速度 

E. 图 (c) 的 重 物 沿 斜面 下 滑 的 加 速度 等 于 图 (d) 的 重 物 沿 斜面 下 滑 的 加 速度 

7. 图 示 重 物 A 重 为 W 置 于 光滑 水 平面 上 , 系 在 绳索 上 ,绳索 绕 过 一 质量 不 计 的 光滑 小 

滑轮 。 图 (a) 中 绳索 的 另 一 端 作用 一 力 W, 图 (b) 中 绳索 的 另 一 端 挂 一 重 为 W 的 重 物 B。 以 
下 5 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( 短 


W W 


全 


(a) (b) 
选择 题 7 图 


A. 图 (a) 中 在 水 平面 上 重 物 的 加 速度 与 图 (b) 中 在 水 平面 上 重 物 的 加 速度 相等 
B. 图 (a) 中 在 水 平面 上 重 物 的 加 速度 大 于 图 (b) 中 在 水 平面 上 重 物 的 加 速度 相等 
C. 图 (a) 中 在 水 平面 上 重 物 所 受 的 拉力 等 于 图 (b) 中 在 水 平面 上 重 物 所 受 的 拉力 
D. 图 (a) 中 在 水 平面 上 重 物 所 受 的 拉力 小 于 图 (b) 中 在 水 平面 上 重 物 所 受 的 拉力 
E. 图 (a) 中 在 水 平面 上 重 物 所 受 的 拉力 大 于 图 (b) 中 在 水 平面 上 重 物 所 受 的 拉力 
8. 某 人 在 地 面 上 用 枪 瞄 准 在 空中 离 地 面 高 度 为 h 的 物体 ,物体 与 人 的 水 平 距离 为 !。 在 
子弹 射出 的 同时 ,物体 开始 自由 下 落 。 若 不 计 空 气 阻力 ,以 下 4 种 说 法 中 ,正确 的 是 (  )。 


A. 子弹 在 任意 大 小 的 初速 度 w。 下 ,都 一 定 不 能 在 物体 落地 之 前 被 射 中 
B. 子弹 在 任意 大 小 的 初速 度 w。 下 ,都 一 定 能 在 物体 落地 之 前 被 射 中 


C. 3G ws < | 车 时 ,物体 不 能 在 落地 之 前 被 射 中 


D. 当 vo, >V28 时 ,物体 能 在 未 落地 之 前 被 射 中 
9. 图 示 小 球 C 重 为 W, 由 两 绳索 AC 、BC 静止 甚 挂 ,此 时 由 静 力 学 方法 可 求 得 两 绳 的 
张力 为 W。 若 将 BC 强 突 然 剪 断 , 经 判断 在 该 瞬时 AC 绳 的 张力 Fac 的 大 小 ,有 以 下 4 种 说 
法 ,正确 的 是 ( 沽 
A. 在 该 瞬时 有 Fac 二 W B. 在 该 瞬时 仍 有 Fac 记 W 
C. 在 该 瞬时 有 Fac 二 W D. 在 该 瞬时 有 Fac 二 0 
10. 在 图 示 机 构 中 ,O1A 平行 且 等 于 O,B, 杆 Oi,A 以 匀 角 速度 w 绕 水 平 轴 O, 转动 ,在 图 
示 瞬 时 ,质量 为 m 的 动 点 M 沿 半圆 板 运动 至 最 高 点 , 则 该 点 的 牵连 惯性 力 的 方向 是 ( Ds 
A. 沿 O,M 方向 B. 沿 O,M 方向 
C. 平行 O,A 向 上 D. 平行 O,A 向 下 


选择 题 8 图 选择 题 9 图 选择 题 10 图 


8-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 信 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 打 “X”) 
1. 质点 的 质量 越 大 ,其 惯性 也 就 越 大 。 

2. 作用 于 质点 的 力 和 质点 所 获得 的 加 速度 是 同 瞬时 产生 ,也 是 同 瞬时 消失 。 
3. 物体 运动 速度 越 大 ,所 受 力 也 就 越 大 。 

4. 对 任意 选取 的 参考 系 ,牛顿 定律 并 不 一 定 适用 。 

5. 物体 重量 和 重力 加 速度 随 着 物体 在 地 球 上 所 处 位 置 的 不 同 而 有 所 差异 , 故 二 者 的 比 


) 
) 
) 


一 一 一 一 


值 也 会 随 着 物体 在 地 球 上 所 处 位 置 的 不 同 而 有 所 差异 。 ( ) 

6. 重力 加 速度 随 着 纬度 的 增加 而 有 所 增加 。 ( ) 

7. 质点 受到 的 力 越 大 ,运动 的 速度 也 一 定 越 大 。 ( ) 

8. 距 地 面 高 为 h 的 质点 M ,以 一 定 的 水 平 初速 度 抛 出 , 则 该 质点 落地 时 的 水 平 距离 与 

w 成 正比 。 I 
9. 在 北半球 某 一 地 面 位 置 向 正 北方 目标 发 射 一 炮弹 , 则 炮弹 会 落 在 目标 以 东 的 位 置 。 

¢ 

10. 悬挂 于 地 面 上 的 静止 物体 的 铅 垂 线 一 定 通过 地 球 中 心 。 ( ) 


8-3 小 车 的 AB 侧面 铅 直 , 物 块 M 与 小 车 间 的 摩擦 因数 为 了 ,如 图 所 示 。 若 使 物 块 M 
不 致 下 落 , 则 小 车 运动 的 加 速度 a 的 大 小 满足 ( 
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8-4 设 空气 阻力 与 抛射 体 的 速度 平方 成 正比 , 试 写 出 物体 4 
铅 直 向 上 、 铝 垂 向 下 及 倾斜 抛射 3 种 情况 下 的 运动 微分 方程 。 

8-5 假设 地 球 的 引力 增加 一 倍 , 问 下 列 现象 是 否 变化 ? 

(1) 单 摆 的 振动 周期 ; (2) 弹 簧 质量 系统 的 振动 周期 ; 
(3) 轮 船 的 吃水 线 ; (4) 重 物 沿 粗糙 斜面 向 下 滑动 的 加 速度 。 

8-6 已 知 月 球 表面 上 重力 加 速度 为 地 球 表面 重力 加 速度 
的 六 分 之 一 。 问 : 在 地 球 上 体重 600 N 的 人 ,在 月 球 表 面 上 使 用 地 球 上 用 的 天 平和 夸 码 称 
这 个 人 的 重量 是 多 少 ? 用 弹簧 秤 称 呢 ? 

8-7 电梯 里 放 一 重 物 , 试 比较 在 下 述 几 种 情况 下 , 重 物 对 地 板 压力 的 大 小 ( js 


思考 题 8-3 图 


A. 电梯 静止 不 动 B. 电梯 匀速 上 升 
C. 电梯 加 速 上 升 ( 加 速度 大 小 为 a) D. 电梯 减速 上 升 ( 加 速度 大 小 为 a) 
E. 电梯 匀速 下 降 F. 电梯 加 速 下 降 ( 加 速度 大 小 为 a) 


G. 电梯 减速 下 降 ( 加 速度 大 小 为 a) 


习题 
8-1 物 块 A 、B 的 质量 分 别 为 mi = 二 20 kg 和 ms 二 40 kg, 并 以 弹 繁 互相 连接 ,如 图 所 示 。 


物 块 A 沿 负重 线 以 y= 二 Hcos 55 作 简 谐 运 动 , 式 中 振幅 委 二 10 mm, 周 期 了 = 二 0.25 s。 弹 


得 的 质量 不 计 。 求 支承 面 CD 所 受 压力 的 最 大 值 和 最 小 值 。 
8-2 车轮 的 质量 为 m, 沿 水 平 路 面 作 匀 速 运动 ,如 图 所 示 。 路 面 上 有 一 目 坑 ,其 形状 由 


方程 y= 也 (1 一 cos 3) 确定 。 路面 和 车 轮 均 看 成 刚体 。 车 古 通过 弹簧 给 车 轮 以 压力 了， 
当 车 子 经 过 四 坑 时 , 求 路 面 给 车 轮 的 最 大 和 最 小 约束 力 。 


习题 8-1 图 习题 8-2 图 


8-3 ”为 了 使 列车 对 铁轨 的 压力 垂直 于 路 基 , 在 铁道 弯曲 部 分 外 轨 要 比 内 轨 稍 为 提高 。 
如 果 轨 道 的 曲率 半径 为 p= 二 300 mm, 内 外 轨道 间 的 距离 为 5 二 1.6 m, 列 车 的 速度 为 v= 
12 m/s, 求 外 轨 高 于 内 轨 的 高 度 。 

8-4 图 示 一 质点 无 初速 地 从 位 于 铅 直面 内 的 圆 的 顶点 O 出 发 ,在 重力 作用 下 沿 通过 


(21 


和 MA 


O 点 的 弦 运 动 。 设 圆 的 半径 为 尺 ,摩擦 不 计 。 试 证 明 质 点 走 完 任何 一 条 弦 所 需 的 时 间 相 同 ， 
并 求 出 此 时 间 。 


习题 8-3 图 习题 8-4 图 


8-5 ”小 球 从 固定 的 光滑 半圆 柱 的 顶点 A 处 无 初速 地 下 滑 ,如 图 所 示 。 求 小 球 脱离 半 
圆柱 时 的 位 置 角 p。 

8-6 套 管 A 的 质量 为 m, 因 受 绳子 牵引 沿 铅 垂直 杆 向 上 滑动 ,绳子 的 另 一 端 绕 过 与 杆 
距离 为 / 的 滑车 B 而 缠 在 鼓 轮 上 ,如 图 所 示 。 当 鼓 轮转 动 时 ,其 边缘 上 各 点 的 速度 的 大 小 
为 w。 若 不 计 摩擦 , 求 绳子 的 拉力 和 距离 x 之 间 的 关系 。 


习题 8-5 图 习题 8-6 图 习题 8-6 解答 


8-7 ”图 示 两 物体 质量 分 别 为 加 和 m, ,用 绳 相互 连接 ,此 绳 跨 过 一 滑轮 ,滑轮 的 半径 为 
r。 若 在 开始 时 ,两 物体 的 高 度 差 为 ,而 且 mm 二 ma ,不 计 滑 轮 质 量 。 求 由 静止 释放 后 ,两 
物体 达到 相同 的 高 度 时 所 需 的 时 间 。 


这 
习题 8-7 解答 


8-8 ”半径 为 R 的 偏心 轮 绕 轴 O 以 匀 角 速度 w 转动 ,推动 导 板 沿 铅 直 轨道 运动 ,如 图 所 
示 。 导 板 顶 部 放 有 一 质量 为 m 的 物 块 A , 设 偏心 距 OC 二 e, 开 始 时 OC 沿 水 平 线 。 求 : (1) 物 
块 A 对 导 板 的 最 大 压力 ; (2) 使 物 块 A 不 离开 导 板 的 最 大 角速度 wx 。 
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习题 8-8 图 加 册 0.8 如 


8-9 一 小 车 以 等 加 速度 a 沿 与 水 平面 夹 角 为 0 的 斜面 向 上 运动 ,在 小 车 的 平 项 上 放 一 
量 为 m 的 物 块 , 随 车 一 同 运动 ,如 图 所 示 。 问 物 块 与 小 车 间 的 静摩擦 因数 /, 最 小 应 为 多 少 ? 


[nl zx 
© 
oA 
SU me 
习题 8-9 图 习题 8-9 解答 


8-10 图 示 半 圆 形 凸轮 以 等 速 v 王 0. 1 m/s 向 右 运动 ,通过 CD 杆 使 重 物 M 上 下 运动 。 
已 知 凸轮 半径 尽 =100 mm , 重 物质 量 为 六 王 10 kg,C 轮 半径 不 计 。 求 当 9 一 45" 时 重 物 M 
对 杆 CD 的 压力 。 
8-11 质量 皆 为 m 的 A、B 两 物 块 以 无 重 杆 光滑 匀 结 , 置 于 光滑 的 水 平 及 铅 垂 面 上 ,如 
折 示 。 当 0 二 60" 时 自由 释放 , 求 此 瞬时 杆 AB 所 受 的 力 。 


习题 8-10 图 习题 8-11 图 


8-12 一 质点 在 粗糙 的 与 水 平面 成 角 的 斜面 上 以 速度 w 水 平 抛 出 。 以 后 质点 若 运 动 
的 方向 与 向 下 的 最 大 倾斜 角 线 成 0 角 , 当 摩擦 因数 为 /时 ,证 明 质 点 的 速度 为 : wocscg。 
Ctraund /od 。 


习题 8-12 图 习题 8-12 解答 


AAA 
223 
NA 


AN 
224 
NM 


理论 力学 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 


8-13 半径 30 cm、 高 50 cm 并 装 有 半 桶 液体 的 圆 桶 , 绕 自身 铅 垂 轴 旋 转 , 求 液体 不 致 溢 
出 的 最 大 角速度 w。 


习题 8-13 图 习题 8-13 解答 


8-14 ”两 个 相同 的 球 A 和 B, 用 不 可 伸 长 的 绳子 系 在 水 平 杆 CD 的 两 端 , 杆 CD 长 24， 
绳 长 4:。 要 使 绳子 与 铅 垂 线 的 夹 角 为 0, 求 杆 CD 绕 通 过 其 中 点 的 铅 垂 轴 旋 转 的 角速度 w 。 


习题 8-14 图 习题 8-14 解答 
8-15 图 示 滑 轮机 构 ,物体 A 、B 的 质量 分 别 为 m， 和 my: 若 不 计 绳子 和 滑轮 的 质量 , 且 
绳子 不 可 伸 长 。 试 求 物体 从 静止 开始 运动 后 的 加 速度 。 


[OR 
习题 8-15 图 习题 8-15 解答 


动量 定理 


9.1 动量 与 冲 量 
SE 


9.1.1 动量 
1. 质点 的 动量 


点 的 动量 是 用 来 度量 质点 机 械 运动 的 一 个 物理 量 。 质 点 的 动量 等 于 其 质量 与 速度 的 
人 


p=mv (Qs 1 32 
动量 是 矢量 ,动量 的 方向 与 速度 方向 相同 。 在 国际 单位 制 中 ,动量 的 单位 为 kg ， m/s。 


2. 质点 系 的 动量 


质点 系 中 各 质点 动量 的 矢量 和 称 为 质点 系 的 动量 主 和 失 ,简称 为 质点 系 的 动量 , 即 
p= 2 mv (% 直 加 


p Dmiv; Dmir: 号 > pairi 


又 由 质心 坐标 公式 知 : > mir; 一 Mrc, 代入 上 式 可 得 


dre 
dt 
式 (9.1.3) 给 出 了 质点 系 动量 的 简捷 求法 。 这 表明 ,质点 系 的 动量 也 可 以 用 质点 系 的 总 
ee ty 不 论 质点 系 内 各 质点 的 速度 如 何不 同 ,只 要 知道 质心 的 速 


p = Mre) 一 M 


=Mvc 各 


度 ,就 可 以 立即 求 出 整个 质点 系 的 动量 。 

刚体 是 质点 系 的 特殊 情形 , 它 由 无 限 个 质点 所 组 成 。 用 式 (9.1. 3) 计 算 刚 体 的 动量 非常 
方便 。 例 如 车 轮作 平面 运动 ,质心 的 速度 为 vc ,如 图 9. 1. 1 所 示 , 则 车 轮 的 动量 为 Mvc ; 又 
如 圆 盘 绕 中 心 轴 O 转动 , 若 质量 对 称 于 O 轴 分 布 , 则 质心 在 O 轴 上 ,如 图 9. 1.2 所 示 , 因 
vc 二 vo 二 0, 因 此 该 刚体 的 动量 为 : p 一 Mvc 一 0。 


Ce 全 


图 9.1.1 作 纯 滚动 的 车 轮 图 9.1.2 作 定 轴 转 动 的 圆 盘 


【说 明 】 由 以 上 两 例 可 见 , 质 点 系 的 动量 是 描述 质点 系 随 质心 运动 的 一 个 力学 量 , 它 不 
能 描述 质点 系 相 对 于 质心 的 运动 。 
如 果 质 点 系 是 由 多 个 刚体 组 成 , 则 该 质点 系 的 动量 可 写 为 
= = (9.1.4) 
式 中 ,mi; ,wc; 分 别 为 第 i 个 刚体 的 质量 和 它 的 质心 的 速度 。 
【注意 】 计算 动量 时 的 速度 是 绝对 速度 , 当 有 相对 运动 时 ,有 时 需要 利用 速度 的 合成 
定理 。 


9.1.2 力 的 冲 量 


力 对 物体 作用 的 运动 效果 不 仅 取决 力 的 大 小 和 方向 ,而 且 和 该 力作 用 在 物体 上 的 时 间 
长 短 有 关 。 力 与 其 作用 时 间 的 乘积 称 为 力 的 冲 量 。 它 表明 了 力 对 物体 作用 的 时 间 积 累 
效应 。 


1. 常 力 的 冲 量 


常 力 的 冲 量 为 常 力 矢量 与 其 作用 时 间 的 乘积 ,用 1 表示 
了 一 下 《9. 1 5) 
冲 量 是 矢量 ,其 方向 与 作用 力 的 方向 相同 。 在 国际 单位 制 中 , 冲 量 的 单位 为 N。s 或 
kg* m/s。 


2. 变 力 的 冲 量 
变 力 在 微小 时 间 间 隔 dt 内 的 冲 量 称 为 该 力 在 : 瞬时 的 元 冲 量 ,用 di 表示 


dl =Fdt (9.1.6) 
任意 力 在 有 限时 间 内 (瞬时 1, 至 瞬时 1,) 的 冲 量 可 用 一 个 矢量 积分 表示 
r= a =| Fa 09. 1.7) 


3. 力 系 的 冲 量 
作用 于 质点 系 上 力 系 的 各 力 冲 量 的 矢量 和 称 为 力 系 的 冲 量 , 即 
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= 二 下 | FDdt 
交换 求 和 与 积分 的 顺序 ,得 


1=[" Bra=) Fata (9.1.8) 
1 村 


式 中 , Fg(1) 二 >)F(L) 为 力 系 的 主 矢 。 式 (9.1.8) 表 明 , 力 系 的 冲 量 等 于 所 有 力 在 同一 时 
间 内 的 冲 量 的 矢量 和 。 

【说 明 】 质点 系 的 全 部 内 力 总 是 成 对 出 现 的 ,所 以 全 部 内 力 的 冲 量 之 和 总 是 零 。 对 于 
整个 质点 系 来 说 ,只 有 作用 于 其 上 的 外 力 才 有 冲 量 。 


9.2 动量 定理 及 其 应 用 
一 > 


9.2.1 质点 的 动量 定理 


设 质 量 为 m 的 质点 M 在 力 F 的 作用 下 运动 ,其 速度 为 v ,由 牛顿 第 二 定律 ; m 哇 - 
正 , 设 质量 是 常量 , 则 可 写 为 
d 
0 =F (9.2.1) 


式 (9.2.1) 表 明 : 质点 的 动量 对 时 间 的 一 阶 导 数 等 于 作用 在 质点 上 的 力 , 这 是 质点 动量 
定理 的 微分 形式 ,也 是 牛顿 第 二 定律 的 原始 陈述 式 。 
将 式 (9. 2.1) 两 边 同 时 乘 以 di ,并 进行 积分 得 
mvy, — mvyi -| Fdt =1 (C92 2) 
式 (9. 2.2) 表 明 : 质点 在 如 至 1; 时 间 内 动量 的 改变 量 等 于 作用 于 质点 的 合力 在 同一 时 
间 内 的 冲 量 。 这 是 质点 动量 定理 的 积分 形式 。 


9.2.2 质点 系 的 动量 定理 


设 质 点 系 由 个 质点 组 成 , 取 其 中 任 一 质点 M; 来 考虑 , 令 M; 的 质量 为 m; ,速度 为 wi， 
把 作用 于 各 质点 上 的 力 分 成 外 力 和 内 力 ,分 别 用 F; 和 FF; 表示 (其 中 ,上 标 “e” 表 示 “ 外 ”, 上 
标 " 记 表示 “内 ”) 。 根 据 式 (9. 2. 1), 有 


d 
=F 二 下; 
对 质点 系 中 每 一 个 质点 都 可 写 出 这 样 一 个 方程 ,共有 个 方程 。 把 这 ?个 方程 相 加 ,得 
Bp3 nw.) ds w= Si HOF: 
上 dt 
式 中 》)miv; 是 质点 系 的 动量 p。 由 于 >) Fi 一 0, 于 是 上 式 成 为 


ye (9. 2. 3) 

式 (9.2.3) 表 明 : 质点 系 动量 对 时 间 的 一 阶 导 数 , 等 于 作用 于 该 质点 系 上 所 有 外 力 的 矢 

量 和 。 这 就 是 质点 系 动量 定理 的 微分 形式 。 在 具体 计算 时 , 常 把 上 式 写成 投影 形式 。 例 如 ， 
投影 到 笛 卡 儿 坐 标 轴 zy、z 上 ,得 


op, Fp, Ys Pps, Ye yp; (9.2.4) 
PI. pg 至 1s 这 段 时间 内 积分 ,得 
mm DRrd = (9. 2.5) 


它 表明 质点 系 在 /1 一/s 时 间 内 的 动量 的 改变 量 等 于 作用 于 该 质点 系 的 所 有 外 力 在 同 
一 时 间 内 的 冲 量 的 矢量 和 。 这 是 质点 系 动量 定理 的 积分 形式 。 同 样 , 它 在 笛 卡 儿 坐标 轴 x 、 
y .> 上 的 投影 形式 为 

Par 一 太一 IT pay— biy=1y» Pac — Pic=1: C9. 2.769 


9.2.3 动量 守恒 


工程 实际 中 常 遇 到 的 两 种 特殊 情况 , 即 作用 于 质点 系 上 的 外 力 的 主 矢 为 零 , 或 该 主 矢 在 
某 轴 (例如 xz 轴 ) 上 的 投影 为 零 。 这 时 ,由 式 (9. 2. 3) , 式 (9. 2.4) ,可 得 
当 2》)F: =0 时 ，p 二 常 矢量; 当 2》)F; 一 0 时 ， p= 二 常量 
质点 系 动量 守恒 的 情形 ,又 称 动量 守恒 定律 。 

【说 明 】 CD 质点 系 动量 定理 说 明 , 只 有 作用 于 质点 系 上 的 外 力 才 能 改变 质点 系 的 动量 。 
加 作用 于 质点 系 上 的 内 力 虽 不 能 改变 整个 系统 的 动量 , 却 能 改变 质点 系 内 各 部 分 的 动量 。 
加 例如 ,把 炮 简 和 炮弹 看 成 一 个 质点 系 。 发 射 时 ,弹药 爆炸 产生 的 气体 压力 为 内 力 , 它 使 炮 
弹 获 得 一 个 向 前 的 动量 ,同时 ,也 使 雹 简 获 得 一 同样 大 小 的 向 后 的 动量 。 这 是 常见 的 反 座 现 
象 。 在 火箭 或 喷气 式 发 动机 中 ,火箭 (飞机 ) 在 其 发 动机 向 后 高 速 喷 出 燃气 (燃料 燃烧 时 产生 
的 气体 ) 的 同时 获得 相应 的 前 进 的 速度 。 

【 例 9.2.1】 质量 为 mA 的 小 棱柱 体 A 在 重力 作用 下 沿 
着 质量 为 ms 的 大 棱柱 B 的 斜面 滑 下 , 设 两 柱 体 间 的 接触 是 光 
滑 的 ,其 斜 角 均 为 0. 如 图 9.2.1 所 示 。 若 开始 时 ,系统 处 于 静 
止 ,不 计 水 平地 面 的 摩擦 。 试 求 当 小 棱柱 体 A 沿 棱柱 体 B 滑 
至 水 平面 时 ,棱柱 体 B 的 位 移 。 

【 解 】 因 不 计 摩 擦 ,由 整体 受 力图 可 知 ，》)F; 二 0, 所 以 图 921 例 9.2.1 图 
整个 系统 在 x 方向 的 动量 守恒 。 又 因 初 始 时 系统 静止 , 故 有 
pz: 二 0, 即 


pz 一 MAV4z + mBvBz 一 MA(UrcosO 一 VB) — mavs =0 
ma 
vg 一 ViCOSO (a) 
ma 二 ms 


由 式 (a) 可 知 ,vs 与 v, 成 比例 ,又 因为 初始 速度 均 为 零 ,积分 可 得 
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: 他 m m 4 
| vadt | Sv,cos0dt < cos0| vdt 
0 0 


0724 十 72B 724 十 72B 


当 : 为 小 棱柱 体 A 沿 棱柱 体 妃 滑 至 水 平面 的 时 刻 时 ,| wad 即 为 所 求 的 棱柱 体 B 的 位 


移 ,而 | vd 为 该 过 程 中 和 A 沿 楼 柱 体 B 滑 过 的 位 移 ,cos9| vodi 则 为 A 沿 楼 柱 体 刀 滑 过 的 位 


移 在 水 平方 向 的 投影 , 即 : a 一 0b。 
故 当 小 棱柱 体 A 沿 棱柱 体 妃 滑 至 水 平面 时 ,大 棱柱 体 B 向 左 的 位 移 为 


mA 


tw 
72A 十 772B 中 


【说 明 】 @ 在 应 用 动量 定理 及 其 相关 结论 时 ,其 中 的 速度 为 绝对 速度 ,加 速度 为 绝对 加 
速度 ,不 能 直接 使 用 相对 速度 和 相对 加 速度 。 回 式 (a) 在 物体 下 滑 过 程 中 的 任 一 肯 时 均 成 
立 , 所 以 可 以 直接 积分 。 

【思考 】 @ 例 9. 2. 1 中 的 物体 系统 在 铅 垂 方向 的 动量 守恒 吗 ? 回 在 小 棱柱 体 A 沿 B 
的 斜面 下 滑 过 程 中 的 任 一 瞬时 ,如 何 求 解 棱柱 体 B 的 加 速度 和 地 面 约束 反 力 ? 

【 例 9.2.2】〗 一 单 摆 的 支点 固定 在 一 可 沿 水平 光 滑 的 直线 轨道 平 动 的 滑 块 A 上 ,如 
图 9. 2. 2(a) 所 示 , 摆 杆 质量 不 计 。 试 建立 该 系统 的 运动 微分 方程 ,并 计算 任意 时 刻 轨道 对 
滑 块 A 的 约束 力 。 


(a) 


图 9.2.2 例 9.2.2 图 


【 解 】 该 系统 有 两 个 自由 度 ,可 选取 广义 坐标 x 和 yp, 受 力 和 运动 分 析 如 图 9. 2. 2(b) 
所 示 , 其 中 xz 表示 滑 块 A 相对 于 惯性 坐标 系 Ozy 的 绝对 位 移 ,y 表示 单 摆 相 对 于 以 滑 块 


首先 确定 运动 学 之 间 的 关系 。 滑 块 A 的 速度 va 一 工 , 摆 杆 AB 作 平 面 运动 ,点 B 的 速 
度 和 加 速度 分 别 为 


Vp 一 2A 十 Daa， 0s 一 44 十 QBaa 十 Gan 


由 图 9. 2. 2(b) 可 知 ,wm 一 /8 ,由 图 9.2.2(c) 可 知 ,ab4 二 1p,aB4 二 19?。 
其 次 ,以 整个 物体 系统 为 研究 对 象 ,由 于 轨道 光滑 .分 别 列 出 沿 轴 x 和 > 方向 的 微分 形 
式 动 量 定理 ,可 得 


Em 上 as( 工 十 19cosp)] 一 0 (a) 
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Fnnlgsing) =FN—mag —mag (b) 


再 以 物体 B 为 研究 对 象 , 受 力 及 运动 分 析 如 图 9. 2. 2(c) 所 示 , 沿 aba 方向 建立 ii 
分 方程 ,可 得 


Ri 
十 


msl(l¢ 十 cosp) 一 一 MBgsinp (ec) 
由 式 (a) 和 (c) 可 得 系统 的 运动 微分 方程 为 
(ma tma)i+mel(gcosg —9’sing) =0 


lg 二 zcosp + gsing=0 
由 式 (b) 可 得 轨道 对 滑 块 A 的 约束 力 为 
Fay=(ma+ma)g tmael(gsing 十 2cosp) 

【说 明 】 由 所 得 的 结论 可 知 ,系统 的 运动 微分 方程 是 非 线性 的 。 

【 例 9.2.3】 密度 为 po 的 流体 在 弯 管 中 以 流量 g,( 单 位 时 间 流 进 或 流出 管子 的 流体 体 
积 ) 作 定常 流动 , 即 管 内 流体 速度 的 分 布 不 随时 间 而 改变 。 设 截面 AB 和 CD 处 的 流动 速度 
分 别 为 v, 和 wm , 试 利用 质点 系 的 动量 定理 推导 流体 流量 、 速 度 的 变化 与 作用 力 之 间 的 关系 ， 
并 计算 管 壁 约束 力 。 

【 解 】 以 某 瞬时 占据 管子 的 ABCD 部 分 的 流体 团 为 研究 | 
对 象 。 设 经 过 At 时 间 间 隔 , 此 流体 团 流动 至 A’B'C'D'( 如 如 
图 9. 2. 3 所 示 ) ,其 动量 的 变化 为 

Ap 三 0qgvAl(u: — V1) 
将 上 式 各 项 除 以 AL , 令 At 一 0, 得 到 


时 =pq, (V2 一 Di) 
作用 于 流体 的 外 力 包 括 弯 管内 流体 的 重力 W、 进 口 和 出 口 


处 相 邻 流体 的 压力 F 和 F，, 以 及 管 壁 的 约束 力 Fs、。 根 据 质点 


DD” 
图 9.2.3 例 9.2.3 图 


系 的 动量 定理 (9. 2. 3) ,导出 
Cdqv(Va — v1)=F (a) 
其 中 下 为 作用 于 流体 的 全 部 外 力 的 主 矢 , 即 
pogv(us 一 wii) 一 多 十 十 下 十 N (b) 
从 而 可 得 管 壁 约束 力 为 


Fy=—W+Fi+F)+pg, (vs —v) 
其 中 的 第 二 项 记 为 Fw,s 二 pg,(vs 一 v1), 称 为 流体 流动 引起 的 附加 动 约 束 力 。 

【注意 】 外 式 (b) 就 是 所 谓 的 欧 拉 定 理 : 在 定常 流动 中 ,管道 内 的 流体 在 单位 时 间 内 流 
出 动量 与 流入 动量 之 差 ,等 于 作用 于 管道 内 流体 上 的 外 力 ( 体 积 力 和 表面 力 ) 的 矢量 和 。 
加 在 流量 大 ,或 者 进出 口 截面 处 的 速度 矢量 差 比较 大 时 (如 管道 次 头 处 ), 需 要 配置 支 座 ,以 
提供 约束 力 。 图 附加 动 约 束 力 Fn,s 一 04,《(Vs 一 V1), 可 以 作为 公式 直接 应 用 于 同类 问题 的 
计算 。 但 应 注意 该 计算 公式 是 以 水 体 为 研究 对 象 推导 而 来 的 , 即 这 里 的 附加 动 约束 力 是 
管 壁 作 用 在 水 体 上 的 , 若 计算 管道 的 受 力 则 应 为 其 反作用 力 , 并 且 还 要 注意 确定 作用 点 
的 坐标 。 


9.3 质心 运动 定理 及 应 用 


9.3.1 质心 运动 定理 
将 质点 系 的 动量 p 一 Moc 代入 动量 定理 的 表达 式 (9. 2. 3) 中 ,写成 


全 Moc) = (Dmiv)= DF (9.3.1) 


此 式 表 明 ,质点 系 的 质量 与 其 质心 加 速度 的 乘积 等 于 作用 于 质点 系 的 外 力 的 矢量 和 。 这 就 
是 质心 运动 定理 。 

将 式 (9. 2. 3) 与 牛顿 第 二 定律 相 比较 ,可 以 看 到 ,它们 的 形式 是 相似 的 。 因 此 ,质心 运动 
定理 描述 的 是 质点 系 随 同 质心 的 平行 移动 。 质 点 系 的 这 种 运动 可 以 用 其 质心 的 运动 来 表 
示 ,而 质心 运动 可 以 视 为 一 个 质点 的 运动 ,该 质点 集中 了 该 质点 系 的 全 部 质量 和 全 部 外 力 。 
因此 ,质心 运动 定理 描述 的 是 质点 系 随同 质心 的 平行 移动 。 

具体 计算 时 , 常 把 式 (9. 3. 1) 投 影 到 三 个 笛 卡 儿 坐 标 轴 上 ,得 质心 运动 微分 方程 


M Ma c- 沪 ) Mia cc,r | 


ge 
MY =Mao, = Dmac,y = PFs (9. 3. 2a) 


M i Mac: Dmiac,: YS 


常 简写 为 
| amg 一 > mar 一 了 
Mao = Dmas = DFS (9.3.2b) 


Mac: = ma 二 二 2 Fs 


9.3.2 质心 运动 守恒 定理 

下 面 讨论 几 种 特殊 情形 

(1) 当 外 力 2 Fi ==0 时 ,由 式 (9. 3.1) 得 ac 二 0.vc 二 常 矢量 。 此 时 质心 作 惯 性 运动 。 

(2) 当 外 力 > F: 二 0, 且 4=0 时 ,oco 一 0, 则 

vc 一 0 或 rc 一 常 矢量 (9. 3. 3) 
质心 在 惯性 空间 保持 静止 , 称 为 质心 位 置 守恒 。 

上 述 各 种 情况 的 结论 统称 为 质心 运动 守恒 定理 。 质 心 运 动 定 理 指 出 ,质心 的 运动 完全 
取决 于 质点 系 的 外 力 ,而 与 质点 系 的 内 力 无 关 。 例 如 ,汽车 、 火 车 之 所 以 能 行进 ,是 依靠 主动 
轮 与 地 面 或 铁轨 接触 点 的 向 前 摩擦 力 . 否 则 ,车 轮 只 能 在 原 地 空转 。 塞 冷 天 气 , 由 于 路 面 结 


> 
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理论 力 


站 


冰 光 滑 , 常 在 汽车 轮子 上 绕 防滑 链 , 或 在 火车 的 铁轨 上 喷 酒 砂粒 ,这 都 是 为 了 增 大 主动 轮 与 
地 面 或 铁轨 的 摩擦 力 。 制 动 时 , 制 动 曾 与 轮子 间 的 摩擦 力 是 内 力 , 它 并 不 直接 改变 质心 的 运 
动 
力 


状态 ,但 能 阻止 车 轮 相对 于 车 身 的 转动 ,如 果 没 有 车 轮 与 地 面 或 铁轨 接触 点 的 向 后 的 摩擦 
,即使 阅 块 使 轮子 停止 转动 ,车 辆 仍 要 向 前 滑行 ,不 能 减速 。 
利用 质心 运动 定理 ,可 以 求解 动力 学 两 类 基本 问题 。 
【 例 9.3.1】 电动 机 外 这 固定 在 水 平 基础 上 ,如 图 9. 3.1(a) 所 示 。 设 电动 机 外 过 和 定 
子 的 质量 为 m, ,转子 的 质量 为 m。 为 由 于 制造 误差 ,转子 质心 0' 偏 离 转动 轴 , 偏 心 距 OO 一 e。 
已 知 转子 以 匀 角 速度 w 转动 , 试 求 基 础 对 电动 机 的 约束 力主 矢 。 


图 9.3.1 例 9.3:1 图 


【 解 】 选择 整个 电动 机 为 研究 对 象 ,电动 机 上 作用 的 外 力 有 外 壳 和 定子 的 重力 mog 和 
转子 的 重力 mg ,基础 对 电动 机 的 约束 力 向 O。 点 (OO。 垂直 于 基础 ) 简 化 的 主 矢 分 量 F,、 
F, 及 主 矩 M 。 

以 O。 为 原点 ,建立 坐标 系 Ooxy ,如 图 9.3.1(b) 所 示 , 则 电动 机 的 质心 C 的 坐标 为 


1 
esinp， yc [moyo +m(yo 一 ecosp)] 


= ] 
72o0 十 ?71 mo 十 77 


将 以 上 两 式 对 时 间 求 导 两 次 ,注意 到 多 一 wy 为 常数 ,得 到 


m 

才 b> 训 2 

Ze 二 一 一 一 cw sing, yc 三 一 一 cw cosp (a) 
mo m mo 二 m 


对 电动 机 应 用 质心 运动 定理 ,有 
(mot+m)zic=F, (mot+m)yc=F,—mog—mg 
将 式 (a) 代 入 上 式 , 可 得 
下 .一 一 mew sinp， F,=(mo+tm)g 十 7zew cosp 

上 式 中 的 动 约 束 力 部 分 mew?cosp 和 mew?sinp 随时 间 周 期 变化 , 它 是 引起 基 座 振动 的 
一 种 干扰 力 。 

【说 明 】 中 由 上 述 结果 可 见 , 偏 心 会 导致 简 谐 动 反 力 ,所 以 一 般 情况 下 ,电动 机 转子 的 
偏心 距 应 小 到 一 定 的 范围 ,以 减 小 由 此 导致 的 振动 。 特 别 是 振动 频率 高 的 设备 ,由 于 附加 动 
反 力 与 w” 成 正比 ,即使 较 小 的 偏心 距 也 可 能 产生 很 大 的 附加 动 反 力 。 回 在 某 些 利用 振动 
的 机 械 中 ,电动 机 作为 激 振 源 ,可 以 利用 上 述 结 论 , 在 转子 上 有 意 安 装 偏心 块 以 获取 需要 的 
激 振 力 , 这 就 是 振动 电动 机 的 工作 原理 。 

【讨论 】 @ 如 果 电动 机 外 沉没 有 固定 ,而 是 直接 放置 在 水 平 基础 上 ,如 何 求解 ?3 试 讨论 


当 角 速度 比较 大 时 有 关 物 理 现象 。 回 观察 土木 工程 机 械 中 的 蛤 虹 夯 ,建立 其 力学 模型 ,并 与 
该 题目 进行 比较 。 

【 例 9.3.2】 匀 质 曲柄 OA 质量 为 mi .长 为 :以 匀 角 速度 wo 绕 O 转动 ,带动 质量 为 ms 
的 滑 槽 作 铅 垂 运 动 ,E 为 滑 模 质 心 , DE = 二 6, 滑 块 A 的 质量 为 ms, 如 图 9. 3.2(a) 所 示 。 当 
1 二 0 时 ,B= 二 0。 不 计 摩 擦 , 试 求 8 二 30" 时 : (1) 系 统 的 动量 ; (2)O 处 铅 垂 方向 的 约束 力 。 


四 


(a) (b) 
图 9.3.2 例 9.3.2 图 


【 解 】 选取 曲柄 OA 、 滑 块 A 和 滑 槽 组 成 的 物体 系统 为 研究 对 象 , 并 建立 坐标 系 Ozy， 
如 图 9. 3. 2(b) 所 示 , 则 系统 质心 的 坐标 分 别 为 


Wr 。 
mi 一 Sincwt + morsinwt 


2 


mi 二 mz 二 ms 


a 
mi 了 cosw! — marcoswt — ms(rcoswt —rsinwtcot60° 十 0) 


Se 
mi 二 mz 十 m3 


将 xc 、yc 分 别 对 1 求 导 , 可 得 c、yc 分 别 为 


1 
mi Ze Coswt 十 m2rwcoswt 


mi 十 mz 十 ms 


1 gk 
Birosinot 二 marwsinwt + ms (rwsinwt + rwcoswt cot60°) 


yc 
故 , 当 B= 二 wt 二 30°" 时 系统 的 动量 为 


p=Myvc=(mi+tms ms) (zci 十 yc7) 


mi 二 ms 十 ms 


3 1 
4 rw (mi + 2m2)i+ 4m H+ 2m 十 47723 ) 了 了 


将 yc 再 对 时 间 求 导数 ,可 得 yc 为 


1 。 
Zi rw coswt + msrw’ coswt + ma(rw’coswt — rw’ sinwt cot60°) 


yc 
mi 二 ms 十 ns 


y 方向 的 质心 运动 定理 Myc = > )F% ,可 得 


(mt ms ms) yc = Fo,— (m+ 


Hmz ms)g 


当 8 一 内 一 30" 时 ,由 上 式 可 得 Fo, 为 


Fo 


jy 


于 
《ozi 十 322 十 7 将 寺 2 3m 上 6ms dms) V3 wr 


【评注 】 由 于 动量 是 矢量 ,有 时 用 矢量 关系 式 表达 会 更 简明 。 
【思考 】 能 否 求 解 支 座 〇 处 水 平方 向 的 约束 力 ? 如 何 计算 ? 


思考 题 
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别 作 


9-1 ”选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 入 括号 内 ) 


. 两 个 完全 相同 的 圆 盘 , 放 在 光滑 水 平面 上 ,如 图 所 示 。 在 两 个 圆 盘 的 不 同位 置 上 ,分 


两 个 相同 的 力 下 和 严 "。 设 两 圆 盘 从 静止 开始 运动 。 某 瞬时 两 圆 盘 动量 大 小 pa。 和 
ps 的 关系 是 ( Ns 
A. pa<ps B. pa>ps ©. ja=Bs D. 不 能 确定 

F 

,7 

选择 题 1 图 


2. 以 速度 w 航行 的 船上 ,有 一 人 以 相对 速度 w. 从 船尾 向 船 头 运 动 。 设 人 的 质量 为 m， 


则 此 人 动量 的 大 小 为 ( 


A. m(vi—v.) B. m(vitv.,) C. mVv!tv’ D. m Vvi—vw’ 


3. OA 杆 绕 O 轴 逆 时 针 转 动 , 匀 质 圆 盘 沿 OA 杆 作 纯 滚动 ,B 为 圆 盘 与 杆 OA 的 接触 


点 ,如 图 所 示 。 已 知 圆 盘 的 质量 二 20 kg, 半 径 R==10 cem。 在 图 示 位 置 时 ,OA 杆 的 倾角 为 
30" ,其 转动 的 角速度 w) 二 1 rad/s, 圆 盘 相 对 于 OA 杆 转 动 的 角速度 ws 二 4 rad/s, OB = 
10V3 em, 则 此 时 圆 盘 的 动量 大 小 为 ( )s 


—i— Ur 

1 

选择 题 2 图 
A C3 Ns B 有 Nm 人 8.72N"s D. 4N:s 


4. 图 示 平 面 四 连 杆 机 构 中 ,曲柄 OA、O:B 和 连 杆 AB 和 丝 可 视 为 质量 为 m、 长 为 2 的 


均 质 细 杆 。 图 示 瞬 时 ,曲柄 OA 逆 时 针 转 动 的 角速度 为 。, 则 该 瞬时 此 系统 的 动量 的 大 
小 为 ( sb 
A. 2mlw B. 3mlw C. 4mlw D. 6mlw 
5. 图 示 平 面 机 构 中 , 物 块 A 的 质量 为 ,可 沿 水 平 直 线 轨道 滑动 ; 均 质 杆 AB 的 质量 
为 ms\ 长 为 24, 其 A 端 与 物 块 铵 结 ,B 端 固 连 一 质量 为 ms 的 质点 。 图 示 瞬 时 , 物 块 的 速度 
为 w , 杆 的 角速度 为 %, 则 此 平面 机 构 在 该 瞬时 的 动量 p 为 ( Ns 


选择 题 4 图 


A. (mit+m:+ms)vi 

B. [miv— (mst2ms)lwcos0 i— (ms+t2ms)lwsin0) 

C. [mv— (mt2m3) lwcos0 jit (mst2ms)lwsin0) 

D. [Cmitmzt2ma)v— (mt2m3) wcos0 i— (mt2ma)lwsin0j 

6. 匀 质 杆 AB 重 G, 其 A 端 静 置 于 光滑 水 平面 上 ,B 端 用 

绳子 悬挂 ,如 图 所 示 。 取 坐标 系 Oxy ,此 时 该 杆 质心 C 的 x 坐 
标 zc 王 0。 若 将 绳子 剪断 , 则 关于 B 点 的 运动 轨迹 和 杆 倒 至 地 
面 后 质心 C 位 置 的 命题 中 ,正确 的 是 ( a 

A. 杆 倒 至 地 面 后 xc 二 0; B 点 的 运动 轨迹 为 一 直线 

B. 杆 倒 至 地 面 后 zc 二 0; B 点 的 运动 轨迹 为 一 个 四 分 


之 一 的 圆 弧 选择 题 6 图 
C. 杆 倒 至 地 面 后 xc 二 0; B 点 的 运动 轨迹 为 一 个 四 分 
之 一 的 椭圆 弧 


D. 杆 倒 至 地 面 后 zc 所 0; B 点 的 运动 轨迹 为 一 个 四 分 之 一 的 圆 弧 
7. 已 知 三 棱柱 体 A 的 质量 为 hm , 物 块 B 的 质量 为 m; ,在 图 示 4 种 情形 下 , 物 块 均 由 三 
棱柱 体 顶 端 无 初速 释放 。 若 三 棱柱 体 初 始 静 止 , 不 计 各 处 摩擦 ,不 计 弹 簧 质量 , 则 运动 过 程 
中 水 平方 向 保持 动量 守恒 的 有 ( is 


选择 题 7 图 


8. 质点 系 质心 在 某 轴 上 的 坐标 不 变 . 则 ( )。 
A. 作用 于 质点 系 上 所 有 外 力 的 矢量 和 必 恒 等 于 零 


s 


质点 系 质 心 的 初速 度 必 为 零 
C. 质点 系 各 质点 的 初速 度 在 此 轴 的 分 速度 必 为 零 
D. 开始 时 质心 的 初速 度 并 不 一 定 等 于 零 ,但 质点 系 上 所 有 外 力 在 此 轴 上 投影 的 代 
数 和 必 恒 等 于 零 
9. 图 示 杠 杆 长 OA 二 0B ,滑轮 .杠杆 、 绳 索 的 质量 不 计 。 滑 轮 两 端 通过 绳索 悬挂 重 物 ， 
且 mm 二 2ms ,如 图 所 示 。 欲 使 杠杆 平衡 ,B 端的 质量 ( ji 


4 8 
A. m=m: B; m= 8m GC, m= 8m D. m=3m, 


10. 均 质 杆 AB 质心 为 C ,可 在 光滑 槽 中 自由 滑动 , 槽 卫 可 绕 点 自由 转动 。 图 示 位 
置 AB 水 平 , 细 绳 EA 挫 住 A 端 使 系统 静止 。 若 剪断 强 EA ,不 计 摩 擦 ,在 A 端 到 达 地 面 
前 ,质心 C 将 ( % 


选择 题 9 图 选择 题 10 图 


A. 沿 铅 直 线 (图 中 虚线 ) 运 动 
B. 偏向 铅 直线 左 方 运动 
C. 偏向 铅 直线 右 方 运动 
D， 先 偏向 铅 直线 左 方 运动 ,然后 偏向 铅 直线 右 方 运动 
11. 图 示 均 质 方块 质量 为 m ,A .B 两 处 装 有 两 个 大 小 忽略 不 
计 的 贺 轮 ,并 可 在 光滑 水 平面 上 滑动 ,开始 时 方块 处 于 静止 状态 ， 
若 突然 撤去 B 端的 滑轮 支撑 ,在 刚 撤去 滑轮 B 的 瞬时 ,以 下 几 种 
说 法 中 ,正确 的 是 ( 。 )。 
A. 在 刚 撤 滑轮 B 的 支撑 时 ,方块 的 质心 加 速度 ac LAC 
向 下 
. 只 有 在 刚 撤 滑轮 B 的 支撑 时 ,方块 的 质心 加 速度 ac 铅 直 向 下 
C. 滑轮 B 的 支撑 撤去 后 ,方块 质心 加 速度 ac 始终 铅 直 向 下 
D， 只 有 在 刚 撤 滑 轮 B 的 支撑 时 ,方块 质心 速度 vc 铅 直 向 下 
E. 滑轮 B 的 支撑 撤去 后 ,方块 质心 速度 we 在 水 平 x 轴 上 的 投影 始终 为 零 
F. 滑轮 B 的 支撑 撤去 后 ,方块 质心 的 zx 坐标 ze 始终 保持 不 变 
9-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 人 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 打 “X”) 
质点 系 的 内 力 不 能 改变 质点 系 的 动量 ,也 不 能 改变 每 一 质点 的 动量 。 ( ) 
2. 在 某 眉 时 间 内 ,车 冲 量 为 零 , 则 力 一 定 为 零 。 六 剖 
3. 在 某 一 大 小 .方向 均 不 变 的 力作 用 下 ,时 间 越 长 , 力 的 冲 量 越 大 。 他 训 


选择 题 11 图 


) 


) 


4. 由 1 二 | Fdi ,可 得 冲 量 大 小 为 二 | = IF | ( 

5. 质点 系 总 动量 的 方向 就 是 质点 系 所 受 外 力主 矢 的 方向 。 ( 

6. 如 果 质 点 系 所 受 外 力 在 水 平方 向 的 投影 为 零 , 则 质点 系 的 质心 位 置 在 水 平方 向 的 坐 
标 始终 保持 不 变 。 ( 

7. 作用 在 质点 上 的 力 的 冲 量 和 3 关 0, 则 质点 的 动量 大 小 一 定 改变 。 ( 

8. 物体 一 直 静 置 于 水 平面 上 ,物体 的 动量 为 零 , 则 物体 重力 的 冲 量 也 为 零 。 

9. 质点 系 的 外 力 能 改变 质点 系 的 动量 ,也 能 改变 每 一 质点 的 动量 。 ( 

10. 若 质点 系 所 受 外 力 的 主 矢 为 零 ,质点 系 动 量 的 大 小 始终 不 变 。 ( 


Ni Se 


9-3 在 理想 光滑 水 平 轨道 上 ,单独 有 一 车 厢 , 车 厢 作 匀速 直线 运动 ,一 人 在 车 厢 的 一 端 
沿 水 平方 向 发 射 一 子弹 后 ,有 4 种 情况 发 生 : (1) 子 弹 碰 到 车 厢 另 一 端 时 落下 ; (2) 车 厢 壁 较 
厚 , 子 弹射 人 车 厢 壁 经 At 时 间 停 在 车 厢 壁 内 ; (3) 子 弹 穿 透 车 厢 ; (4) 子 弹 反射 弹 回 。 在 以 


整个 系统 的 质心 如 何 变化 ?车厢 如 何 运动 ? 


上 ? 力 需 要 考虑 其 作用 点 ,考虑 质点 系 的 动量 时 ,用 不 用 考虑 其 作用 点 ? 

9-5 ”图 示 半 圆柱 质心 位 于 点 C , 放 在 水 平面 上 。 将 其 在 图 示 位 置 无 & 
初速 释放 后 ,在 下 述 两 种 情况 下 ,质心 将 怎样 运动 ? (1) 圆 柱 与 水 平面 间 
无 摩擦 ，(2) 圆 柱 与 水 平面 间 有 很 大 的 摩擦 因数 。 


习题 


9-4 质点 系 的 动量 = >)miv;, 又 p 二 mvc ,那么 ,能 否 说 质点 系 的 动量 作用 在 质 


上 4 种 情况 下 ,车厢 的 动量 如 何 变化 ? 子弹 的 动量 如 何 变化 ? 整个 系统 的 动量 如 何 变化 ? 


心 


9-1 力 正 作用 在 一 沿 直线 轨迹 运动 的 质点 上 ,此 力 的 作用 线 始 终 与 轨迹 重合 , 力 的 大 
小 和 指向 则 随时 间 变 化 ,如 图 所 示 。 求 此 力 在 下 述 时 间 间 隔 内 的 冲 量 : (1) 最 初 3 秒 钟 ; (2) 


最 初 4 秒 钟 。 


9-2 ”图 示 各 均 质 体 的 质量 均 为 m, 其 几何 尺寸 .质心 速度 或 绕 轴 转动 的 角速度 如 图 所 


示 。 计 算 各 物体 的 动量 。 


O 
了 
(a) (b) 


习题 9-1 图 习题 9-2 图 


9-3 求 图 示 各 系统 的 动量 。(a) 带 及 带 轮 都 是 均 质 的 。(b) 曲 柄 连 杆 机 构 中 ,曲柄 、 连 
杆 和 滑 块 的 质量 分 别 为 mi ms ms ,曲柄 OA 长 为 ,以 角速度 w 绕 O 轴 匀 速 转动 。 求 pg 二 0° 
及 90" 两 瞬时 系统 的 动量 。(c) 均 质 椭圆 规 尺 AB 的 质量 为 2m ,曲柄 OC 的 质量 为 mj , 滑 块 
A.B 的 质量 均 为 m,。0OC 二 AC 二 CB=1, 规 尺 及 曲柄 为 均 质 杆 ,曲柄 以 角速度 w 绕 O 轴 匀 速 


忆 


理论 力学 ----------------------------------------- 


站 


转动 。 求 pg 二 30" 瞬 时 系统 的 动量 。 


(b) 
习题 9-3 图 


9-4 如 图 所 示 , 一 颗 质 量 mi 二 30 g 的 子弹 ,以 vo 二 500 m/s 的 速度 射 人 质量 m4 二 
4.5 kg 的 物 块 A 中。 物 块 A 与 小 车 BC 之 间 的 动 摩擦 因数 /二 0.5。 已 知 小 车 的 质量 
mm 二 3.5 kg, 可 以 在 光滑 的 水 平地 面 上 自由 运动 。 求 : (1) 车 与 物 块 的 末 速 度 ; (2) 物 块 A 在 
车 上 距离 B 端的 最 终 位 置 。 

9-5 一 质量 为 m 的 小 车 以 速度 we 沿 光 滑 水 平 直线 轨道 运动 。 质 量 为 M 的 人 以 相对 
于 小 车 的 速度 v, 从 车 的 后 部 向 前 部 走 去 , 求 此 时 小 车 的 速度 。 


600 mm 


习题 9-4 图 习题 9-5 图 习题 9-5 解答 


9-6 在 习题 9-5 中 , 若 小 车 的 长 度 为 1, 运动 开始 时 ,人 和 小 车 均 处 于 静止 状态 。 人 站 
在 车 尾 ,向 车 头 前 进 ,求人 到 达 车 头 时 小 车 移动 的 距离 。 

9-7 ”在 习题 9-5 中 ,车 在 小 车 上 有 质量 为 M 和 M 的 甲乙 两 人 。 运 动 开始 时 ,人 和 小 
车 均 处 于 静止 状态 。 若 甲 向 车 头 移动 了 距离  , 乙 向 车 尾 移动 了 距离 6, 求 小 车 移动 的 距离 。 

9-8 在 图 示 曲 柄 滑 槽 机 构 中 ,长 为 ! 的 曲柄 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 ,运动 开始 时 p 
角 等 于 零 。 已 知 均 质 曲 柄 的 质量 为 mi , 滑 块 A 的 质量 为 m,, 导 杆 BD 的 质量 为 ms; 点 G 
为 其 质心 , 且 了 BCG= 志 。 求 : (1) 机 构 质 量 中 心 的 运动 方程 ; (2) 作 用 在 O 轴 的 最 大 水 平 力 。 

9-9 3 个 物 块 的 质量 分 别 为 m1 二 20 kg,ms 二 15 kg,ms 二 10 kg, 由 一 绕 过 两 个 定 滑 轮 
M 与 N 的 绳子 相连 接 , 放 在 质量 m, 二 100 kg 的 截 头 锥 ABED 上 ,如 图 所 示 。 当 物 块 mi 


下 降 时 , 物 块 ms 在 截 头 锥 ABED 的 上 面向 右 移动 ,而 物 块 m 则 沿 斜面 上 升 。 如 略 去 一 切 
摩擦 和 绳子 的 质量 , 求 当 重 物 mi 下 降 1 m 时 , 截 头 锥 相对 地 面 的 位 移 。 


习题 9-9 图 
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9-10 均 质 杆 AG 与 BG 由 相同 材料 制 成 ,在 G 点 铵 结 ,二 杆 位 于 同一 铅 垂 面 内 ,如 图 
所 示 。AG 王 250 mm,BG 一 400 mm。 若 GG;, 王 240 mm 时 ,系统 由 静止 释放 , 求 当 A、B、G 
在 同一 直线 上 时 ,A 与 B 二 端点 各 自 移动 的 距离 。 

9-11 ”如 图 所 示 , 浮 动 式 起 重 机 吊 起 重 P, 一 19. 6 kN 的 重 物 M。 设 起 重 机 重 P, 二 196 kN， 
杆 长 OA 二 8 m, 开 始 时 系统 静止 ,水 的 阻力 及 杆 的 重量 不 计 , 起 重 机 与 铅 垂 线 成 0 角 , 求 当 
0 由 60" 转 到 30 的 位 置 时 起 重 机 的 水 平 位 移 。 


习题 9-10 图 习题 9-11 图 


9-12 ”如 图 所 示 ,质量 为 wm 的 滑 块 A ,可 在 水 平 光滑 槽 中 运动 ; 刚度 系数 为 & 的 弹簧 ， 
一 端 与 滑 块 连接 , 另 一 端 固定 ; 另 有 一 轻 杆 AB ,长 为 !, 端 部 带 有 质量 m* 的 小 球 , 可 绕 滑 块 
上 垂直 于 运动 平面 的 A 轴 旋 转 , 转 动 角速度 w 为 常数 。 如 初 瞬 时 ,gp 一 0, 弹 簧 恰 为 自然 长 
度 。 试 求 滑 块 的 运动 方程 。 


习题 9-12 图 习题 9-12 解答 


9-13 图 示 滑 轮 中 两 重 物 A 和 B 的 重量 分 别 为 W 和 W:。 如 A 重 物 以 加 速度 a 下 
降 ,不 计 滑 轮 质量 , 求 支 座 O 的 约束 力 。 

9-14 如 图 所 示 , 均 质 杆 AB 长 ,直立 在 光滑 的 水 平面 上 。 求 它 从 铅 直 位 置 无 初速 地 
倒 下 时 ,端点 A 相对 图 示 坐 标 系 的 轨迹 。 


习题 9-14 图 


习题 9-13 图 


9-15 如 图 所 示 , 均 质 杆 OA 长 2 ,重量 为 W, 绕 着 通过 O 端的 水 平 轴 在 铅 直面 内 转 
动 。 当 转 到 与 水 平 线 成 角 时 ,角速度 和 角 加 速度 分 别 为 w 及 a。 求 此 时 O 端的 约束 力 。 


习题 9-15 图 


9-16 均 质 滑轮 A 重 为 W, 重 物 了 BC 分 别 重 Wi 、W，* ,其 加 速度 为 a, 重 物 C 置 于 倾角 
为 9 的 固定 斜面 上 ,不 计 摩擦 和 绳子 的 质量 , 求 滑轮 对 转轴 的 压力 。 


习题 9-16 解答 


习题 9-16 图 
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动量 矩 定理 


刚体 平面 运动 的 两 种 基本 形式 是 平移 和 定 轴 转 动 。 动 量 和 动量 矩 则 是 描述 这 两 种 运动 
形式 的 基本 物理 量 ,将 两 者 结合 起 来 ,就 能 对 质点 系 的 运动 有 比较 全 面 的 了 解 。 动 量 定理 、 
质心 运动 定理 从 整体 上 说 明了 质点 系 动量 的 改变 或 质点 系 质心 的 运动 与 外 力主 矢 之 间 的 关 
系 ; 动量 矩 定理 则 是 说 明了 质点 系 对 某 轴 的 动量 矩 的 改变 量 与 外 力 对 相同 的 轴 的 主 矩 的 


10.1 转动 惯量 
-ae 


刚体 是 由 无 限 个 质点 组 成 的 不 变质 点 系 , 其 动力 学 特性 与 其 质量 大 小 及 分 布 有 密切 的 
关系 。 在 很 多 动力 学 问题 的 讨论 中 ,常常 需要 讨论 刚体 的 转动 ,而 转动 惯量 是 其 中 一 个 重要 
的 物理 量 。 


10.1.1 刚体 对 轴 的 转动 惯量 和 回转 半径 

刚体 内 所 有 各 质点 的 质量 m; 与 该 质点 到 转轴 < 的 距离 x; 平方 的 乘积 之 和 , 称 为 刚体 
对 转轴 的 转动 惯量 ,用 .表示 , 即 有 

J:= Dmr? (10.1.1) 

转动 惯量 是 刚体 转动 惯性 的 度量 , 它 是 表征 刚体 动力 学 的 一 个 重要 物理 量 。 由 式 (10.1.1) 
可 知 , 转 动 惯量 恒 为 正 值 。 它 的 量 纲 为 ML .相应 的 国际 单位 为 kg* mi 。 

对 于 简单 形状 的 刚体 , 若 刚 体 的 质量 连续 分 布 , 整 个 刚体 的 质量 为 冯 , 则 式 (10. 1. 1) 中 
的 求 和 运算 就 可 改写 成 积分 运算 , 即 


J =| rdm 站 
式 中 积分 号 下 标 2 表示 积分 范围 遍及 整个 刚体 。 


单位 面积 上 的 质量 为 二 , 细 圆 环 的 质量 为 dm — rz2xpdps 根据 


对 于 均 质 刚体 , 设 其 质量 密度 为 p ,整个 刚体 的 体积 为 V, 则 
J-=o| av 人 


式 中 积分 号 下 标 V 表示 积分 范围 遍及 整个 刚体 。 

【说 明 】 @ 刚 体 对 转轴 的 转动 惯量 不 仅 与 其 质量 大 小 有 关 , 而 且 还 与 其 质量 相对 于 转 
轴 的 分 布 状况 有 关 。 回 显然 ,对 于 一 定 质量 的 刚体 ,其 中 各 质点 离 转 轴 越 远 , 它 对 转轴 的 转 
动 惯量 就 越 大 ; 反之 则 越 小 。 

除了 用 式 (10.1.1) 式 (10.1.2) 和 式 (10.1. 3) 计 算 刚 体 的 转动 惯量 以 外 ,工程 上 还 常 应 
用 下 式 计算 刚体 的 转动 惯量 : 


J 三 元 总 COB 
式 中 p. 称 为 刚体 对 < 轴 的 回转 半径 或 惯性 半径 , 它 具 有 长 度 的 量 纲 。 由 式 (10.1.4) 得 
p: = 上 Ge 动 


m 

若 已 知 回转 半径 , 则 可 按 式 (10. 1.4) 求 出 转动 惯量 ; 反之 ,如 果 已 知 转动 惯量 , 则 可 由 
式 (10. 1.5) 求 出 回转 半径 。 

【注意 】 回转 半径 不 是 刚体 某 一 部 分 的 尺寸 , 它 只 是 在 计算 刚体 的 转动 惯量 时 ,假想 地 
把 刚体 的 全 部 质量 集中 在 与 转轴 的 距离 为 回转 半径 的 某 一 圆柱 面 上 (或 点 上 ), 这 样 在 计算 
刚体 对 该 轴 的 转动 惯量 时 ,就 简化 为 计算 这 个 圆柱 面 或 点 对 该 轴 的 转动 惯量 。 

【 例 10.1.1】 如 图 10. 1. 1 所 示 均 质 等 截面 细 直 杆 ,长 度 为 

/ ,质量 为 妈 , 试 求 它 对 通过 杆 质心 且 与 杆 轴线 垂直 的 轴 的 转动 惯 
~ 量 和 回转 半径 。 

【 解 】 以 杆 的 质心 O 为 原点 建立 正 交 坐标 系 如 图 10. 1. 

所 示 ,z 轴 沿 着 杆 轴 线 ,x 轴 垂 直 杆 轴线 。 由 于 杆 AB 是 等 截面 


的 均 质 细 直 杆 ,所 以 该 杆 单位 长 度 的 质量 为 二 , 微 段 长 度 dz 的 
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图 10.1.1 例 10.1.1 图 


质量 dm 一 个 dz。 根据 式 (10. 1. 2) 可 得 


要 
三 m m | 二 m L 1 
J | 1 dz | ae 1 x Tam 


故 均 质 等 截面 细 直 杆 对 通过 杆 质 心 且 与 杆 轴线 垂直 的 轴 的 转动 惯量 为 JJ 一 ml。 均 质 等 
截面 细 直 杆 对 x 轴 的 回转 半径 为 
7 二 
& 让 Ta m 6 
【 例 10. 1.2】 已 知 均 质 等 厚薄 圆 板 的 半径 为 7 ,质量 为 mw。 求 
它 对 通过 质心 O 且 与 板 面 垂直 的 > 轴 的 转动 惯量 和 回转 半径 。 
【 解 】 建立 坐标 系 如 图 10. 1. 2 所 示 ,分 别 取 半 径 为 o 与 p 十 do 
的 两 同心 圆 , 截 得 一 细 圆 环 。 由 于 圆 板 是 均 质 等 厚薄 圆 板 ,所 以 其 


m 


图 10.1.2 例 10.1.2 图 
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式 (10. 1.2) 可 得 


m 2m 


站 Pp i 4 1 
2 2 用 i 
J | dm | mpdp 7 | dp dg 


故 均 质 等 厚薄 圆 板 对 通过 质心 O 且 与 板 面 垂直 的 z 轴 的 转动 惯量 为 J. = 均 质 等 
厚薄 圆 板 对 x 轴 的 回转 半径 为 


由 | Li 1 2 
Ps m 区 m 2 


常用 简单 几何 形体 的 转动 惯量 见 附录 B。 


10.1.2 平行 轴 定理 


从 转动 惯量 的 计算 公式 可 知 ,同一 刚体 对 不 同 的 轴 的 转动 惯量 一 般 是 不 同 的 。 在 工程 

手册 中 通常 只 列 出 了 物体 对 于 通过 其 质心 的 轴 的 转动 惯量 ,但 在 实际 问题 中 ,物体 却 常常 绕 
不 通过 质心 的 轴 转 动 , 而 根据 式 (10. 1. 2) 直 接 积分 计算 刚体 对 这 些 轴 的 转动 惯量 又 很 困难 ， 
甚至 有 时 是 不 可 能 的 ,因此 , 需 另 外 寻找 其 他 简便 的 方法 :以便 求 解 刚体 对 不 通过 质心 的 轴 
鸭 转动 惯量 。 转 动 惯 量 的 平行 轴 定理 给 出 了 刚体 对 通过 质心 的 轴 和 与 它 平行 的 轴 的 转动 惯 
量 之 间 的 关系 。 
如 图 10. 1. 3 所 示 ,过 该 刚体 的 质心 C 建立 直角 
坐标 系 Cryz ,过 另外 一 点 O 建立 与 之 平行 的 直角 坐 
标 系 Oz' yx ,并 使 Oy' 轴 与 Cy 轴 重 合 ,Ox' 轴 与 Cx 
轴 平行 ,Oz" 轴 与 Cx 轴 平行 。 设 Ox' 轴 与 Cx 轴 之 间 
的 距离 为 d ,刚体 的 质量 为 mm 。 

在 刚体 内 任 取 一 质量 为 m; 的 质点 M; , 它 在 两 坐 
标 系 中 的 位 置 坐标 分 别 为 zi yi xi 及 zyivxi ,并 
有 zi 一 zy 一 yi 二 dz 一 >: 它 至 >x 轴 和 >x“ 轴 的 距 
离 分 别 为 x; 和 六 。 刚 体 对 于 >" 轴 的 转动 惯量 为 

J Dmr’’= DmiLz’? | DmiLz? HCy; 二 +d)?] 

DmiLz? Hy? 二 2yid 十 dd] az 9) 2d Dmiyi 十 cd Dm 
其 中 ， Dmilz? + y?) Dmir? 站 m。 又 因 Czyz 坐标 系 原点 C 为 质心 , 故 


Dmy'; =myc 一 0。 因此 有 


x 


图 10.1.3 对 两 个 平行 轴 的 转动 惯量 


J =J.+md’ C10.1,.0 
即 刚体 对 任 一 轴 "的 转动 惯量 ,等 于 该 刚体 对 于 过 质心 且 与 这 一 轴 平行 的 轴 > 的 转动 惯 
量 , 加 上 该 刚体 的 质量 与 两 轴 间 距离 的 平方 的 乘积 。 这 就 是 刚体 转动 惯量 的 平行 轴 
定理 。 
由 式 (10.1.6) 可 见 , 在 所 有 相互 平行 的 轴 中 ,刚体 对 过 其 质心 的 轴 的 转动 惯量 最 小 。 应 
用 式 (10.1.6) ,就 可 以 很 方便 地 计算 出 刚体 对 不 同 轴 的 转动 惯量 。 
【 例 10.1.3】 试 求 例 10. 1. 1 中 的 均 质 等 截面 细 直 杆 对 通过 杆 端 且 与 杆 轴线 垂直 的 > 


5 
243 
> 


yd 
244 
4 


理论 力 


由 


轴 ( 图 10. 1. 4) 的 转动 惯量 。 
【 解 】 在 例 10. 1. 1 中 已 求 出 了 均 质 等 截面 细 直 杆 对 通过 杆 质心 且 与 杆 轴线 垂直 的 x 


轴 的 转动 惯量 为 


二 由， 斋 
人 一 272 


由 式 (10.1.6) 可 求 得 均 质 等 截面 细 直 杆 对 通过 杆 端 且 与 杆 轴线 垂直 的 > 轴 的 转动 惯量 为 


1 | 
| 2 :| 2 
J -一 JJ 十 ad 12224 +m ( 2 ) 3 ml 


对 于 由 多 个 简单 形状 的 刚体 所 组 成 的 形状 较 复杂 的 组 合 刚体 , 它 对 某 轴 的 转动 惯量 可 
采用 组 合法 求 得 , 即 先 分 别 求 出 各 简单 形状 刚体 对 该 轴 的 转动 惯量 ,然后 再 根据 式 (10. 1. 1) 
将 它们 相 加 即 可 得 到 组 合 刚体 对 该 轴 的 转动 惯量 ,这 是 因为 积分 运算 为 线性 运算 , 即 

让 引 、 ram= | r? dm (Gh 

【 例 10.1.4】 如 图 10.1.5 所 示 冲 击 摆 , 可 近似 地 视 为 由 均 质 圆 盘 与 均 质 等 截面 细 直 
杆 组 成 。 已 知 圆 盘 质量 为 m ,半径 为 r, 杆 质量 为 ms ' 长 为 !, 试 求 冲击 摆 对 垂直 于 盘面 的 
悬挂 负 O 的 转动 惯量 Jo 。 
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图 10.1.4 例 10.1.3 图 图 10.1.5 例 10.1.4 图 


【 解 】 冲击 摆 是 由 一 均 质 杆 和 均 质 圆 盘 组 成 的 组 合 刚体 ,由 转动 惯量 的 定义 式 (10.1.1) 
可 知 , 它 对 悬挂 轴 O 的 转动 惯量 应 等 于 均 质 杆 和 均 质 圆 盘 分 别 对 该 轴 的 转动 惯量 之 和 , 即 
Jo 一 Jor 十 Jos 


由 例 10. 1. 3 可 知 , 均 质 杆 OA 对 悬挂 轴 O 〇 的 转动 惯量 为 J on 一 二 msl*。 由 例 10.1.2 
可 知 , 均 质 圆 盘 对 垂直 于 盘面 的 质心 轴 的 转动 惯量 为 二 mir*。 根 据 平行 轴 定 理 , 均 质 贺 盘 
对 悬挂 轴 O 的 转动 惯量 为 


Jog =Jczsd+mi(l+r)’ 到 2 Fmilltr)’ 


故 冲 击 摆 对 垂直 于 盘面 的 悬挂 轴 O 的 转动 惯量 为 


了 ae 1 Fmir Hmi(l+r)’ 


【注意 】 若 在 组 合体 中 有 挖 去 的 简单 几何 形体 , 则 按 式 (10.1.1) 
计算 该 部 分 的 转动 惯量 时 应 取 负 值 。 

【 例 10.1.5】 如 图 10.1.6 所 示 一 均 质 空心 等 厚 圆 板 , 质 量 为 
加 ,外 径 为 尺 ,内 径 为 , 求 它 对 过 质心 O 垂直 于 板 面 的 轴 的 转动 图 10.1.6 例 10.1.5 图 
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惯量 J- 。 
【 解 】 空心 圆 板 可 视 为 由 两 个 实心 圆 板 组 合 而 成 , 即 在 一 个 半径 为 尺 的 外 圆 板 中 挖 掉 
一 个 半径 为 > 的 内 圆 板 。 内 圆 板 的 转动 惯量 取 负 值 ,根据 式 (10.1. 1) 写 出 空心 圆 板 对 x 轴 
的 转动 惯量 的 表达 式 
J = 


| 1 
其 中 ,Ja 一 gmR ,Js 一 aar 。 


设 单位 面积 的 质量 p4 一 0 二 37* 则 m1 一 pAxR* ,ms 一 paxr*, 于 是 空心 圆 板 对 = 轴 
的 转动 惯量 为 
有 Lt a Le 7r2 )( 尺 2 十 r2) 1 (Ra 上 72 ) 
妆 2 
【说 明 】 @ 当 r==0 时 ,可 得 实心 贺 板 或 圆柱 体 对 过 形 心 垂直 于 平面 轴 的 转动 惯量 为 
广 mR*。 加 当 + 二 RR 时 ,可 得 薄 壁 国 环 或 薄 壁 加 简体 对 其 轴线 的 转动 惯量 为 mR。 


【思考 】 试 推 导 半 径 为 r 的 实心 球体 对 过 其 形 心 轴 的 转动 惯量 。 


10.1.3 ”惯性 积 与 惯性 主轴 


在 刚体 动力 学 中 ,还 要 用 到 另 一 物理 量 : 刚体 对 通过 O 点 的 两 个 相互 垂直 的 轴 的 惯性 
积 , 它 们 定义 为 


4J = J = Dmiriz (G0 ED) 


式 中 ,J 二 J ,J 二 J ,J 二, 分 别称 为 刚体 对 xz、y 轴 , 对 ,x 轴 和 对 y、z 轴 的 惯性 积 。 
由 定义 式 (10.1.8) 可 知 , 由 于 刚体 各 质点 的 坐标 zi 、y; 、z; 的 值 可 正 .可 负 或 为 零 , 所 以 
惯性 积 可 以 是 正 数 或 负数 ,也 可 以 为 零 , 因 此 惯性 积 是 代数 量 。 惯 性 积 的 量 纲 及 单位 与 转动 
惯量 的 量 纲 及 单位 相同 。 
对 于 质量 连续 分 布 的 刚体 ,m; 可 取 趋 近 于 零 的 极限 ,因此 ,将 m; 改 为 dm, 则 式 (10. 1. 8) 
可 改写 为 


= =| Ze J =J-=| EU =| yzdm (10.1.9) 


式 中 积分 号 下 标 m 表示 积分 范围 遍及 整个 刚体 。 

如 果 刚 体 由 几 个 简单 形体 组 成 ,可 分 别 求 出 各 简单 形体 的 惯性 积 , 再 代数 相 加 得 整个 刚 
体 的 惯性 积 。 

车 三, 二 J : 则 zz 轴 称 为 惯性 主轴 ,而 刚体 对 惯性 主轴 x 的 转动 惯量 称 为 主 转动 惯量 。 
相似 地 ,车 了 ,二 了: , 则 > 轴 是 刚体 在 O 点 的 主轴 ,而 本 是 主 转动 惯量 ; 若 .二 了 , 则 
z 轴 是 刚体 在 O 点 的 主轴 ,而 J 是 主 转动 惯量 。 通 过 刚体 质心 的 惯性 主轴 称 为 中 心 惯性 
主轴 。 


二 


【注意 】 @D 主 轴 是 对 某 一 点 而 言 的 ,对 于 不 同 的 点 ,主轴 的 方位 一 般 是 不 同 的 。 回 不 论 
在 哪 一 点 ,总 能 找到 三 根 相互 垂直 的 主轴 。 

通常 确定 惯性 主轴 的 计算 较 繁 , 但 是 , 若 刚体 具有 对 称 轴 或 对 称 面 , 则 可 按 下 面 的 简便 
方法 直接 确定 主轴 : 若 刚体 具有 一 对 称 轴 , 则 该 对 称 轴 必 是 轴 上 任意 一 点 的 主轴 之 一 ;: 若 
刚体 具有 一 对 称 面 , 则 垂直 于 对 称 面 的 任 一 轴 即 为 该 轴 与 对 称 面 交 点 的 主轴 之 一 。 因 为 , 若 
以 对 称 轴 为 = 轴 , 过 > 轴 上 任意 一 点 O 建立 x 、y pr 根据 对 称 轴 
的 定义 ,在 (zi,yi,z;) 处 有 一 质点 , 则 在 (一 zi ,一 yi,xi) 处 必 有 一 相同 质点 与 之 对 应 。 因 
此 ,在 D》) miziz; pe ng J 二 mizizi = 二 0, 同 理 
J 二 0, 所 以 x 轴 必 是 主轴 之 一 。 若 以 对 称 面 为 zy 面 ,x 轴 垂 直 于 对 称 面 ,根据 对 称 面 的 定 
义 ,在 (zx;,yi,zi) 处 有 一 质点 , 则 在 (x;,y;, 一 <z;) 处 必 有 一 相同 质点 与 之 对 应 。 因 此 ,在 
> mizizi 中 , 必 将 成 对 出 现 大 小 相等 ,符号 相反 的 项 , 故 了, ==》 miziz; = 二 0, 同 理 ] ,=0 
所 以 x 轴 必 是 主轴 之 一 。 

【 例 10.1.6】 已 知 质量 为 m 的 刚 休 洲 守 通过 质 质心 C 的 轴 xz、y 的 惯性 积 为 Js,, 试 证 
明 , 对 于 过 O 点 且 平 行 于 zx、y 轴 的 zy 轴 的 惯性 积 Jey 王 Js 十 zab( 其 中 心 0 是 刚体 质 
心 C 在 直角 坐标 系 Oz y 中 的 坐标 ) 。 

【 解 】 如 图 10. 1.7 所 示 ,刚体 上 质量 为 m; 的 质点 M; ,在 坐标 
系 Czy 及 Oxz'y 中 的 坐标 分 别 为 x;、y; 和 xz! 二 zx; 十 a 、y1 二 yi; 十 b。 
于 是 ,根据 式 (10. 1. 8) 有 


1» = 2 miriys 

J 一 Dmizr'iy’= Dmilz: 十 a)(Cyi 十 0) 一 itriy， + 
图 区 坑 2 制 灿 56 本 Dmiab sh Dmizib 中 Dmiyia 

其 中 > mm， 二 m。 注意 到 坐标 系 Czy 的 原点 在 质心 C, 即 zc 一 yc 一 0, 由 质心 坐标 公式 有 


Dmiz; =mzc 一 0， masiyi =myc 一 0 
故 有 : J sy 二 Js 十 ma0。 这 一 关系 称 为 惯性 积 的 平行 轴 定 理 。 


10.2 质点 及 质点 系 的 动量 矮 


10.2.1 质点 的 动量 矩 


动量 矩 是 矢量 , 称 为 动量 矩 矢 。 动 量 矩 矢 从 和 矩 心 O 点 画 
出 ,垂直 于 矢 径 7 与 动量 mw 所 形成 的 平面 ,其 方向 按 右 手 规则 
确定 ,如 图 10. 2. 1 所 示 。 其 数学 表达 式 为 
Molmv )=rXmv CIOs2. 1 
它 表 明 质 点 的 动量 和 矩 等 于 质点 的 动量 对 任意 固定 点 O 之 矩 。 
它 的 大 小 可 用 几何 法 表示 为 


图 10.2.1 质点 的 动量 


| Mo (nm ) | 二 mvrsin(r ,mv ) 一 2XA 人 OAB 面积 
在 国际 单位 制 中 ,动量 矩 的 单位 是 kg ms 。 
【说 明 】 从 动量 矩 的 定义 可 知 ,动量 和 矩 与 力矩 的 概念 形式 上 是 一 致 的 , 均 为 拓 径 与 一 和 拓 
量 的 又 积 。 在 不 涉及 具体 含义 的 前 提 下 ,有 关 力 和 矩 的 结论 ,可 以 “迁移 ”到 动量 矩 。 
如 果 以 矩 心 O 为 坐标 原点 ,建立 笛 卡 儿 坐 标 系 Oxyz ,根据 矢量 积 的 定义 ,有 
i ;7 
Mo(mv )=rXmv=| x y 党 


mY MY, 710 了 1- 


Mol(mv ) 一 (yiD- — zmv i (zmvy — my) + (rmvy, 一 ymv )k 
一 LMo(mm )Ji+[MoGmv )],i +LMolm vw )].k 
在 静 力 学 中 ,在 论述 力 对 点 之 矩 与 力 对 轴 之 矩 的 关系 时 , 曾 得 到 这 样 一 个 结论 , 即 力 对 

点 之 矩 矢 在 通过 该 点 的 任 一 轴 上 的 投影 等 于 力 对 该 轴 之 矩 。 与 此 对 应 ,质点 的 动量 对 点 之 
矩 与 对 轴 之 矩 之 间 也 有 同样 的 结论 , 即 质 点 对 固定 点 的 动量 矩 撩 在 通过 该 点 的 任 一 固定 轴 
上 的 投影 等 于 质点 对 该 固定 轴 的 动量 矩 。 由 此 可 得 

Mo Cam )=M, (mv i+M, (mv )j + M,Cmvo )k ,1 
于 是 ,质点 的 动量 对 x 、y、z 轴 的 动量 矩 为 


wie VV)=ymv: — zmv, 


M,(mvw)=zmv — rmvu: 
M.(mv)=rmv, — ymvs 
对 于 平面 问题 , 即 质点 始终 在 某 平面 内 运动 的 情形 ,动量 矩 矢 总 是 垂直 于 该 平面 ,只 需 
把 它 定义 为 代数 量 , 并 规定 逆 时 针 方 向 为 正 , 顺 时 针 方 向 为 负 。 


10.2.2 质点 系 对 固定 点 O 的 动量 矩 
设 有 一 质点 系 , 由 个 质点 Mi、Ms、…、M 组 成 ,在 某 瞬时 ,各 质点 的 速度 分 别 为 v) 、 
vs、… .vw,, 则 第 i 个 质点 m; 对 某 固定 点 O 的 动量 矩 为 : Mo (mv;) 二 r; Xmiv,。 
质点 系 中 所 有 各 质点 对 于 固定 点 O 的 动量 矩 矢 之 和 称 为 该 质点 系 对 O 点 的 动量 矩 , 用 
Lo 表示 , 即 
Lo = DMomiv) = Dr; X mw: 0 
在 坐标 系 Ozryx 中 的 投影 形式 为 
pe =L; = DM, (mi vi) 
[vd], =L,= BM, Cad) (10. 2.4) 
[iol]: =L; = 2 M. (mi ui) 
即 质点 系 对 某 固定 点 O 的 动量 矩 矢 在 通过 该 点 的 轴 上 的 投影 等 于 质点 系 对 该 轴 的 动量 矩 。 


10.2.3 质点 系 相对 质心 C 的 动量 矩 
如 图 10. 2. 2 所 示 , 点 O 为 定点 ,点 C 为 质心 , 取 以 质 
心 C 为 原点 .并 随 C 点 作 平 动 的 坐标 系 (质心 坐标 系 ) 
Czx'y'z ,质点 系 相对 质心 C 的 动量 矩 为 
Le=2Memiw) = DriXmiw: (10.2.5) 
其 中 ,w 为 质点 的 绝对 速度 。 若 质心 C 的 速度 为 vc ,质点 3 
相对 质心 速度 为 vw; ,由 速度 合成 定理 得 图 10.2.2 过 质心 的 平 动 坐标 系 
Lc= 站 mi(vVc 十 wa ) = Dmir'x Vc 十 下 碟 湾 MiVs 
因为 质心 C 是 动 坐标 系 的 原点 ,所 以 r4 二 0, 故 有 > mir' 一 mr 一 0, 故 有 
Le = DriX mivs (10.2; 全 
这 表明 在 计算 质点 系 对 于 质心 的 动量 矩 时 ,用 质点 相对 于 惯性 参考 系 的 绝对 速度 或 用 
质点 相对 于 固 结 在 质心 上 的 平 动 坐标 系 的 相对 速度 ,其 结果 是 一 样 的 。 


10.2.4 质点 系 对 固定 点 O 和 质心 C 的 动量 矩 之 间 的 关系 
由 图 10. 2. 2 知 ,ri 二 rc 十 ri ,于 是 , 式 (10.2.3) 可 表示 为 
Lo 一 Bre +r’i) Xmiv; 一 rc X Dmvw; Dr'x mw; 
Lo=rc Xmvc+tLe Cl 7 
其 中 ,rc Xmwc 可 以 理解 为 将 质点 系 的 质量 集中 于 质心 C 点 时 ,质点 C 的 动量 mvc 对 O 点 
的 矩 。 式 (10. 2.7) 表 明 : 质点 系 对 任意 固定 点 的 动量 矩 等 于 质点 系 对 质心 的 动量 矩 与 质点 
系 的 质量 集中 于 质心 时 ,质心 的 动量 对 该 固定 点 之 矩 的 矢量 和 。 
【思考 】 试 比较 式 (10. 2.7) 与 式 (2.2.19) 之 间 的 相似 性 。 


10.2.5 ”运动 刚体 的 动量 矩 计算 
1. 平 动 刚 体 的 动量 矩 


由 于 平 动 刚体 上 任意 一 点 相对 于 质心 的 速度 为 零 , 故 由 式 (10. 2.6) 知 : 工 c 二 0。 即 平 动 
刚体 对 质心 的 动量 矩 恒 为 零 。 
由 式 (10. 2.7) 得 出 平 动 刚体 对 固定 点 O 的 动量 矩 为 
Lo 一 rc X mve (10.2.8) 


式 (10.2.8) 表 明 : 平 动 刚体 对 固定 点 O 的 动量 矩 等 于 视 刚 体 为 质量 集中 于 质心 的 质点 
对 O 点 的 动量 矩 。 
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2. 定 轴 转 动 刚 体 的 动量 矩 


设 刚 体 绕 固定 轴 x 以 角速度 w 转动 ,刚体 对 x 轴 的 动量 矩 
L:= 2 M, ma) = Drimiwi =w 2 mir! 一 Jo (I 
即 : 定 轴 转 动 刚 体 对 于 转轴 的 动量 矩 等 于 刚体 对 转轴 的 转动 惯量 与 角速度 的 乘积 。 
在 工程 问题 中 ,大 多 数 转动 刚体 都 具有 对 称 面 : 且 对 称 面 垂直 于 转轴 ,此 时 , 若 将 刚体 简 
化 为 质量 集中 于 对 称 面 内 的 平面 图 形 , 则 平面 图 形 对 过 O 点 的 轴 ( 或 简称 为 O 轴 ) 的 动量 
和 矩 为 


Lo =Jow (10. 2. 10) 
正 负 号 的 规定 与 角速度 的 规定 相同 , 即 逆 时 针 方 向 为 正 . 顺 时 针 方 向 为 负 。 


3. 平面 运动 刚体 的 动量 和 矩 


这 里 仅 考虑 较为 简单 的 情形 , 即 平面 运动 刚体 具有 质量 对 称 面 , 且 刚体 平行 于 对 称 面 的 
平面 运动 。 在 这 种 情况 下 ,刚体 上 各 质点 的 动量 对 质量 对 称 面 内 任 一 定点 O 的 和 矩 均 沿 质量 
对 称 面 的 法 线 方向 ,由 式 (10. 2.7) 、 式 (10. 2.10) 可 得 

Lo=Mo(mvc)+t+ Jcw C10:2. 11) 

式 (10.2.11) 说 明 : 平面 运动 刚体 对 过 点 O, 且 垂直 于 质量 对 称 面 的 轴 的 动量 矩 等 于 刚 
体 对 于 质心 C 轴 的 动量 矩 与 刚体 的 质量 集中 于 质心 C 点 时 ,质心 C 点 的 动量 对 O 轴 之 矩 
的 代数 和 。 

【 例 10.2.1】 如 图 10. 2. 3 所 示 , 质 量 为 m 的 偏心 轮 在 水 平 
面 上 作 平 面 运 动 。 轮 轴 心 为 A ,质心 为 C,AC=e; 轮 的 半径 为 7， 
对 轴 心 A 的 转动 惯量 为 J .在 图 示 瞬 时 ,C、A、B 三 点 都 在 同一 
铅 直线 上 ,A 点 速度 为 v4 , 试 求 : (1) 当 轮子 只 滚 不 滑 时 ,轮子 在 图 
示 瞬 时 对 平面 上 固定 点 B 的 动量 矩 。(2) 当 轮子 又 滚 又 滑 时 , 若 
轮 的 角速度 w 已 知 ,轮子 在 图 示 瞬 时 对 平面 上 固定 点 B 的 动 图 10.2.3 例 10.2.1 图 
量 矩 。 

【 解 】 (1) 当 轮子 只 滚 不 滑 时 ,由 运动 学 关系 有 B 点 为 轮 的 瞬 心 。 

ri+e 


vA =rw, vec=(r++e)w vA，, Jc=JA—me’ 
[ 
由 式 (10.2.11) 有 
Ls m(r+e)vec—Jcw [m(r++e)’:+Ja el [Ja+mr(r+ Se] 4 
于 术 


其 中 , 负 号 表示 顺 时 针 方 向 。 
(2) 轮子 又 滚 又 滑 时 ,由 平面 运动 速度 合成 定理 ,有 


vc 一 VA 十 ca 二 VA 十 ew 


轮子 对 B 点 的 动量 矩 为 
Ls mve(r +e)— Tcew m(r+e)va— (Jat+mre)w 
中 , 负 号 表示 顺 时 针 方 向 。 
【 例 10.2.2】 已 知 半径 为 ~ 的 均 质 轮 , 在 半径 为 R 的 固定 凹面 上 只 滚 不 滑 , 轮 的 质量 


y 
4 


5 
249 
XY 


为 mi , 均 质 杆 OC 的 质量 为 m, , 杆 长 为 1!。 若 在 图 10. 2. 4 所 示 位 置 
杆 OC 的 角速度 为 w, 试 求 系统 在 该 瞬时 对 O 点 的 动量 矩 。 

【 解 】 由 于 均 质 轮 在 凹面 上 只 滚 不 滑 , 故 系统 的 自由 度 为 1。 
由 于 杆 OC 作 定 轴 转 动 , 故 杆 OC 对 O 点 的 动量 矩 为 


1 
Lo,oc =J ow 一 可 ma 人 


方向 按 右手 法 则 确定 ,为 垂直 纸 面 向 外 。 
轮 C 作 平 面 运动 ,对 O 点 的 动量 矩 为 


图 10.2.4 例 10.2.2 图 


CR —r) 


LL 
Lo,%c Jco 十 mioc(R 一 r) 到 2 mR r):w 


=Fm(R —F)2R— Sr 
由 于 轮 C 的 角速度 为 顺 时 针 方 向 ,根据 右手 法 则 , 轮 对 O 点 的 动量 矩 的 方向 应 为 垂直 
纸 面向 里 , 故 为 负 号 。 
从 而 可 得 整个 物体 系统 对 O 点 的 动量 矩 为 


Lo =Lo,oc + Lo,c ; mzl?w 十 ; ml(R—r)(2R — 3r)w 


10.3 动量 矩 定理 及 其 应 用 
> 


10.3.1 质点 的 动量 窍 定理 


设 质点 对 定点 O 的 动量 矩 为 Mo(Cmm ) ,作用 在 其 上 的 合力 下 对 同一 点 O 之 矩 为 
Mo(F) ,将 动量 矩 式 (10.2.1) 对 时 间 求 一 阶 导 数 ,得 


PMo mw ) Dr xX mv) =P Xmo | Xm) 
dr d i 
式 中 ,地 Xmy =v Xmv 0 mv )= 二 FF。 因 此 ,上 式 可 写 为 
d 
Mo mo ) =r XF =Mo(F) (10. 3. 1) 


式 (10. 3.1) 表 明 , 质 点 对 某 定点 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导 数 ,等 于 作用 在 该 质点 上 的 力 
对 同一 点 的 力矩 。 这 就 是 质点 的 动量 矩 定理 。 


10.3.2 质点 系 对 固定 点 的 动量 矩 定理 


设 质 点 系 由 个 质点 组 成 .作用 在 每 个 质点 上 的 力 分 为 内 力 F; 和 外 力 Fi , 按 质点 的 动 
量 矩 定理 , 即 式 (10. 3.1) ,有 


MoCnio) =Mo( Fi) HMo(Fi), i=1,2,.",n 
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将 上 述 ”个 方程 相 加 ,得 


EMo Gm: )= Mod 十 ModcF9) 
i=1 i=l mm 


式 中 , 六 Mo(CPi) 一 0。 于 是 ,上 式 可 写 为 ; 了 Mono) 一定 MoCF3), 即 
i=] 1 一 1 i=1 


Lo —M; = Dr x 为) 
式 (10. 3.2) 表 明 质点 系 对 于 某 固定 点 O 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导 数 ,等 于 作用 在 质点 
系 的 所 有 外 力 对 同一 点 的 主 矩 。 这 就 是 质点 系 的 动量 矩 定理 。 


应 用 式 (10. 3.2) 时 , 常 取 其 投影 形式 , 即 


| = DM,CF:) 

dt 

EL, =M; = DM, (FY) (el 
d i 

Tt: Mi = 2 MF 


式 (10. 3.3) 说 明 , 质 点 系 对 某 定 轴 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导 数 ,等 于 作用 于 质点 系 上 的 
所 有 外 力 对 该 轴 之 矩 的 代数 和 。 

由 式 (10. 3.2) 、 式 (10. 3.3) 可 知 : 

(1) 只 有 作用 于 质点 系 上 的 外 力 才能 改变 系统 的 动量 矩 , 内 力 不 能 改变 质点 系 的 动量 
矩 。 但 是 ,内 力 可 促使 系统 内 各 质点 的 动量 矩 发 生变 化 ,并 保持 系统 的 总 动量 矩 不 变 。 

(2) 当 外 力 系 对 某 定点 (或 某 定 轴 ) 之 主 矩 等 于 零 时 ,质点 系 对 于 该 点 (或 该 轴 ) 的 动量 
和 矩 保持 不 变 , 称 之 为 动量 矩 守恒 。 

【说 明 】 @D 在 具体 应 用 动量 和 矩 定 理 求 解 问题 时 ,应 使 等 号 左 侧 动量 对 点 (或 轴 ) 的 撼 的 
转向 与 等 号 右 侧 力 对 点 (或 轴 ) 的 和 抵 的 转向 一 致 。 回 某 些 力学 现象 可 以 用 动量 矩 守 恒定 律 来 
解释 ,如 花样 滑冰 运动 员 和 芭 欧 有 演员 绕 通 过 足 尖 的 钻 重 轴 > 旋转 时 , 因 重 力 和 地 面 法 向 
反 力 对 > 轴 的 矩 为 零 ,而 足 尖 与 地 面 之 间 的 摩擦 力矩 很 小 ,故人 体 对 > 轴 的 动量 矩 近似 守 
恒 , 即 J- 一 常量 。 这 样 , 当 手 足 收 拢 时 ,人 体 的 转动 惯量 J。 减 小 ,角速度 w 加快 ,而 当 手 足 
在 水 平方 向 伸展 时 ,J 增 大 ,w 减 慢 。 


10.3.3 刚体 定 轴 转 动 的 微分 方程 


现在 把 质点 系 动 量 矩 定理 应 用 于 刚体 绕 定 轴 转 动 的 

设 刚体 在 主动 力 系 {Fai ,F,,…,F, ) 作 用 下 绕 定 轴 = 转动 ， 
轴承 对 转轴 的 约束 力 为 Fo .Fo, 、Fo: Fa Fa ,如 图 10.3.1 所 
示 。 已 知 刚体 对 轴 = 的 转动 惯量 为 J- , 某 瞬 时 角速度 为 w, 则 
刚体 对 轴 = 的 动量 矩 为 J.w 。 应 用 质点 系 对 固定 轴 的 动量 矩 
定理 式 (10. 3.2) ,有 


图 10. 3.1 作 定 轴 转 动 的 刚体 


00) = PDM. 


因 刚 体 对 轴 > 的 转动 惯量 J 通常 是 常量 , 设 刚 体 的 转角 为 9 ,w= 二 9 ,6 一 $ 二 a, 则 
Ja 一 >)M.(CF;) 或 J .$= MGF?) ln 
此 式 表明 ,刚体 对 于 转轴 的 转动 惯量 与 其 角 加 速度 的 乘积 ,等 于 作用 在 刚体 上 的 所 有 外 力 对 
于 转轴 之 矩 的 代数 和 ,这 就 是 通常 所 说 的 刚体 的 定 轴 转 动 微分 方程 。 
由 式 (10. 3.4) 可 知 
(1) 当 作 用 于 刚体 的 外 力 对 转轴 的 矩 一 定时 , 则 刚体 的 转动 惯量 越 大 ,转动 状态 的 变化 
越 小 ; 转动 惯量 越 小 ,转动 状态 变化 越 大 。 刚 体 转动 惯量 的 大 小 ,表现 了 刚体 转动 状态 改变 
的 难 易 程度 。 若 将 式 (10. 3. 4) 与 质心 运动 定理 mac 二 >)F: 对 比 , 可 以 看 出 转动 惯量 在 刚 
体 转动 中 的 作用 与 质量 在 刚体 平 动 中 的 作用 相对 应 。 可 见 转 动 惯量 是 刚体 转动 惯性 大 小 的 
度量 。 

(2) 车 >)M.(F?) =0, 刚 体 将 作 匀 角速度 转动 ; 若 >) M.(F;) = 常量 ,刚体 将 作 匀 变 
速 转动 。 

(3) 利用 式 (10. 3. 4) 可 求解 刚体 定 轴 转 动 的 转动 规律 或 作用 于 刚体 的 主动 力 , 但 不 能 
求 轴承 对 转轴 的 约束 力 。 求 轴承 的 约束 力 需 要 用 质心 运动 定理 。 


10.3.4 应 用 举例 


【 例 10.3. 1】〗 水 轮机 受 水 流 冲 击 而 以 匀 角 速 
度 w 绕 通过 中 心 O 的 铅 垂 轴 ( 垂 直 于 图 示 平 面 ) 转 
动 , 如 图 10. 3. 2 所 示 。 设 总 流量 为 Q, 水 的 密度 
为 o; 水 流入 水 轮机 的 流速 为 w ,离开 水 轮机 的 流 
速 为 w; ,方向 分 别 与 轮 缘 切 线 间 夹 角 为 0 及 0,， 
v1 和 ws 均 为 绝对 速度 。 假 设 水 流 是 稳定 的 , 求 水 
轮机 对 水 流 的 约束 动力 和 矩 。 

【 解 】 取 两 叶片 之 间 的 水 流 为 研究 对 象 . 如 图 10.3.2 例 10.3.1 图 
图 10. 3.2(b) 所 示 。 作 用 在 水 流 上 的 外 力 有 重力 
和 叶片 对 水 流 的 约束 力 , 其 中 重力 平行 于 = 轴 , 所 以 ,外 力矩 只 有 叶片 对 水 流 的 约束 力 
和 矩 M。。 

现 计算 水 流 的 动量 矩 的 改变 量 。 设 在 : 瞬时 水 流 在 ABCD 的 位 置 .经 过 一 段 时 间 dt ， 
即 上 十 d: 瞬时 ,水 流 在 abcd 位 置 ,因为 水 流 是 稳定 的 , 设 动量 矩 的 方向 以 逆 时 针 的 方向 为 正 
方向 , 则 

dl. Lo Lagcp (Laspc L 工 cpuc) (L Apba t Lspc ) L cpae L appa 


=—pQdt * vsrscos0, + pQdt » viricosO! 


即 
dL, =pQdt * (— varzscos0s 十 ViricosOi) 
将 其 代入 动量 矩 定理 式 (10. 3. 3) ,可 得 
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M., =pQ (ziricos0i — varscos0,) 
【 例 10.3.2】 如 图 10. 3. 3(a) 所 示 ,卷扬机 鼓 轮 为 均 质 圆 盘 , 重 为 W, ,半径 为 7 ,小 车 
总 重 W， ,作用 于 鼓 轮 上 的 力矩 为 M ,轨道 的 倾角 为 0, 绳 的 重量 及 摩擦 均 忽 略 不 计 , 求 小 车 
上 升 的 加 速度 。 


(a) (b) 


图 10.3.3 例 10.3.2 图 


【 解 】 选 鼓 轮 和 小 车 为 质点 系 ,如 图 10. 3. 3(b) 所 示 。 作 用 于 该 质点 系 上 的 主动 力 有 
Wi 、W, 、M ,约束 力 有 Fo, 、Fo, 及 Fy。 设 小 车 的 上 升 速度 为 w , 鼓 轮 的 角速度 为 w, 则 整个 
质点 系 对 Oz 轴 的 动量 矩 为 
W: Wi 十 2W， 


2 
rw 十 Ur Ur 
2 8 8 28 


W。 
工 。 一 Jo 十 一 一 Or 
8 
所 有 外 力 对 Ox 轴 的 矩 为 
SIMs =M— Worsing — Walcos0 + Fnl 
由 于 Fy 二 Wscos0, 故 >) Ms 一 M 一 Wsrsing 。 由 式 (10.3.2) 可 得 


Wi 十 2WV，d 有 
ss 证 一 M — Wrsin0 


所 以 小 车 上 升 的 加 速度 为 

du 2CM 一 多 :rsin0) 

dd (Wi+2Wa)r ® 
由 上 式 解 得 ,只 有 当 M 二 W:rsin0 时 ,小 车 才能 加 速 上 升 。 
【 例 10.3.3】 试 建立 图 10. 3.4 所 示 液 体 在 U 形 光 滑 玻 璃 管内 的 运动 微分 方程 。 
【 解 】 设 U 形 管 的 对 称 轴 为 > 轴 , 以 其 与 液体 的 静 平衡 

面 的 交点 O 为 原点 ( 见 图 ) ,实际 液 面 偏离 静 平衡 面 的 距离 为 

y 轴 , 列 写 全 部 液体 对 于 过 半圆 弧 的 圆心 0' 的 定 轴 0'z 的 动 

量 和 矩 定 理 。 若 将 液体 分 成 小段 ,每 一 小 段 对 O'z 轴 的 动量 矩 

都 可 以 写成 wyir, 全 部 液体 的 动量 矩 为 Dmiyir = myr，, 其 


中 汶 为 全 部 液体 的 质量 。 令 / 为 液体 在 U 形 管 中 的 长 度 ， 
则 有 


a 


图 10.3.4 例 10.3.3 图 


ndr) =— mar (a) 


dt 


个 


整理 后 得 到 液体 的 运动 微分 方程 为 : 7 3 一 0。 


【说 明 】 和 轴 的 和 矩 亦 为 零 , 因 此 
式 (a) 中 不 出 现 约束 力 。 

【 例 10.3.4】 如 图 10. 3.5 所 示 , 两 根 质量 .长度 均 相等 的 直 杆 OA 、BD 固 连 成 工 字 
形 , 可 绕 水 平 轴 O 转动 。 当 OA 处 于 水 平 位 置 时 ,T 形 杆 具 有 角速度 w 王 4rad/s。 设 杆 的 质 
量 m==8 kg, 杆 长 OA 二 BD=/ = 二 0.5 m( 不 考虑 杆 宽 ), 且 AB 王 AD。 求 该 瞬时 轴承 O 处 的 
约束 力 。 
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(a) (b) 


图 10.3.5 例 10.3.4 图 


【 解 】 选取 T 形 杆 为 研究 对 象 , 并 分 析 外 力 , 如 图 10. 3. 5(b) 所 示 。 又 在 图 示 位 置 时 ， 


ml/2+m/l 3 


工 形 杆 的 质心 坐标 为 ， ,yc 一 0。 质心 加 速度 为 :at 一 闻 La,al == 


lw?。 其 中、 w 为 杆 的 角 加 速度 、 角 速度 。 由 定 轴 转 动 的 转动 微分 方程 ,Joa = 


Mo(F,), 可 列 动 力学 方程 为 
As ml? 


2 Ei l8g 
| Lb We ee 
-ml )a 2mg a a 17 7 (UG) 


3 12 
心 运动 定理 可 得 轴承 约束 反 力 
mac 一 pa ， 2m Tie 一 下 oa + 2mg (a) 
n i 

mas = >) F?， 2m lo 一 下 oa- (b) 
1 18g，/ 上 名 
将 a 二 ]7 了 /分别 代 入 式 (a) 、(b) ,可 得 

Fo 一 了 ml = 了 X8kgX0.5mX(4rad/s) =96 N(—) 
7 


Fo =— me =—X8 keX9.8 m/s =—32.3 NC we) 


【说 明 】 刚体 定 轴 转 动 微分 方程 和 质心 运动 定理 联合 起 来 可 求解 像 工 形 杆 这 样 的 定 
轴 转 动 刚体 (该 刚体 具有 质量 对 称 面 ,转轴 重 直 于 该 质量 对 称 平面 ) 的 动力 学 两 类 问题 。 
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10.4 和 拢 心 为 动 点 的 动量 和 矩 定理 


具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


[OD 
10.4 节 内 容 


10.5 刚体 的 平面 运动 微分 方程 


刚体 作为 特殊 的 质点 系 ,自然 服从 质点 系 的 质心 运动 定理 。 即 刚体 在 平面 运动 中 ,通过 
质心 运动 定理 把 刚体 质心 的 运动 与 外 力 的 主 矢 联系 起 来 ,从 而 可 以 求 得 质心 的 运动 ; 通过 
相对 于 质心 的 相对 动量 矩 定理 将 刚体 的 转动 与 外 力 系 的 主 矩 联系 起 来 ,从 而 可 以 求 得 刚体 
转动 的 角 加 速度 。 于 是 可 得 所 谓 的 刚体 平面 运动 微分 方程 式 
me= Fs me= FR,: y=Ma(h)=Me C0 
式 (10. 5.1) 中 的 3 个 独立 方程 的 数目 刚好 等 于 平面 运动 的 自由 度数 (3 个 ) ,从 而 可 以 
用 来 求解 刚体 平面 运动 动力 学 的 两 类 问题 。 但 是 在 工程 实际 中 ,许多 系统 是 由 多 个 平面 运 
动 刚体 组 成 的 ,未 知 量 相应 增加 很 多 , 除 对 每 个 刚体 分 别 应 用 这 3 个 动力 学 方程 之 外 ,还 要 
根据 具体 的 约束 条 件 寻找 运动 的 和 力 的 补充 方程 才能 求解 。 
【 例 10.5.1】 在 图 10. 5. 1(a) 中 , 均 质 轮 的 圆 简 上 缠 一 绳索 ,并 作用 一 水 平方 向 的 力 
下 二 200 N, 轮 和 圆 简 的 总 质量 为 m 二 50 kg, 对 其 质心 的 回转 半径 为 p 二 70 mm。 已 知 轮 与 
水 平面 间 的 静 、 动 摩擦 因数 分 别 为 ,二 0.20 和 f4 二 0.15, 求 轮 心 C 的 加 速度 和 轮 的 角 加 速 
度 。 已 知 ; R=100 mm,r 二 60 mm。 
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(a) (b) Ce) 
图 10.5.1 例 10.5.1 图 
【 解 】 先 假设 轮子 作 纯 滚动 .其 受 力 分 析 如 图 10. 5. 1(b) 所 示 。 此 时 ,摩擦 力 ,为 静 
滑动 摩擦 力 ,F. 志 了,F\, 设 轮 心 的 加 速度 大 小 为 a. 角 加 速度 为 a。 由 于 滚动 而 不 滑动 ,有 
4 一 Ra。 建 立 圆 轮 的 平面 运动 微分 方程 ,得 
Mac = DF,: ma=F—F, (a) 


1 二 二 元 二 让 二 二 后 二 人 EN 
Mac, = >)F，: m XO0=Fn—mg (b) 
Jca =Me: mp’a=F,R— Fr (c) 
补充 方程 式 为 
ac =a =Ra (d) 
联 立 式 (a) 一 式 (d) , 解 出 
Fy=mg=490N (e) 
i (CD 
m(p +R) 
2 
wR Re 
Fu=F Or R146.3N (g) 


上 述 计算 结果 是 在 假设 轮子 只 滚 不 滑 的 情形 下 得 到 的 ,是 否 合乎 实际 ,还 要 用 FF, 过 
/Fw 来 判断 。 现 在 ,FF,,ww 二 /Fy 二 0.2X490 N= 二 98 N。 由 式 (g) 知 ,计算 所 得 的 亦 即 保证 
只 滚 不 滑 所 需 的 摩擦 力 ,= 二 146. 3 N, 超 过 了 水 平面 能 为 圆 轮 提 供 的 最 大 摩擦 力 Fw 二 98 N， 
所 以 ,轮子 不 可 能 只 滚 不 滑 。 

考虑 轮子 又 滚 又 滑 的 情形 : 圆 轮 受 力 分 析 如 图 10. 5. 1(c) 所 示 。 在 有 滑动 的 情况 下 , 动 
滑动 摩擦 力 为 ,二 /4Fw ,而 质心 加 速度 a 和 角 加 速度 是 两 个 独立 的 未 知 量 , 列 平面 运动 
方程 为 


Mac = PF: ma 一 下 一 Fu Ch) 
Mac = DF,,: mX0=FNs—mg (iD) 
Jcea =Me: mpze 一 FuR 一 Fr (j) 
补充 方程 式 为 
阅 二 学 后 ， (k) 
联 立 式 (h) 一 式 (k) ,得 


Fn= 490N; Fu 一 JEFN 一 0.15X490N= 73.6N; a= 2.53 m/s, a= —18.95 rad/s’ 
负 号 说 明 a 的 转向 与 图 10. 5. 1(c) 所 设 相反 .应 为 逆 时 针 方向 。 
【说 明 】 对 物体 运动 状态 不 明确 的 情况 ,可 假定 其 处 于 一 种 已 知 的 运动 状态 ,来 建立 物 
体 的 动力 学 和 运动 学 方程 ,并 根据 计算 结果 判断 原 假定 的 正确 性 。 
【 例 10.5.2】 均 质 细 杆 AB 长 2! ,质量 为 m,B 端 搁 在 光滑 书 
水 平地 板 上 ,A 端 靠 在 光滑 墙壁 上 ,A 、B 均 在 垂直 于 墙壁 的 同一 
铅 垂 平面 内 ,如 图 10. 5. 2 所 示 。 初 瞬时 , 杆 与 墙壁 的 夹 角 为 0,, 杆 
由 静止 开始 运动 , 求 (1) 杆 的 角 加 速度 、 角 速度 及 墙壁 和 地 面 的 反 
力 (表示 为 0 的 函数 ); (2) 杆 AB 脱离 墙壁 时 的 位 置 以 及 此 时 地 
面 对 杆 件 的 约束 反 力 。 
【 解 】 以 杆 为 研究 对 象 ,其 受 力图 如 图 示 , 列 平面 运动 微分 
方程 


图 10.5.2 例 10.5.2 图 


mize =Prs mye= Py — mE je =Fplsing — Falcos0 


现在 式 中 有 5 个 未 知 数 fc ,yc .0.Fa、Fs ,而 只 有 3 个 方程 ,需要 补充 方程 。 由 几何 关 
系 , 列 运动 方程 为 


zce 一 /sin0， yc 一 /cos0 


将 其 对 4 求 二 阶 导数 ,得 质心 加 速度 的 表达 式 
Tc 一 /gcosb 一 bzsing， Je = 一 1gsing 一 162zcosbg 


联 立 求解 上 面 的 5 个 方程 ,将 Je 一 于 ml 代入 可 得 :0 一 3Esin0, 从 而 有 


3 。 3 下 
Fa =7m8 singcos0 — mlO’sin0, Fa 一 mg 一 masin’0 — mlO’cos0 


| dO dOdo ,db Ty 
于 习 i ” , 则 由 ; S 
求 杆 的 角速度 0 ,利用 0 db — pde 0 机 则 由 : 0 4l sin0 可 得 
95 一 下 ng， Od0 一 小 sing + dO 


进行 积分 ,并 代入 初始 条 件 ,0 二 0。,6。 二 0, 可 得 


人 =38 (cos0, 一 cos0)， 0 一 /并 (eos0, 一 cosO) 


代入 FA 、Fs 的 表达 式 , 有 


3mg y 
Fa= sin0(3cosb — 2cos0o), Fs = 二 7cos0 一 6cosOocos0) 


利用 Fs ==0 的 条 件 , 可 以 求 出 A 端 脱 离 墙壁 时 的 角度 90, 即 
0, =arccos(3.cos0, ) ， 09, 二 0( 不 合 题 意 , 舍 去 ) 


【评注 】 从 A 端 脱离 墙壁 时 的 角度 0 的 表 ge 
达 式 可 以 看 出 一 个 很 有 意思 的 现象 , 即 : 杆 件 脱 | 
离 墙壁 的 位 置 只 与 杆 件 的 初始 角度 0,， 有关。 将 
0 与 9 的 关系 绘制 成 图 10. 5. 3 可 知 , 当 0 一 0 J 
时 ,A 端 脱离 墙壁 时 的 角度 0 一 48. 19", 并 且 随 着 70] 
角度 b 的 增加 ,A 端 脱离 墙壁 时 的 角度 0 也 | 
增加 。 601 

【思考 】 @ 杆 件 脱离 墙壁 的 原因 是 什么 ? ] 
加 村 件 脱离 墙壁 后 又 如 何 运动 ? 加 能 否 求 处 在 “| 
杆 件 的 A 端 接触 地 面前 A 端的 速度 和 该 瞬时 村 0 0 0 WI) 
件 的 角速度 ? 四 若 杆 件 与 墙壁 及 地 面 之 间 有 摩 图 10.5.3 脱离 时 的 角度 与 初始 角度 的 关系 
擦 , 且 摩 擦 因数 均 为 常数 , 杆 件 会 脱离 墙壁 吗 ? 

在 什么 情况 下 才 会 脱离 ? 回 杆 件 在 脱离 之 前 的 速度 肯 心 在 哪里 ? 在 这 个 过 程 中 速度 瞬 心 到 
质心 的 距离 是 否 不 变 ? 可 和 否 利用 对 速度 瞬 心 的 动量 矩 定 理 求解 ? 请 尝试 。 

【 例 10.5.3】〗 图 10. 5.4 所 示 的 均 质 深 子 ,其 质量 为 二 10 kg, 外 径 R==0.4 m, 鼓 轮 的 
半径 r==0.2 m, 对 中 心 轴 O 的 回转 半径 po 二 0. 26 m。 鼓 轮 外 缘 缠 绕 一 质量 不 计 的 软 强 , 强 
的 另 一 端 作用 一 拉力 , 且 下 二 40 N, 该 力 与 水 平 线 的 夹 角 pg 二 30"。 

(1) 求 深 子 作 纯 滚动 时 其 质心 O 的 加 速度 及 作用 于 深 子 的 静 滑动 摩擦 力 。 

(2) 若 深 子 与 水 平面 之 间 的 静 滑动 摩擦 因数 为 f, 二 0. 25, 动 滑动 摩擦 因数 为 /一 0. 2， 
求 质心 O 的 加 速度 。 


(3) 若 滚 子 的 质心 C 偏离 其 中 心 O 的 距离 e 二 0.04 m', 假 设 回转 半 径 不 变 , 且 太一 0.3， 
开始 时 ,OC 静止 于 水 平 位 置 , 求 该 瞬时 O 点 的 加 速度 。 


图 10.5.4 例 10.5.3 图 


【 例 10. 5.4】 均 质 滑轮 的 质量 为 mi ,半径 为 ~, 可 在 固定 水 平面 上 无 滑动 地 滚动 。 均 
质 杆 AB 的 质量 为 m, ,长 度 为 !, 其 A 端 与 轮 心 用 光滑 铵 链 连接 ,如 图 10. 5. 5 所 示 。 试 建 
立 系统 的 运动 微分 方程 。 


图 10.5.5 例 10.5.4 图 例 10.5.4 的 解答 


【说 明 】 本 节 所 讨论 的 刚体 平面 运动 微分 方程 将 作 平 面 运动 刚体 的 运动 量 和 刚体 的 受 
力 联系 起 来 。 事 实 上 ,也 把 静 力学 和 运动 学 联系 起 来 。 在 静 力学 的 力 系 简化 中 , 若 确 定 了 简 
化 中 心 , 则 可 以 将 一 个 力 系 简化 为 一 个 主 失 和 主 和 矩 ; 而 在 运动 学 中 ,对 于 作 平面 运动 的 刚 
体 , 可 以 将 刚体 上 任意 一 点 作为 基点 ,将 刚体 的 运动 视 为 随 基点 的 平 动 和 绕 基 点 的 转动 。 如 
果 将 静 力 学 中 的 简化 中 心 和 运动 学 中 的 基点 都 取 为 质心 , 则 刚体 平面 运动 微分 方程 中 力 的 
投影 式 就 将 随 质心 的 平 动 与 简化 到 质心 的 主 失 联系 起 来 ; 而 平面 运动 微分 方程 中 有 关 力 矩 的 
公式 就 将 绕 质 心 的 转动 与 简化 到 质心 的 主 给 联系 起 来 ,这 也 再 次 说 明 质 心 对 于 刚体 的 重要 性 。 
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10-1 选择 题 ( 请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1. 图 示 > 轴 通 过 某 物体 的 质心 C ,该 物体 的 质量 为 .图 示 zi 、 
xz 三 轴 彼 此 平行 ,=; 与 = 两 轴 相距 为 a ,x 与 x; 两 轴 相 距 为 b,x 
与 x; 两 轴 相 距 为 4, 则 由 转动 惯量 的 平行 轴 定理 可 得 ( js 
A. Ja4—J%2—=m(a’—b’) 
B: Jas 
C. 1s=Jatma’ 
Dy J = 


2. 图 示 一 均 质 杆 件 由 铁 质 和 木质 两 段 构成 ,两 段 长 度 相等 ,其 总 质量 为 m。 此 杆 件 对 
通过 A 、B.、C 并 垂直 于 杆 件 轴线 的 = 、z;、x; 三 轴 的 转动 惯量 分 别 用 J 、J .;、J .s 表示 , 则 
有 ( ys 

Ms J ss Bs ny ls 
C. Ja=J > | AO 

3. 均 质 半圆 盘 质 量 为 m ,半径 为 R, 绕 圆心 O 在 图 面 内 作 定 轴 转 动 ,其 角速度 为 w, 如 

图 所 示 。 圆 盘 对 轴 O 的 动量 矩 工 o。 应 为 ( Ws 


1 
A. Lo=3mR’w B, Lo=mR’w 


1 
C. Lo=smR’w D. Lo=2mR’w 


4. 图 示 一 均 质 圆 盘 以 匀 角 速度 w 绕 其 边缘 上 的 O 轴 转 动 ,已 知 圆 盘 的 质量 为 m ,半径 
为 7, 则 它 对 O 轴 的 动量 矩 工 o 大 小 为 ( js 


A, Lo=3mr’w/2 B. Lo=mr’w C. Lo=mr’w/2 D. Lo=mr’*w/3 
一 

21 2 O 

4 FE EN 


选择 题 2 图 选择 题 3 图 选择 题 4 图 


5. 一 均 质 杆 OA 与 均 质 圆 盘 在 圆 盘 中 心 A 处 贸 结 ,在 图 示 位 置 时 ,OA 杆 绕 固定 轴 O 
转动 的 角速度 为 w, 圆 盘 相 对 于 杆 OA 的 角速度 也 为 。。 设 OA 杆 与 圆 盘 的 质量 均 为 m, 辆 
盘 的 半径 为 ~, 杆 长 /二 37, 则 此 时 该 系统 对 固定 轴 O 的 动量 矩 大 小 为 大 


A. Lo=22mr’w B. Lo=12. 5mr’w 
C. Lo=13mr’w D. Lo=12mr’w 
6. 图 示 两 均 质 细 杆 OA 与 AB 贸 结 于 A ,在 图 示 位 置 时 ,OA 杆 绕 固定 轴 O 转动 的 角速度 
为 w,AB 杆 相 对 于 OA 杆 的 角速度 亦 为 o.0、A、B 三 点 位 于 同一 铅 直线 上 。 已 知 OA 和 AB 
两 杆 的 质量 均 为 m ,它们 的 长 度 均 为 /, 则 该 系统 此 时 对 O 轴 的 动量 矩 大 小 为 Lo 为 ( 
A. Lo=21ml’w/6 B. Lo=11lml*w/4 
C. Lo=8ml’w/3 D. Lo=5ml?w/3 


选择 题 5 图 选择 题 6 图 


7. 图 示 杆 OA 的 重量 为 P, 它 对 O 轴 的 转动 惯量 为 本 弹簧 的 刚度 
系数 为 &, 当 杆 位 于 铅 直 位 置 时 ,弹簧 无 变形 , 则 OA 杆 在 铅 直 位 置 附近 
作 微 小 摆动 时 的 运动 微分 方程 为 ( j5 

A. J0=ka’0+PbO B. J0=—ka’0—PbO 


C. —J0=—ka*0+PbO D. —J0=ka’0— Pb 

8. 图 示 圆 轮 重 为 PP, 半径 为 R, 绕 固定 轴 O 转动 ,车 轴承 的 摩擦 不 计 。 图 (a)、(d) 两 轮 的 
质量 均匀 分 布 在 轮 缘 上 ,可 视 为 均 质 圆 环 ,而 图 (b)、(c) 两 轮 的 质量 均匀 分 布 在 其 轮 面 内 ,可 视 
为 均 质 圆 盘 。 图 (a) 和 图 (b) 中 的 圆 轮 受 P 力作 用 ,图 (c) 受 力 偶 矩 为 M 王 PR/2 的 力 偶 作用 ， 
图 Cd) 的 圆 轮 上 挂 一 重 为 已 的 重 物 。 以 下 4 种 说 法 中 ,正确 的 有 ( 凋 


CO 
Pp P Dp 
(b) 


(9) (d) 
选择 题 8 题 


. 图 Ca) 中 圆 环 的 角 加 速度 与 图 (b) 中 圆 盘 的 角 加 速度 相等 
B. 图 Ca) 中 圆 环 的 角 加 速度 与 图 (c) 中 圆 盘 的 角 加 速度 相等 
C. 图 Ca) 中 圆 环 的 角 加 速度 与 图 Cd) 中 圆 环 的 角 加 速度 相等 
D. 图 (b) 中 国 盘 的 角 加 速度 与 图 (d) 中 国 环 的 角 加 速度 相等 
9. 图 示 半 径 为 R 的 均 质 圆 盘 , 可 沿 光 滑 水 平面 在 铅 直面 内 作 平 面 运动 ,其 受 力 情况 如 
图 所 示 。 若 4 图 中 各 圆 盘 质心 O 的 加 速度 分 别 以 ao aos aoe 和 ao 表示 ,其 绕 质心 
O 的 角 加 速度 分 别 以 ws av ae aa 表示 。 以 下 几 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( Ws 
B. ao,,>ao0,s>ao,e 
D; o>av as 


(a) 


A. ao 一 ao 一 aoe 


人 aox= oa 


而 人 -PR 
四 (b) (©) dd) 
选择 题 9 图 
10. 图 示 无 重 刚 杆 焊接 在 轴 上 , 杆 与 > 轴 的 夹 角 0 关 90" ,两 质量 相同 


的 小 球 A、B 焊接 在 杆 的 两 端 , 且 AO=OB ,系统 绕 x 轴 以 不 变 的 角速度 w 


转动 。 以 下 4 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( 人 
A. 系统 对 O 点 的 动量 矩 不 守恒 ,对 x 轴 的 动量 矩 守恒 
B. 系统 对 O 点 的 动量 矩 守恒 ,对 x 轴 的 动量 矩 不 守恒 


E. a,=ag 


0 


C. 系统 对 O 点 和 对 < 轴 的 动量 矩 都 守恒 
选择 题 10 图 


----------------------------------- 第 10 章 ”动量 短 定 理 \26y 


D. 系统 对 O 点 和 对 x 轴 的 动量 矩 都 不 守恒 
11. 如 图 所 示 , 一 半径 为 R、 质 量 为 m 的 圆 轮 ,在 下 列 两 种 情况 下 沿 平面 作 纯 滚动 : 
(1) 轮 上 作用 一 顺 时 针 的 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 ; (2) 轮 心 作 用 一 大 小 等 于 M/R 的 水 平 向 右 的 
力 正 。 若 不 计 滚动 摩擦 , 则 两 种 情况 下 ( 5 
A. 轮 心 加 速度 相等 ,滑动 摩擦 力 大 小 相等 
B. 轮 心 加 速度 不 相等 ,滑动 摩擦 力 大 小 相等 
C. 轮 心 加 速度 相等 ,滑动 摩擦 力 大 小 不 相等 
D. 轮 心 加 速度 不 相等 ,滑动 摩擦 力 大 小 不 相等 
12. 如 图 所 示 ,水 平均 质 杆 OA 重 为 P, 细 绳 AB 未 剪断 前 O 点 的 支 反 力 为 P/2。 现 将 
强 前 断 , 试 判断 在 刚 前 断 AB 绳 瞬时 ,下 列 说 法 正确 的 是 ( ji 


A. O 点 支 反 力 仍 为 了 /2 B. O 点 支 反 力 小 于 P/2 
OBO :se a ee i D. O 点 支 反 力 为 0 
Ey 


选择 题 11 图 选择 题 12 图 


10-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 入 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 打 “X”) 


1. 过 刚体 上 任意 一 点 ,一 定 至 少 存在 3 根 互相 垂直 的 惯性 主轴 。 ( ) 
2. 如 果 刚 体 具 有 质量 对 称 轴 , 那 么 该 轴 一 定 是 刚体 的 中 心 惯 性 主轴 。 { ) 
3. 均 质 杆 件 对 过 端点 垂直 于 轴线 的 轴 的 转动 惯量 一 定 大 于 对 过 质心 的 任意 轴 的 转动 
惯量 。 ( ) 
2M。 
4. 由 定 轴 转 动 的 转动 微分 方程 J .a = > ) M。 可 知 ,J- 一 一 一, 即 J- 随 着 a 和 DM 
的 改变 而 改变 。 ( ) 
5. 刚体 对 zy 轴 的 惯性 矩 以 及 对 zy .ys 、zx 的 惯性 积 均 为 非 负 的 代数 值 。 ( ) 
6. 内 力 不 能 改变 质点 系 的 动量 和 动量 矩 。 ( 
7. 自行 车 在 水 平 路 面 上 由 静止 出 发 开始 前 进 。 如 果 将 人 和 车 视 为 一 个 质点 系 , 脚 路 车 
是 系统 内 力 , 故 内 力 能 改变 质心 的 运动 。 ( ; 
8. 质点 系 对 固定 点 O 的 动量 矩 矢 的 方向 与 作用 在 质点 系 上 所 有 外 力 对 点 O 的 主 矩 的 
方向 一 致 。 ( bh) 
9. 车 系统 的 动量 矩 守恒 , 则 每 一 质点 的 动量 矩 都 一 定 保持 不 变 。 ( ) 
10. 如 果 速 度 瞬 心 到 质心 的 距离 在 运动 过 程 中 始终 不 变 , 则 刚体 相对 于 速度 瞬 心 的 动 
量 矩 对 时 间 的 导数 等 于 外 力 对 速度 瞬 心 的 主 矩 。 ( ) 
11. 系统 的 动量 守恒 , 则 动量 矩 也 必定 守恒 。 若 系统 的 动量 矩 守恒 ,但 动量 不 一 定 
守恒 ( ) 


12. 刚体 的 平面 运动 微分 方程 既 适 用 于 单个 刚体 ,也 适用 于 多 个 刚体 组 成 的 系统 。 
( ) 


10-3 图 中 杆 OA 长 为 !, 质 量 不 计 , 均 质 圆 盘 半径 为 尽 , 质 量 为 刀 , 圆 心 在 A 点 。 已 知 
杆 OA 以 角速度 w 绕 O 轴 转 动 , 如 图 所 示 , 试 求 如 下 几 种 情况 下 圆 盘 对 定点 O 的 动量 矩 : 
(1) 圆 盘 固 结 于 OA 杆 上 。 
(2) 圆 盘 绕 轴 A 相对 于 杆 以 角速度 一 w 转动 。 
(3) 圆 盘 绕 轴 A 相对 于 杆 以 角速度 w 转动 。 
(4) 圆 盘 以 绝对 角速度 w 绕 A 轴 转 动 。 
(5) 圆 盘 以 绝对 角速度 一 w 绕 A 轴 转 动 。 
10-4 质量 为 m ,半径 为 R 的 均 质 圆 盘 在 倾角 为 8 的 粗糙 斜面 上 向 下 运动 ,如 图 所 示 。 
试 判断 下 述 各 说 法 是 否 正确 。 
A. 在 m、R 及 摩擦 因数 保持 不 变 的 条 件 下 ,斜面 倾角 8 越 大 , 则 越 易 出 现 打 滑 
B. 在 m\B 及 摩擦 因数 保持 不 变 的 条 件 下 ,半径 R 越 大 , 则 越 易 出 现 打滑 
C. 在 m,B 及 摩擦 因数 保持 不 变 的 条 件 下 ,半径 RR 越 小 , 则 越 易 出 现 打 滑 
D. 在 R.B 及 摩擦 因数 保持 不 变 的 条 件 下 , 圆 盘 质 量 越 大 , 则 越 易 出 现 打滑 
E. 在 m.B 保持 不 变 , 且 轮 为 纯 滚 动 的 条 件 下 , 圆 轮 半径 RR 越 小 , 则 角 加 速度 越 大 
F. 在 RB 保持 不 变 , 且 轮 为 纯 滚 动 的 条 件 下 , 轮 质 量 越 大 , 则 角 加 速度 越 大 


ey 


思考 题 10-3 图 思考 题 10-4 图 


10-5 ” 铅 垂 面 内 有 4 个 均 质 圆 盘 , 尺 二 形状 及 质量 都 完全 相同 ,大 、 小 圆 半 径 的 关系 为 
民 二 2r 。 各 圆 盘 受 力 大 小 皆 为 五 , 力 的 作用 点 及 方向 如 图 所 示 。 问 : 

(1) 若 4 个 圆 盘 皆 在 水 平面 上 作 纯 滚动 , 问 哪 一 个 圆 盘 的 质心 加 速度 最 大 ? 试 将 它们 
按 质 心 加 速度 由 大 到 小 的 顺序 排列 。 

(2) 若 要 保证 圆 盘 作 纯 深 动 . 问 哪 一 图 中 所 需 摩擦 因数 最 小 ? 试 将 它们 按 保 证 作 纯 深 
动 所 需 摩擦 因数 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 


(b) 
思考 题 10-5 图 

10-6 图 示 均 质 圆 盘 ,转动 惯量 为 Jo ,可 绕 定 轴 O 自由 转动 ,轴承 处 无 摩擦 。 盘 上 绕 以 

绳索 , 绳 两 端 各 挂 一 重 物 ,其 重量 分 别 为 Ps 与 Ps。 设 绳 与 圆 盘 间 有 足够 大 的 摩擦 力 ,使 绳 


不 能 在 圆 盘 上 打滑 。 甚 挂 A、B 两 重 物 的 绳索 张力 分 别 为 Fa 与 Fs。 试 
判断 下 述 各 说 法 是 否 正确 。 
A. 在 P。 这 Ps 的 条 件 下 ,只 要 适当 选择 P 与 Ps 的 大 小 ,一 
定 能 使 FA 一 Fe 
B. 无 论 PA、Ps 为 多 大 ,只 要 PA 二 Ps, 则 在 圆 盘 上 加 一 适当 大 
小 的 逆 时 针 转 向 的 力 偶 ,一 定 能 使 Fs 二 Fs 
C. 无 论 Ph 、Ps 为 多 大 ,只 要 PA>Pas, 则 在 圆 盘 上 加 一 适当 大 
小 的 顺 时 针 转 向 的 力 偶 ,一 定 能 使 FA 一 Fs 思考 题 10-6 图 
D. 在 PA 二 Ps 的 条 件 下 ,在 圆 盘 上 加 一 逆 时 针 转 向 的 力 偶 , 必 
须 适 当选 择 PA、Ps 的 大 小 以 及 力 偶 矩 的 大 小 ,才能 使 FA 一 Fn 
E. 在 PA 之 Ps 的 条 件 下 ,在 圆 盘 上 加 一 顺 时 针 转 向 的 力 偶 , 必 须 适 当选 择 PA 、Ps 
的 大 小 及 力 偶 矩 的 大 小 ,才能 使 FA 一 Fe 
F. 无 论 怎样 选择 圆 盘 上 所 加 力 偶 的 转向 及 大 小 以 及 PA、Ps 的 大 小 ,只 要 P^ 关 
Ps , 则 绝 不 可 能 使 FA 一 Fe 


习题 
10-1 图 示 均 质 细 长 杆 长 为 1, 质量 为 m。 试 求 J, 和 J.,。 
10-2” 试 求 图 示 质 量 为 m 的 均 质 三 角 板 对 x 轴 的 转动 惯量 。 


了 


= 


- 


习题 10-1 图 习题 10-2 图 


区 


10-3” 试 证 明 边 长 为 /质量 为 m 的 正方 形 洲 板 对 其 对 角 线 的 转动 惯量 为 二 mL。 


10-4 求 图 中 均 质 薄板 对 z 轴 的 转动 惯量 J- 。( 面 积 为 a 的 均 质 薄板 质量 为 mm) 
10-5 ”如 图 所 示 , 质 量 为 m 的 均 质 矩 形 薄板 ,其 边 长 分 别 为 a 与 5。 求 薄板 对 于 每 条 边 
的 转动 惯量 本 与 J, ,以 及 它 对 于 与 板 面 垂直 的 质心 轴 xc 的 转动 惯量 J 。 。 


习题 10-4 图 习题 10-5 图 


10-6 ”图 示 质 量 为 m 、 半 径 为 R 的 均 质 圆 板 , 控 去 一 半径 为 一 


的 圆 孔 , 试 求 该 板 对 O 轴 的 转动 惯量 。 

10-7 已 知 均 质 圆 盘 质 量 为 m ,半径 为 R, 当 它 作 图 示 4 种 运动 
时 ,对 固定 点 O, 的 动量 矩 分 别 为 多 大 ? 图 中 O1C=1。 

10-8 两 重 物 A 和 B, 其 质量 为 mx: 和 ms ,各 系 在 两 条 强 上 ,此 两 习题 10-6 图 
绳 又 分 别 围绕 在 半径 为 r， 和 rs 的 鼓 轮 上 ,如 图 所 示 。 鼓 轮 和 绳 的 质 
量 及 轴 的 摩擦 均 略 去 不 计 。 求 鼓 轮 的 角 加 速度 。 


py fo 
[人 | 
) Cy 
(a) 平移 (b) 绕 定 轴 C 转动 (c) 绕 定 轴 ON 转动 (d) 在 圆 弧 上 作 纯 滚动 


习题 10-7 图 
10-9 有 两 个 不 同 物体 ,一 个 为 均 质 细 杆 , 其 质量 为 m, 长 为 /; 另 一 个 为 质量 为 m 的 


小 球 , 固 结 于 长 为 / 的 轻 杆 的 杆 端 ( 杆 重 忽略 不 计 )。 两 者 均匀 结 于 固定 水 平面 上 (如 图 所 
示 ), 并 在 同一 微小 倾斜 位 置 释 放 。 问 哪 一 个 先 到 达 水 平 位 置 ? 为 什么 ? 


习题 10-8 图 习题 10-9 图 


10-10 在 图 示 两 系统 中 , 杆 OA 在 O 端 贸 结 ,在 B 点 由 于 铅 垂 弹簧 的 作用 而 使 杆 OA 
处 于 水 平 位 置 。 弹 簧 的 刚度 系数 为 &A, 图 中 w、 已 知 。 图 Ca) 中 的 杆 OA 质量 不 计 , 小 球 
A 的 质量 为 m; 图 (b) 中 的 杆 OA 为 均 质 细 杆 ,其 质量 为 冯 。 如 杆 在 铅 垂 面 内 作 微 小 摆动 ， 
试 建立 上 述 两 个 系统 的 运动 微分 方程 。 


习题 10-10 图 


10-11 图 示 均 质 深 子 的 质量 为 m ,半径 为 RR, 对 其 质心 C 轴 的 回转 半径 为 p。 深 子 静 
止 在 水 平面 上 , 且 受 一 水 平 拉 力 F 作用 。 设 拉力 的 作用 线 的 高 度 为 九 , 滚 子 只 滚 不 滑 , 滚 
动 摩 阻 忽略 不 计 。 求 静 滑动 摩擦 力 F, ,并 分 析 F, 的 大 小 和 方向 与 高 度 h 的 关系 。 

10-12 均 质 圆柱 的 半径 为 ,质量 为 m, 今 将 该 圆柱 放 在 图 示 位 置 。 设 在 A 和 B 处 的 
摩擦 因数 为 /。 若 给 圆柱 以 初 角速度 w。, 导 出 到 圆柱 停止 所 需 时 间 的 表达 式 。 

10-13 ”图 示 质 量 为 m 的 均 质 圆柱 体 ,在 其 中 部 绕 以 质量 不 计 的 细 绳 。 圆 柱 体 的 轴 心 
C 由 静止 开始 降落 了 六 高 度 , 求 此 瞬时 轴 心 的 速度 和 绳子 的 张力 。 


区 ) 
a B - 
习题 10-11 图 习题 10-12 图 


习题 10-13 图 


10-14 ”偏心 圆 轮 质量 mw 二 30 kg, 半 径 > 一 250 mm 偏心 距 e=OC=80 mm, 对 于 质心 
C 的 回转 半径 po 二 200 mm。 当 圆 轮 沿 与 水 平面 成 15 的 斜面 只 滚动 而 不 滑动 时 ,计算 当 OC 
与 斜面 平行 (如 图 所 示 ) 的 瞬时 ,接触 点 D 的 法 向 约束 力 。 设 在 此 瞬时 , 圆 轮 具有 w= 二 2 rad/s 
的 角速度 。 

10-15 均 质 圆柱 体 的 质量 为 m ,半径 为 r, 放 在 倾角 为 60" 的 斜面 上 ,一 细 绳 缠绕 在 圆 


柱 体 上 ,其 一 端 固定 于 A 点 ,此 绳 和 A 相连 部 分 与 斜面 平行 ,如 图 所 示 。 如 圆柱 体 与 斜面 
间 的 摩擦 因数 为 /二 1/3, 求 圆柱 体质 心 的 加 速度 。 


习题 10-14 图 习题 10-15 图 

10-16 物 块 A 的 质量 为 ma , 系 在 强 上 , 绳 绕 过 不 计 质 量 的 定 滑轮 DD, 并 绕 在 鼓 轮 
B 上 ,如 图 所 示 。 由 于 A 物 下 降 , 带 动 了 轮 C .使 它 沿 水 平 轨道 深 动 而 不 滑动 。 设 鼓 轮 半径 
为 r, 轮 C 的 半径 为 R, 两 者 固 连 在 一 起 ,总 质量 为 m ,其 对 中 心 轴 O 的 回转 半径 为 p。 求 重 
物 A 的 加 速度 。 


习题 10-16 图 


习题 10-16 解 
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10-17 均 质 圆柱 A 和 飞轮 B 的 质量 均 为 m ,外 半径 均 为 ,中间 用 直 杆 以 贸 链 连接 ,如 
图 所 示 。 令 它们 沿 和 斜面 无 滑动 地 深 下 。 假 若 斜 面 与 水 平面 的 夹 角 为 0, 飞 轮 B 可 视 为 质量 
集中 于 外 缘 的 薄 圆 环 , 杆 AB 的 质量 可 以 忽略 。 求 杆 AB 的 加 速度 a 及 其 内 力 。 


0 


习题 10-17 图 


10-18 ” 板 重 W,, 受 水 平 力 F 的 作用 , 沿 水 平面 运动 , 板 与 平面 间 的 动 摩擦 因数 为 Fu 
在 板 上 放 一 重 W, 的 实心 圆柱 ,如 图 所 示 ,此 圆柱 对 板 只 滚 不 滑 。 求 板 的 加 速度 。 

10-19 如 图 所 示 , 重 100 N, 长 1 m 的 均 质 杆 AB ,一 端 B 搁 在 地 面 上 ,一 端 A 用 软 强 
系 住 。 设 杆 与 地 面 的 摩擦 因数 为 0. 30, 且 动 滑动 摩擦 因数 与 静 滑 动 摩擦 因数 相等 。 问 当 将 
软 绳 剪断 的 瞬间 ,B 端 滑动 否 ? 并 求 此 瞬时 杆 的 角 加 速度 以 及 地 面 对 杆 的 作用 力 。 


习题 10-18 图 习题 10-19 图 


10-20 ”两 根 长 / \、 质 量 为 m 的 匀 质 杆 AB 和 BD 用 贸 链 B 连接 ,并 用 贸 链 A 固定 ,位 于 
图 示 平 衡 位 置 。 今 在 D 端 作用 一 水 平 力 F, 求 此 瞬时 两 杆 的 角 加 速度 。 

10-21 均 质 杆 AB 长 为 . 重 W, 一 端 与 可 在 倾角 0 二 30" 的 斜 模 中 滑动 的 滑 块 贸 结 , 另 
一 端 用 细 绳 相 系 。 在 图 示 位 置 ,AB 杆 水 平 且 处 于 静止 状态 , 夹 角 B= 二 60" ,不计 滑 块 质量 及 
各 处 摩擦 。 试 求 当 突然 剪断 细 绳 瞬时 滑 槽 的 约束 力 , 以 及 杆 AB 的 角 加 速度 。 


和 
习题 10-20 图 习题 10-20 解答 习题 10-21 图 


10-22 均 质 圆柱 体 A 和 B 的 质量 均 为 m ,半径 均 为 ,一 绳 缠 在 绕 固定 轴 O 转动 的 圆 
柱 A 上 , 绳 的 另 一 端 绕 在 圆柱 B 上 ,直线 强 段 铅 垂 ,如 图 所 示 。 摩 擦 不 计 。 求 : (1) 圆 柱 体 
B 下 落 时 质心 的 加 速度 ; (2) 若 在 圆柱 体 A 上 作用 一 逆 时 针 转 向 、 矩 为 M 的 力 偶 , 试 问 在 什 
么 条 件 下 圆柱 体 B 的 质心 加 速度 将 向 上 。 


习题 10-22 图 


10-23 ”图 示 半 径 为 > 的 均 质 圆 轮 , 在 半径 为 R 的 圆 弧 上 只 滚 不 滑 。 已 知 初 瞬时 p 一 po 
(go 为 一 微小 角度 ) ,而 Yo 二 0。 试 求 圆 轮 的 运动 方程 以 及 摩擦 力 的 大 小 。 


习题 10-23 图 习题 10-23 解答 


10-24 如 图 所 示 ,质量 为 20 kg ,半径 为 tg i 半圆 球 放置 在 水 平面 上 。 在 其 边 


缘 上 作用 大 小 为 二 130 N 的 铅 垂 力 。 已 知 DC 一 二 r,Jc 一 30or*, 间 如 果 在 作用 的 瞬时 


不 发 生 滑 动 , 接 触 处 的 摩擦 因数 至 少 应 为 多 大 ? day 

10-25 一面 粗糙 而 另 一 面 光滑 的 平板 ,质量 为 M ,将 光滑 面 放 在 光滑 水 平 桌 上 ,在 板 
上 放 一 质量 为 m、 半 径 为 R 的 圆柱 ,如 图 所 示 。 贺 柱 与 板 的 滑动 摩擦 因数 为 /, 若 板 沿 其 长 
度 方向 突然 有 一 速度 v (向 右 ) , 求 此 圆柱 经 过 多 长 时 间 开 始 在 平板 上 作 纯 深 动 ? 


F 


习题 10-24 图 习题 10-25 图 习题 10-25 解答 


10-26 ”半径 为 尺 质量 为 m 的 均 质 圆柱 ,在 重力 作用 下 沿 和 斜面 AB 向 下 运动 ,如 图 所 
示 。 圆 柱 与 斜面 间 的 滑动 摩擦 因数 为 f,, 试 求 : (1) 圆 柱 所 受 的 摩擦 力 ; (2) 圆 柱 作 纯 深 动 
的 条 件 。 

10-27 ”如 图 所 示 , 卷 扬 机 的 B\C 轮 半 径 分 别 为 R、r ,对 水 平 转动 轴 的 转动 惯量 分 别 为 
Ji Ja ,物体 A 重 为 G。 设 在 轮 C 上 作用 一 常 力矩 M , 试 求 物体 A 上 升 的 加 速度 。 

10-28 ”如 图 所 示 的 均 质 圆 盘 , 质 量 m 二 50 kg 半径- 一 25 cm, 置 于 支 座 A、.B 上 ,y= 
30"。 假 设 摩擦 力 可 使 A 处 不 滑动 , 试 求 : (1) 移 去 支 座 B 的 瞬时 , 圆 盘 的 角 加 速度 ; (2) 该 
瞬时 A 处 的 约束 力 。 


a 
A 
DB 
习题 10-26 图 习题 10-27 图 
10-29 ”如 图 所 示 , 均 质 细 长 杆 OA 的 质量 为 m, 可 绕 O 轴 在 铅 垂 面 内 转动 。 在 A 端 匀 
结 一 个 边 长 = 地 /质量 也 为 的 正方 形 板 。 该 板 可 绕 其 中 心 点 A 在 铅 垂 面 内 转动 。 开 


始 时 将 方形 板 托 住 , 使 杆 OA 处 于 水 平 位 置 ,然后 突然 放 开 , 则 系统 将 自 静 止 开 始 运 动 。 不 
计 轴 承 摩擦 , 试 求 在 放 开 的 瞬时 : (1) 方 形 板 的 角 加 速度 ; (2) 轴 承 O 处 的 约束 力 。 


习题 10-28 图 习题 10-29 图 习题 10-29 解答 


10-30 ”如 图 所 示 , 均 质 杆 AB 长 为 ==0.98 m, 质 量 - 友 kg ,在 图 示 位 置 无 初速 开始 
运动 。 和 斜面 倾角 0 二 30", 若 不 计 和 斜面 摩擦 , 试 求 此 时 : (1) 杆 AB 的 角 加 速度 ; (2) 点 A 的 加 
速度 ; (3) 和 斜面 的 约束 力 。 


B 回 几 r 性 
习题 10-30 图 习题 10-30 解答 


10-31 图 示 机 构 位 于 铅 垂 平面 内 ,曲柄 OA 长 为 0.4m', 角 速度 ww 一 4.5 rad/s( 常 数 ) 。 
均 质 杆 AB 长 为 1 m, 质 量 为 10 kg。 在 A、B 端 分 别 用 铵 链 与 曲柄 , 滚 子 忆 连接 。 若 滚 子 B 
的 质量 不 计 , 试 求 在 图 示 瞬 时 位 置 时 地 面 对 深 子 的 约束 力 。 
0 


四 


习题 10-31 图 习题 10-31 解答 
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动能 定理 


11.1 力 的 功 


11.1.1 常 力 在 质点 直线 路 程 中 的 功 
设 有 大 小 和 方向 都 不 变 的 常 力作 用 于 沿 直线 平 动 的 物体 


上 ,直线 平 动 的 物体 可 视 为 质点 M。 另 设 质 点 M 发 生 位 移 s， Ch 
如 图 11. 1.1 所 示 。 为 了 度量 力 在 质点 M 的 位 移 s 上 对 质点 s | 
作用 的 累积 效应 ,定义 力 与 位 移 s 的 点 积 为 力 F 在 该 质点 的 位 ld 订 晴 注 动 
移 s 上 所 做 的 功 ,并 用 符号 W 表示 , 即 

W=F.s=Fscos0 hls 


式 中 ,0 为 F 与 s 正 向 之 间 的 夹 角 。 当 0 二 90° 时 , 力 做 正 功 ; 当 0 二 90" 时 , 力 做 负 功 ; 当 0= 
90" 时 , 力 和 位 移 方向 垂直 , 力 在 此 位 移 上 不 做 功 。 
功 的 国际 单位 是 焦耳 ,以 J 表 示 : 1J=1N。m=1kg.m，。s ?。 


11.1.2 变 力 在 质点 任意 曲线 路 程 中 的 功 


设 有 大 小 和 方向 都 可 以 改变 的 任意 变 力作 用 于 沿 曲 
线 轨迹 运动 的 质点 M 上 ,如 图 11.1.2 所 示 。 


1. 元 功 


设 质 点 M 在 某 瞬 时 有 无 限 小 位 移 dr ,相应 弧 坐 标 
改变 量 为 ds , 则 变 力 下 在 此 无 限 小 位 移 dr 上 所 做 的 功 


图 11.1.2 变 力 的 功 


称 为 元 功 , 以 6W 表示 为 
dW =F .dr 全 到 到 欧 
式 (11. 1. 2) 称 为 矢量 形式 的 元 功 表 达 式 , 即 变 力 下 在 无 限 小 位 移 dr 上 所 做 元 功 等 于 
下 与 dr 的 点 积 。 
在 自然 法 坐标 系 下 ， 
6W =Fds .cos0=F'ds Cy 
式 中 ,0 为 F 与 r 正 向 之 间 的 夹 角 ,F' 为 力 下 在 r 正 向 方向 的 投影 。 式 (11.1. 3) 为 自然 轴 形 
式 的 元 功 表 达 式 。 
若 取 固 定 的 直角 坐标 系 Oryz 作为 质点 运动 的 参考 坐标 系 ,i、j k 分 别 为 xy、z 轴 的 
轴 向 单位 矢量 ,如 图 11. 1.2 所 示 , 则 有 
F=Fi+F,j+F.k, dr 一 dzi 十 dyy 十 dx 
代 人 式 (11. 1.2) 中 可 得 


3 太一 Fodz 十 Fdy 十 F-dz Ci 
式 中 ,下 , 、F,、F, 分 别 为 力 F 在 直角 坐标 轴 xz、y、z 上 的 投影 。 式 (11. 1.4) 为 直角 坐标 形式 
的 元 功 表达 式 ,又 称 元 功 的 解析 表达 式 。 
【注意 】 元 功 采用 符号 6W 表示 ,而 不 用 全 微分 符号 dW 表示 ,这 是 因为 在 一 般 情况 
下 ,元 功 不 一 定 能 表示 成 为 某 一 位 置 坐标 函数 的 全 微分 。 
2. 变 力 在 质点 全 路 程 上 所 做 的 功 
当 质 点 从 Mi 位 置 运动 到 Ms 时 (图 11.1.2), 力 F 所 做 的 功 W 等 于 在 这 段 路 程 中 所 有 
元 功 之 和 , 即 
FM, M, 
w=| Fedr=) Fd CIL. LSa) 
或 
w=| (Fsdr tPF,dy + PF.de) 人 
式 (11.1. 5b) 称 为 功 的 解析 表达 式 。 式 (11. 1. 5) 是 沿 轨 迹 的 曲线 积分 。 一 般 情况 下 ， 
积分 的 值 与 质点 运动 的 路 径 有 关 。 


11.1.3 合力 的 功 


若 力 系 Fi 、Fs、… ,为 同时 作用 在 质点 M 上 的 nn 个 力 , 其 合力 Fs 二 >)F; 在 质点 无 
限 小 位 移 dr 上 的 元 功 为 
SW =Fr* dr 一 (>)PF) .dr 一 >)Fi dr= 2)0W, (11.1.6a) 
合力 Fe 在 质点 有 限 路 程 M1 一 M; 上 的 总 功 为 
w=) rs .dr |. 2 .dr = 忆 |.P 。 dr = Ww (11. 1. 6b) 


式 (11.1.6) 表 明 : 质点 上 所 受 ? 个 力 的 合力 在 质点 无 限 小 位 移 上 所 做 的 元 功 等 于 各 分 
力 的 元 功 的 代数 和 ; 合力 在 质点 任 一 段 有 限 路 程 中 所 做 的 功 ,等 于 各 分 力 在 同一 段 路 程 中 


所 做 的 功 的 代数 和 。 


11.1.4 功率 


功率 是 表示 力 做 功 的 快慢 程度 的 物理 量 。 力 在 单位 时 间 内 所 做 的 功 称 为 功率 ,用 P 表 

示 。 由 于 力 的 功率 随时 间 而 变 ,因此 要 用 瞬时 值 表示 , 即 
dW 
Td 


《IE 1.7a 


由 式 (11.1.2)、 式 (11.1.3), 则 有 


PP 一 一 Focosg 一 Pa cll ti 7 


11.1.5 几 种 常见 力 的 功 


1. 重力 的 功 


位 于 重力 场 内 质量 为 m 的 质点 沿 任意 曲线 轨迹 运动 ， 
所 受 重力 mg 可 视 为 常 力 。 建 立 直角 坐标 系 Oryz 如 
图 11.1. 3 所 示 。 重 力 mg 在 各 坐标 轴 上 的 投影 为 

F,=0, F,=0, 下 .一 一 mg 

将 各 投影 代入 元 功 的 表达 式 (11. 1. 4) 中 得 重力 在 质 
点 的 微小 位 移 上 的 元 功 为 
dW mgdz=d(—mgz+C) (11.1.8a) 
式 中 ,C 为 积分 常数 。 

当 质 点 沿 轨迹 由 点 Mi (xi,y1,z1) 运 动 到 点 M: (za， 
yz2，zz) 时 ,重力 在 质点 的 有 限 路 程 M1 一 M: 上 所 做 的 功 为 


WwW=| dmge +C) =mg er —z2) (11.1. 8b) 
yy ， 


式 (11.1.8) 表 明 : 重力 在 质点 的 任何 微小 位 移 上 所 做 的 元 功 为 某 一 函数 的 全 微分 ; 重 
力 在 质点 的 有 限 路 程 上 所 做 的 功 与 质点 所 沿 的 路 径 无 关 , 只 取决 于 质点 运动 的 始末 两 位 置 
的 高 度 差 (zi 一 z,)。 

对 于 质点 系 ,总 重力 mg 在 质点 系 的 某 一 运动 过 程 中 所 做 的 功 为 组 成 质点 系 的 各 个 质 
点 的 重力 mig 在 对 应 过 程 中 所 做 功 的 代数 和 , 即 


W= Dmig (z, — 2) =me (zo — Ze, ) ll 0 
式 中 sw ei Ro v6; 分 别 为 质点 m; 及 质点 系 的 质心 C 的 始末 位 置 的 < 坐标 。 
式 (11.1.9) 表 明 : 质点 系 重力 所 做 的 功 仅 取决 于 质点 系 质心 运动 的 始末 两 位 置 的 高 度 
差 , 与 质点 系 的 质心 运动 的 轨迹 无 关 , 且 与 组 成 质点 系 的 各 个 质点 运动 所 沿 的 路 径 无 关 , 当 
zc 之 zc, 时 ,重力 做 正 功 ; 当 =c 之 zc, 时 ,重力 做 负 功 。 


图 11.1.3 重力 的 功 


局 


2. 弹性 力 的 功 


设 一 质点 M , 系 于 一 自然 长 度 为 / ,一端 固定 于 固定 点 O 的 弹簧 的 另 一 端 , 沿 任意 曲线 
轨迹 运动 ,如 图 11. 1.4 所 示 。 
当 质 点 运动 时 ,弹簧 产生 变形 ( 伸 长 或 缩短 ) ,对 质点 作用 有 弹性 力 正 。 在 任 一 瞬时 , 弹 
的 位 置 矢量 为 >, 长 度 为 , 若 弹簧 处 于 弹性 状态 .根据 胡 克 定律 ,弹簧 作用 于 质点 上 的 弹 
力 的 大 小 与 它 的 变形 量 ) 王 ~ 一 ! 成 正比 , 即 


簧 
性 
F=—k(r—D) 

式 中 总 有 一 个 负 号 ,这 是 因为 当 弹 簧 受 拉 (Cr 过) 时 ,弹性 力 正 与 质点 径 向 单位 矢量 的 方向 
相反 ; 反之 , 当 弹 簧 受 压 (> 过/) 时 ,弹性 力 下 与 质点 径 向 单位 矢量 的 方向 相同 。A 为 弹簧 的 


刚度 系数 , 它 表 示 弹 簧 发 生 单位 变形 时 所 需 的 力 的 大 小 ,其 国际 单位 为 N。m 。 
当 质点 运动 时 ,弹性 力 正 在 质点 的 微小 位 移 dr 上 所 做 的 元 功 为 


本 F PUP™— rm RO r? 

3W =F dr 一 一 Ar 一 人 二 ,dr 一 dl(S) 一 一 …d(5) 
Re dl( TA c) (11.1.10a) 
.1.10a 


其 中 C 为 积分 常数 。 
当 质 点 沿 轨迹 由 Mi 位 置 运动 到 M, 时 ,弹性 力 所 做 的 功 为 
WwW jer i 上 ad 本 +c) AY 42) (11. 1. 10b) 

式 中 ,1 二 1 一 lA 二 rs 一 L, 分 别 表示 质点 M 在 运动 的 始末 位 置 M 和 M，, 时 弹簧 的 变 
形 量 。 

式 (11. 1.10) 表 明 : 弹性 力 的 元 功 是 某 一 函数 的 全 微分 ,弹性 力 的 功 与 质点 运动 所 经 过 
的 路 径 无 关 , 只 与 质点 运动 的 始末 位 置 处 弹簧 的 变形 量 有 关 。 当 Ai 二 AM， 时 ,弹性 力 做 正 功 ; 
当 人 <， 时 ,弹性 力 做 负 功 。 

3. 力 对 轴 之 矩 的 功 及 力 偶 的 功 


设 一 力 正 作用 在 绕 固 定 轴 >* 转动 的 刚体 上 的 任 一 点 M,M 点 到 转轴 < 的 距离 为 ”>。 将 
力 正 沿 自然 轴 方 向 分 解 , 则 下 王 Fir 十 F"n 十 Fb 二 F'r 十 Fo 十 FF 天 ,如 图 11.1.5 所 示 。 


图 11.1.4 弹性 力 的 功 图 11.1.5 力矩 或 力 偶 的 功 
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当 刚 体 转 过 微小 转角 dp 时 ,M 点 运动 一 微小 弧 长 ds 二 rdyg。 采 用 自然 坐标 形式 的 元 

功 表达 式 , 有 
0W 一 F dy 一 Frdp 
注意 到 F'r 二 M.(F) 是 力 F 对 于 转轴 < 的 矩 , 令 M.(F) 一 M., 则 有 
6W 一 M-dp (11.1.11a) 

式 (11.1.11a) 表 明 : 作用 在 转动 刚体 上 的 力 所 做 元 功 等 于 该 力 对 于 转轴 < 的 力矩 M. 
与 刚体 微小 转角 dp 的 乘积 。 

如 果 一 力 系 作 用 于 刚体 上 ,可 由 合力 之 矩 定理 得 到 该 力 系 对 转轴 z 的 主 矩 ，M-. = 
>)M.(CF,), 当 刚体 转 过 一 微小 转角 dp 时 , 力 系 所 做 的 元 功 仍 为 5W = 二 M.dy。 

当 刚体 由 8 转 到 gp， 经 过 一 有 限 转角 时 , 力 ( 力 系 ) 对 于 转轴 < 的 力矩 M 所 做 的 功 为 


w=|* M.dp (ar 
在 刚体 的 转动 过 程 中 , 若 M. 保持 为 常量 , 则 
W=M,(g;:— 91) (1 1. 1le) 


当 M. 与 9 转向 相同 时 ,M. 做 正 功 ; 反之 M. 做 负 功 。 
【说 明 】 如 果 作用 在 定 轴 转 动 刚体 上 的 是 一 个 力 偶 矩 和 失 为 M 的 力 偶 ,该 力 偶 对 转轴 的 
给 为 M。 , 则 力 偶 在 刚体 的 转动 过 程 中 所 做 的 功 仍 可 用 式 (11.1.11) 计 算 。 


4. 质点 系 内 力 的 功 


所 研究 的 质点 系 内 各 个 质点 之 间 的 相互 作用 力 是 内 力 , 内 力 总 是 成 对 出 现 的 ,但 是 由 于 
质点 系 内 部 各 个 质点 之 间 的 距离 不 一 定 保持 不 变 , 所 以 两 质点 间 的 
内 力 的 功 之 和 一 般 不 等 于 零 。 

这 是 因为 ,对 于 由 质点 系 组 成 的 物体 内 任意 两 质点 A、B ,其 相 
互 作用 的 内 力 为 下 及 正 " ,有 下 一 一 下 。 任 选 一 固定 点 O ,两 质点 A、 
B 相对 于 固定 点 O 的 位 置 矢 径 分 别 为 ra 和 rs'A 点 相对 于 B 点 的 
位 置 和 撩 径 为 rhs ,如 图 11. 1.6 所 示 , 则 有 rag 一 ra 一 ra。 当 质点 A 
及 B 各 发 生 位 移 drA 和 drs 时 ,内 力 正 及 五 的 元 功 之 和 为 

DW=F .dratF’ .drs=F. dra—F.drs 
=F .dlra—rs)=F. drag Wi. 
式 中 ,draa 表示 矢量 ras 的 改变 ,包括 大 小 和 方向 的 改变 。 由 上 式 可 知 , 当 A、B 两 点 的 距 
离 改变 时 ,内 力 正 及 正 ' 的 元 功 之 和 不 为 零 。 

如 果 讨 论 的 质点 系 为 刚体 ,由 于 刚体 内 任意 两 点 A、B 间 的 距离 保持 不 变 , 即 dras 一 0， 

故 刚体 内 各 质点 间 相 互 作用 的 内 力 的 功 之 和 恒 等 于 零 。 


5. 摩擦 力 的 功 


摩擦 力 一 般 阻 碍 物体 的 运动 .摩擦 力 的 方向 总 是 与 两 物体 接触 区 的 相对 滑动 趋势 方向 
或 相对 滑动 方向 相反 ,所 以 ,一般 来 说 ,摩擦 力 做 负 功 ; 但 当 摩 擦 力 对 物体 起 着 主动 力 的 作 
用 时 , 即 摩擦 力 方向 与 作用 点 运动 方向 相同 时 ,摩擦 力 做 正 功 。 


图 11.1.6 内 力 的 功 


设 物 块 在 固定 支承 面 滑动 ,如 图 11. 1.7(a) 所 示 , 其 动 滑动 摩擦 力 为 Fi= fuFN, 式 中 ， 
刀 为 动 摩擦 因数 ,FA 为 法 向 约束 力 。 当 Fu 不 变 时 , 物 块 滑行 的 路 程 为 ; .摩擦 力 Fs 做 功 为 
W=—Fas=— faFns a 二 让 


图 11.1.7 摩擦 力 的 功 


车 支承 面 也 运动 ,可 把 支承 面 与 物 块 看 成 一 个 系统 ,而 物 块 与 支承 面 之 间 相 互 作用 的 动 
滑动 摩擦 力 为 一 对 内 力 ,可 通过 式 (11. 1. 12) 求 这 对 内 力 的 功 。 当 摩擦 力 大 小 Fu 不 变 , 接 
触 点 相对 滑行 的 路 程 为 ;', 这 对 摩擦 力 做 功 为 

W=—Fas’ =— faFns’ (i i i 

但 是 , 当 物 块 与 支承 面 之 间 无 相对 滑动 时 .它们 之 间 的 摩擦 力 为 静 滑动 摩擦 力 。 此 时 ， 
不 论 支承 面 是 否 运动 ,这 对 静 滑 动 摩擦 力 的 功 恒 等 于 零 。 皮 带 传动 中 若 带 、 轮 之 间 不 打滑 ， 
皮带 不 伸 长 ,皮带 轮 之 间 的 静 滑 动 摩擦 力 的 功 恒 等 于 零 , 否 则 皮带 轮 之 间 将 出 现 动 摩擦 力 ， 
其 所 做 的 功 应 按 式 (11. 1. 14) 计 算 。 

轮子 在 固定 支承 面 上 运动 时 ,如 图 11. 1.7(b) 所 示 , 若 轮子 又 滑 又 滚 , 则 滑动 中 轮 与 支 
承 面 相互 的 动 滑动 摩擦 力 可 看 成 一 对 内 力 ,其 元 功 可 按 式 (11. 1. 12) 计 算 , 得 

6W =—Fads =— /faFnds CI. 2 
式 中 ,ds 为 轮 与 支承 面 接触 点 之 间 的 微小 路 程 。 若 接触 点 间 相 对 滑动 速度 为 v, 则 
ds=vidt, 6W =—Fuds=— faFnvidt 

若 轮子 只 滚 不 滑 则 出 现 静 滑动 摩擦 力 , 此 时 vj 二 0, 摩 擦 力 的 功率 为 零 , 因 此 5W 二 0, 即 
不 论 支承 面 是 否 运动 , 轮 与 支承 面 之 间 的 滑动 摩擦 力 做 功 之 和 恒 等 于 零 。 

【说 明 】 纯 滚 动 时 静 滑动 摩擦 力 所 做 的 功 为 零 ,也 可 以 通过 将 静 滑 动 摩擦 力 平移 至 轮 
心计 算 来 证 明 。 

轮 滚动 时 ,滚动 摩 阻力 偶 也 做 功 , 设 最 大 滚动 摩 阻力 偶 矩 为 M,,。; 深 过 的 圆心 角 为 
dy , 则 其 元 功 为 


8W 一 一 Msdy (11.1.16) 
不 过 ,由 于 Me 一 般 很 小 ,滚动 摩 阻 力 偶 的 功 常 略 去 不 计 。 


11.2 动能 


11.2.1 质点 系 的 动能 


质点 系 是 指 有 限 个 或 无 限 个 质点 组 成 的 系统 , 亦 包括 刚体 或 刚体 系 , 有 时 称 为 系统 。 
质点 系 的 动能 为 组 成 质点 系 的 各 质点 动能 的 算术 和 。 某 质点 系 由 个 质点 组 成 ,其 动 
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能 即 为 
T= 2) 2 vw? 
i=1 2 
或 简写 为 
T= 5 Tmo .he 


11.2.2 平移 刚体 的 动能 
刚体 平移 时 ,在 同一 瞬时 ,刚体 内 各 点 的 速度 相同 , 设 为 w , 则 平移 刚体 的 动能 为 
T= » Fm =30 Dm 


即 
工 一 二 Mo (11.2. 2) 


其 中 , M 二 > ) mi 为 刚体 的 总 质量 。 式 (11. 2. 2) 表 明 ,平移 刚体 的 动能 等 于 其 质量 与 平移 速度 平 
方 的 乘积 之 半 。 


11.2.3 定 轴 转动 刚体 的 动能 


设 刚 体 绕 定 轴 x 转动 的 角速度 为 w, 任 一 点 m; 的 速度 w 一 
riw ,由 图 11. 2.1 看 出 ,其 动能 


1 1 1 
FT > 2 miv? > 2 mi (7 )2 2 oo ar 


即 
= (12 
3 
式 (11.2.3) 表 明 : 定 轴 转 动 刚体 的 动能 ,等 于 刚体 对 转轴 的 转 二 a 
动 惯量 与 角速度 平方 的 乘积 之 半 。 I 体 的 动能 


11.2.4 平面 运动 刚体 的 动能 

刚体 作 平面 运动 时 ,可 视 为 绕 瞬时 轴 通 过 速度 瞬 心 1 并 与 运 
动 平面 垂直 的 轴 的 转动 ,如 图 11. 2. 2 所 示 。 其 动能 表达 式 可 写 为 
了 一 于 Jr 32. 
其 中 ,Jr 是 刚体 对 于 瞬时 轴 的 转动 惯量 ,w 是 刚体 的 角速度 。 取 通 
图 11.2.2 平面 运动 刚 过 刚体 的 质心 C 并 与 瞬时 轴 平 行 的 转轴 ,车 记 刚体 对 于 此 轴 的 转 
体 的 动能 。 动 惯量 为 Jc , 设 此 两 平行 轴 间 的 距离 IC 二 4 ,根据 转动 惯量 的 平 

行 轴 定 理 有 


Ji 二 +Md? 
代入 式 (11. 2.4) 则 得 


1 ll 1 和 
下 到 Jr 2 (J e+md’)ow’ dew + 2 md w’ 
但 dw 二 ve 是 质心 C 的 速度 的 大 小 ,因此 
| 
T=Zmve + 了 J cw Cl 


式 (11.2.5) 表 明 : 平面 运动 刚体 的 动能 等 于 随 刚体 质心 平 动 的 动能 与 绕 通 过 质心 的 转 
轴 转 动 的 动能 之 和 。 


11.2.5 柯 尼 希 定理 


当 质 点 系 的 运动 比较 复杂 时 ,可 以 用 柯 尼 和 希 定理 计算 质 

以 质点 系 的 质心 C 为 原点 ,建立 随 质心 C 平 动 的 平 动 坐 
标 系 Cz'y “>“( 参 看 图 11. 2. 3) 。 设 质点 系 内 任 一 质点 的 绝对 
速度 为 w ,相对 于 平 动 坐标 系 Cz yx 的 速度 为 v ; ,由 速度 合 
成 定理 ,有 


图 11.2.3 质点 系 的 动能 v; =vc 十 区 
质点 系 的 动能 为 
区 三 光 ) Dm = Dmwe 十 vi) (ve 十 v;) = Pmt 十 革 十 2vevt》 
=3 (Dm) vt DD Tmt oe Dm 
此 式 中 右边 第 一 项 等 于 mw /2, 它 表示 质点 系 随同 质心 一 起 平 动 的 动能 ; 第 二 项 表示 
质点 系 相对 于 质心 平 动 坐标 系 运动 的 动能 ,以 T' 表 示 之 ; 第 三 项 中 的 >》) mv' 表示 质点 系 


相对 于 质心 平 动 坐标 系 的 相对 运动 的 动量 , 它 恒 等 于 零 。 这 是 因为 质心 是 平 动 坐标 系 的 原 
点 ,o 一 0, 故 mw/ 二 mw4 二 0。 因 此 ,质点 系 的 动能 最 后 可 表示 为 


T =m + TT Clls 2 


即 ; 质点 系 的 动能 等 于 随同 质心 平 动 的 动能 与 相对 于 质心 平 动 坐 标 系 运动 的 动能 之 和 ,这 
称 为 柯 尼 希 定理 。 显 然 ,平面 运 动 刚体 的 动能 表达 式 (11. 2. 5) 是 式 (11. 2.6) 的 特殊 情形 。 
【说 明 】 计算 刚体 的 动能 ,首先 应 正确 判断 其 运动 形式 ,不 同 的 运动 形式 使 用 不 同 的 


计算 公式 ; 其 次 应 正确 计算 相关 速度 项 。 回 能 否 利用 动能 定理 正 

确 求 得 问题 的 解 ,常常 取决 于 能 否 正确 计算 系统 的 动能 。 ES 
【 例 11.2.1】 质量 为 m、 半 径 为 R 的 非 均 质 车 轮 ,以 匀速 vo 而 

( 轮 心 O 的 速度 ) 沿 地 面 纯 滚 动 ,如 图 11. 2. 4 所 示 , 设 质心 C 与 轮 fF) 


心 O 的 距离 为 4 ,车轮 对 轮 心 轴 的 回转 半径 为 po , 试 求 OC 与 铝 直 
线 夹 角 为 0 角 时 ,车 轮 的 动能 。 图 11.2.4 例 11.2.1 图 
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【 解 】 (1) 先 计 算 车 轮 的 角速度 w、 车 轮 质 心 速度 ve 和 车 轮 对 质心 轴 的 转动 惯量 Je 。 
“= 民 ， ve =Clw, Jo=Jo—md" =m(p0—d’) 


(2) 车 轮作 平面 运动 ,由 式 (11. 2. 5) 计 算 其 动能 


和 | | 1 1 
六 pmve + eo 2™ 。CI?w’ + gm (po d’)w’ 


由 图 知 CT 二 R? 十 d? 十 2Rdcos0, 代 入 上 式 , 得 


mus 


入 (R?+d’?+2Rdcos0 + py — d’)w’ 7(R’+po + 2Rdcos0) 


【 例 11.2.2】 图 11. 2. 5 所 示 机 构 中 , 均 质 杆 AB 长 /, 质 
和 二 的 原 量 为 m, ,半径 为 ~, 可 沿 水 平面 作 纯 滚动 。 共 

运动 过 程 中 0=0()。 试 写 出 当 0=30 的 瞬时 系统 的 动能 。 
【 解 】 经 运动 分 析 知 , 杆 AB 作 平 面 运动 ,点 I 为 其 速度 瞬 


心 ,04 = 方 作 ,oc 二 广 信 ,所 以 杆 AB 的 动能 为 


图 11.2.5 例 11.2.2 图 


1 ge jd 1 1 a EE 1 i 
Dve + 了 Je zm 210) ee -4 Ga 


圆柱 A 体 作 平面 运动 ,其 动能 为 
ma t a ym (0) + ; (¥m:7) () = 六 mal: 扩 
故 系统 总 的 动能 为 


= ml 2 mal 5 如 (Bm | 9m2) 0° 


Tag 


Ta 


11.3 动能 定理 及 其 应 用 
i 


11.3.1 质点 的 动能 定理 


Fh 设 有 质量 为 m 的 质点 M 在 合力 下 的 作用 下 沿 曲线 运 
Wd a 好 动 , 如 图 11. 3.1 所 示 。 根 据 牛顿 第 二 定律 有 ma 一。 将 该 
式 投影 在 切线 方向 ,得 
M v 工 
图 11.3.1 质点 的 曲线 运动 ma' 二 F! 或 nn 时 一 BF 
1 
由 ds 一 vd ,将 上 式 右 端 乘 以 ds , 左 端 乘 以 vdl 后 , 则 得 mudo 王 Fids ,于 是 有 

d(Tmo)=aWw Cl. 


式 中 ， Tm 是 质点 的 动能 , 它 是 一 个 恒 正 的 标量 。 式 (11. 3. 1) 是 质点 动能 定理 的 微分 形 
式 : 质点 动能 的 微分 等 于 作用 在 质点 上 的 力 (或 力 系 ) 的 元 功 。 


若 质点 在 Mi 位 置 时 的 速度 为 v ,运动 到 M， 位 置 时 的 速度 为 v; ,将 式 (11. 3.1) 沿 路 径 
AM 


z 积分 ， 六 (me)=| vy SW, 得 

Tm 一 m0 =Wis 1 

式 (11.3.2) 即 为 质点 动能 定理 的 积分 形式 。 即 : 在 某 一 运动 过 程 的 始末 ,质点 动能 的 
变化 等 于 作用 在 质点 上 的 力 (或 力 系 ) 在 该 过 程 中 做 的 功 。 


11.3.2 质点 系 的 动能 定理 


设 质点 系 由 个 质点 组 成 ,其 中 某 一 质点 m; 受到 的 力 包含 外 力 和 质点 系 内 质点 之 间 
相互 作用 的 内 力 ; A 而 内 力 可 能 做 功 ,也 可 
能 不 做 功 (或 所 做 功 之 和 为 零 ) , 若 将 全 部 约束 力 在 相应 的 微小 实 位 移 上 的 元 功 之 和 等 于 零 
的 约束 称 为 无 功 约束 (以 有 别 于 与 虚 位 移 对 应 的 理想 约束 ,因为 存在 微小 实 位 移 可 能 不 是 虚 
位 移 的 情况 。 说 明 : 其 他 教材 常 称 为 理想 约束 ), 则 无 功 约束 的 全 部 约束 力 的 元 功 之 和 等 于 
零 , 所 以 在 质点 系 的 动能 定理 中 ,将 力 按 主动 力 和 约束 力 分 类 比较 方便 。 对 某 质点 m; 写 出 
起 (ll; 结 攻 ;有 


d (Smo )=0Wn + OW =1,200n 
其 中 ,3W 和 6Ww; 分 别 表示 作用 在 质点 m, 上 的 主动 力 和 约束 力 的 元 功 。 将 上 述 n 个 方 
程 相 加 , 即 : 3)d( 了 mo; ) 一 了 3Wn + 9Www ,或 
d( 忆 了 Fmiv! )= DaWss + DW 
注意 到 对 于 无 功 约束 有 》)5Ww 一 0, 代 入 上 式 , 并 将 >)3Wr 简写 为 >) 8W: ,得 到 


dT = DoWs 二: 
式 (11. 3.3) 即 为 质点 系 动能 定理 的 微分 形式 。 即 : 在 无 功 约束 的 条 件 下 ,质点 系 动能 的 微 
分 等 于 作用 在 质点 系 的 主动 力 的 元 功 之 和 。 
对 式 (11. 3. 3) 积 分 ,得 
T,— T= DWs eh 


式 (11. 3.4) 即 为 动能 定理 的 积分 形式 。 即 : 在 无 功 约束 的 条 件 下 , 某 一 运动 过 程 的 始 
末 , 质 点 系 动能 的 变化 等 于 作用 在 质点 系 上 所 有 主动 力 在 该 过 程 所 做 功 的 代数 和 。 

【说 明 】 @D 对 于 非 无 功 约束 的 情况 ,应 将 摩擦 力 等 非 无 功 约束 的 约束 反 力 作为 主动 力 
计算 其 所 做 的 功 。 回 对 于 无 功 约束 的 详细 讨论 ,可 参考 文献 [27] 。 

【 例 11.3.1】 图 11.3.2 所 示 系 统 中 , 均 质 圆 盘 A 和 B 的 质量 均 为 ,半径 均 为 7， 
物 C 的 质量 为 mc , 圆 盘 A 在 倾角 为 0 的 固定 斜面 上 纯 深 动 , 求 重 物 C 的 加 速度 ac。 绳 
质量 不 计 , 绳 子 与 圆 盘 B 之 间 无 滑动 。 


HN jp 
RN 


(a) (b) 
图 11.3.2 例 11.3.1 图 
【 解 】 解法 一 ” 求 加 速度 宜 用 动能 定理 的 微分 形式 
dT = >) 8Ws, (a) 
(b) 


先 写 出 系统 在 运动 过 程 中 任意 位 置 的 动能 表达 式 
二 Jaw 十 J sob 十 Tmeve 
2 又 : wa = ,J a= ; mr’?, 


1 
" 2 
T MUuA 


2 


圆 盘 A 作 纯 滚动 , 故 D 为 圆 盘 A 瞬 心 ,所 以 : wa 


: 
Fa = gm ;代入 式 (b) ,得 
工 二 mc 十 i i 
2 
dT = (mc 2m)vecdve (d) 
(e) 


主动 力 的 元 功 之 和 为 
Dawes = (mgsind — mcg)ds 
因 纯 深 动 ,滑动 摩擦 力 F, 不 做 功 ,将 式 (d) 及 式 (e) 代 入 式 (a) ,两边 再 除 以 d, 且 知人 一 


duc 7Msing0 —mce 


本 mc 十 2m 日 


vc ,得 
(me 十 2m)vc 二 (msind — mc)gvc, 5 一 人 
此 题 亦 可 用 动能 定理 的 积分 形式 , 求 出 任意 瞬时 的 速度 表达 式 ,再 对 时 间 求 一 


解法 二 
阶 导数 ,得 到 加 速度 。 
由 于 该 系统 在 任意 位 置 的 动能 表达 式 (c) 已 知 , 设 系统 的 初始 动能 为 Tu, 它 是 一 个 定 
值 , 设 从 初始 至 任意 位 置 , 圆 轮 质心 C 移动 的 距离 为 ;, 由 式 (11. 3.4) ,得 
ie + 20 T,= (mgsin — mceg)s (f) 


2 
这 里 vc 和 ; 均 为 变量 ,将 式 (f) 两 边 对 时 间 求 一 阶 导 数 ,得 
2uc。 全: 训 。 和 0 一 (mgsin0 


) ds 
meg 


msind —me 


同样 得 到 ， ey 
同样 得 到 : ac me on Ss 


280 
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【说 明 】 在 解法 二 中 ,必须 选取 可 以 变化 过 程 中 的 任意 位 置 作为 第 二 个 位 置 , 才 能 将 得 
到 的 结果 对 时 间 求 导 求 出 加 速度 ,否则 只 能 得 到 确定 位 置 的 速度 。 

【思考 】 可 否 利 用 平面 运动 微分 方程 求解 例 11. 3. 1? 加 如 果 题 目的 条 件 只 给 出 贺 
盘 与 针 面 之 间 的 摩擦 因数 ,而 没有 纯 滚动 的 前 提 条 件 ,如 何 求 解 ? 加 如 果 斜 面 可 以 在 水 平 
面 上 无 摩擦 滑动 ,如 何 求解 ?四 如 果 斜 面 可 以 在 水 平面 上 滑动 , 圆 盘 在 斜面 上 作 纯 滚动 , 试 
问 斜 面 与 水 平地 面 之 间 的 摩 粽 因数 至 少 为 多 大 ,才能 保证 在 整个 运动 过 程 中 ,斜面 不 滑动 ? 

【 例 11.3.2〗 图 11.3.3(a) 所 示 系 统 中 , 物 块 A 重 W,, 均 质 圆 轮 B 重 W, ,半径 为 R， 
可 沿 水 平面 纯 滚 动 ,弹簧 的 刚度 系数 为 &, 初 位 置 y 二 0 时 ,弹簧 为 原 长 ,系统 由 静止 开始 运 
动 , 定 滑轮 D 的 质量 不 计 , 绳 不 可 伸 长 。 试 建立 物 块 A 的 运动 微分 方程 。 


图 11.3.3 例 11.3.2 图 


【 解 】 为 建立 物 块 A 的 运动 微分 方程 , 宜 对 整个 系统 应 用 动能 定理 。 以 物 块 A 的 位 
移 为 变量 , 当 A 从 初始 位 置 下 降 任 意 距 离 y 时 , 记 其 速度 为 vs ,此 系统 的 动能 为 
和 


昨 及 训 UA 二 pa VB 二 2 Bw (a) 
a i 1 
为 建立 物体 A 的 运动 微分 方程 , 需 找 出 va .ws 与 va 的 关系 。 由 和 运动 学 知 : wa 一 本 vA， 
v WR? sa WW 
os 一 戎 ,又 Jo 一 六 ,代入 式 (a) ,得 : 


由 题 意 ,此 系统 的 初 动能 ，T。 一 0。 
初始 位 置 时 , 弹 签 为 原 长 ,A。=0, 当 A 下 降 y 时 , 弹 仁 伸 长 4 一 立 , 故 有 


= 1 Sy 
DWa =Wiy+ 3 | 一 (二 | 
由 积分 形式 的 动能 定理 ,可 得 


8Wi 十 3W 
2 一 0 一 Wiy 1 ky’ (b) 
l6g 8 


对 时 间 求 一 阶 导数 ,并 注意 到 ua 一 学, 得 
dy ， 2kg 4W'， 
di Faw wl? ) 和 
式 (c) 即 为 物 块 A 的 运动 微分 方程。 
若 用 微分 形式 的 动能 定理 求解 此 题 , 则 要 注意 到 


2 Ws 一 Widy kd( 闻 ) (Ww, “dy (d) 


Co) 


i) 4) 


此 式 两 边 除 以 di ,同样 得 到 物 块 A 的 微分 方程 (c)。 若 对 式 (c) 作 变量 变换 , 令 : y 王 
yi 十 C ,并 将 其 代 和 人 式 (b) ,可 得 


dy 1 2kg Lr 4W! 
de? em he ) y 
ae :4Wi Pe 4W1 ， | 
为 消去 常数 项 , 令 C= E ,即使 用 变量 变换 : y 二 yi 十 机 ,得 到 以 y; 为 变量 的 标准 
形式 的 微分 方程 为 


中 yi 2kg 
i 
下 但 


4W 
【说 明 〗 这 里 的 变换 y 一 yi 十 下 ,即将 坐标 原点 放 在 重 物 静 平衡 的 位 置 , 此 时 所 得 到 


的 微分 方程 为 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 ,不 含 非 齐 次 项 。 

【 例 11.3.3】〗 牵引 车 的 主动 轮 质量 为 m ,半径 为 R, 对 质心 C 的 回转 半径 为 pc, 设 牵 
引 车 对 车 轮 的 作用 力 可 简化 为 作用 在 质心 的 两 力 F,、F, 和 驱动 力 偶 和 矩 M , 轮 与 轨道 间 的 静 
滑动 摩擦 因数 为 /,, 试 求 车 轮 在 不 滑动 条 件 下 : (1) 轮 心 的 加 速度 ;: (2) 驱 动力 偶 矩 M 的 最 
大 值 。 

【 解 】 (1) 取 研 究 对 象 : 车 轮 。 

分 析 受 力 : 如 图 11. 3.4 所 示 ,车 轮 在 沿 水 平 轨道 纯 滚 动 时 ,做 
功 的 力 只 有 驱动 力 偶 矩 M 和 阻力 F,。 

分 析 运 动 : 车 轮 纯 深 动 , 设 轮 心 速度 为 zc, 则 轮 的 角速度 o 王 
区 c/R ,转角 gpg 二 xc/R, 是 具有 一 个 自由 度 的 问题 。 

列 动力 学 方程 求解 。 设 轮子 初 瞬时 为 状态 1, 轮 子 运动 到 任 一 . 

图 11.3.4 例 11.3.3 图 

瞬时 为 状态 2, 则 动能 


而 力 的 功 , 了 Wr = 一 Foxe 二 Mg 二 (省 一 FP)xe。 由 动能 定理 的 积分 形式 
入 (+ 区 站 前 (x F,)zc 


将 上 式 两 边 对 时 间 上 求 一 阶 导数 ,并 注意 到 初 瞬时 的 动能 T, 为 一 确定 的 值 ,其 导数 值 
为 0, 得 
m pc 上 M 六 罗 有 
2 人 (1 HE) 22oie ( Fs )ie, re RY 
(2) 要 使 轮子 不 滑动 的 条 件 是 摩擦 力 F, 夺 fF、, 为 此 需要 用 质心 运动 定理 求 摩 擦 力 


下 上. 和 正 压力 Fn。 


CM 一 F.R)R 
pt 十 尺 ? 


mic = DF;,: mie F,—F,, F,.=F,+mzc =F,+ 


myc D0 Fy—F,—mg, Fx=F,+mg 
因为 ,三 f,Fw;: 故 有 


MFRR_ 
过 2 fF,+mg) 
可 解 得 
2 2 
pc ~ Pc 
Wi ig FF) 人 +R) FF. 后 一 Mo 


1 


若 驱动 力 偶 矩 M 二 M,。 时 ,车 轮 就 要 打滑 , 若 M 二 F,R 时 ,zc 一 0, 牵 引 车 作 匀 速 ; 
动 。 可 见 启动 车 或 要 使 车 加 速 运动 时 ,必须 使 


六 


FR < Me fme 1 FE HR)—F, 儿 
【思考 】 如 果 考 虑 主动 轮 的 滚动 摩 阻 , 且 滚 动 摩 阻 系数 为 86, 试 重新 计算 例 11. 3. 3。 
【 例 11.3.4】 如 图 11.3. 5(a) 所 示 , 均 质 杆 AB 长 为 1 ,质量 为 mr, , 上 端 B 靠 在 光滑 墙 
上 ,下 端 匀 结 于 均 质 轮 轮 心 A , 轮 A 质量 为 ms ,半径 为 RR ,在 粗糙 的 水 平面 上 作 纯 深 动 。 当 
杆 AB 与 水 平面 的 夹 角 0 二 45°" 时 ,该 系统 由 静止 开始 运动 , 试 求 开 始 运 动 的 瞬时 轮 心 A 的 
加 速度 。 


图 11.3.5 例 11.3.4 图 


【 解 】 以 整个 系统 为 研究 对 象 , 可 以 判断 系统 的 自由 度 为 1, 选 取 杆 AB 与 水 平面 的 夹 
角 0 为 广义 坐标 。 杆 件 和 轮 均 作 平面 运动 ,如 图 11. 3.4(b) 所 示 。 由 于 题目 求 的 是 系统 开 
始 运 动 瞬时 轮 心 A 的 加 速度 , 故 宜 用 动能 定理 的 微分 形式 : dT 二 6W 。 为 此 ,需要 计算 物体 
系统 在 一 般 位 置 系统 的 动能 。 


a 1 | 1 
至 pmive + /cowas + M2UA + 3 AwA (a) 


由 速度 分 析 可 知 ,wc 一方 was wva 二 Lsinwas 。 从 而 有 


l vA 
Vc 一 了 WA4B， WAB 7 
2 sin0 


将 vc 和 was 代入 式 (a) 可 得 系统 的 动能 为 


出 mi 3m2 主 
T= 了 (和 二) 世 (D) 
由 于 系统 约束 均 为 无 功 约束 ,作用 在 物体 系统 上 的 主动 力 的 元 功 为 

dW =—migdyc (c) 


代入 动能 定理 的 微分 形式 ,可 得 


m 3m 
d [ee 二 4 - ) 可 | =—migdyc 


上 式 两 边 同 时 除 以 di ,展开 可 得 


( mi zj dva ， 2 | mi | 要 _dyc cd) 
3sing 2 4 由 46sing 4 “i 
考虑 到 

dyc dd Be 和 

二 二 (R t+ sing ) 7 cos0 。0 

dza d : 5 

本 (Leos0) lsin0 .0 =vA 
故 有 

dyc l 0 vACOSO 

dt Tk 2sin0 
将 上 式 代入 式 (d) ,并 消去 va ,可 得 
mi 3mz\ dva df/ mi 3m2 cos0 
(Gs 2 ) dt Pog dt (i 4 ) 18 2sing ey 


在 开始 运动 的 瞬时 , 则 有 0==45%,va 二 0, 代 入 式 (e) ,可 得 
dva 3m1 
BA ~ dmi 9mzs 


【注意 】 也 可 以 将 C 点 的 速度 分 解 求 得 他 e 的 表达 式 。 回应 用 微分 形式 的 动能 定理 
时 ,动能 的 表达 式 一 定 是 系统 在 一 般 位 置 (例如 本 例题 的 0 的 任 一 位 置 ) , 即 用 变量 来 表示 动 
能 ,和 否则 在 确定 位 置 处 的 动能 为 一 常数 ,无 法 应 用 。 回 注意 虽然 及 也 表示 杆 件 AB 转动 的 角 
速度 ,但 本 例题 中 0 一 一 wap。 

【思考 】 CD 试 求 系统 开始 运动 的 瞬时 轮 A 受到 的 地 面 约 束 力 。 回 试 求 当 系统 运动 到 
0 一 30* 时 轮 心 A 的 加 速度 。 回 还 可 以 用 什么 方法 求解 以 上 问题 ? 

【 例 11.3.5】 曲柄 链 杆 机 构 如 图 11. 3. 6 所 示 ,曲柄 OA 的 质量 为 mi , 连 杆 AB 的 质 
为 ms, 滑 块 B 的 质量 为 ms。 已 知 AB=/1,001 二 a。 ee GOi 
(为 常数 ) 的 力 偶 作 用 ,各 处 摩擦 不 计 。 假 定 开始 时 曲柄 OA 与 滑 道 平行 ,角速度 为 零 。 曲 柄 
OA 和 连 杆 AB 均 视 为 均 质 杆 。 试 求 : (1) 曲 柄 转 完 第 一 圈 的 瞬时 滑 块 B 的 速度 。(2) 如 果 
机 构 处 于 铅 垂 平面 内 ,其 他 条 件 不 变 , 计 算 的 滑 块 B 的 速度 会 有 什么 变化 ? 


图 11.3.6 例 11.3.5 图 例 11. 3. 5 的 解答 
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【评注 】 @ 从 以 上 各 例题 可 以 看 出 ,对 于 动力 学 的 两 类 问题 , 即 已 知 运动 求 力 和 已 知 力 
求 运 动 ,动能 定理 主要 适用 于 后 者 。 在 一 般 情 况 下 ,主动 力 是 已 知 的 ,约束 力 是 未 知 的 。 在 
动能 定理 方程 中 ,一 般 不 含 约束 力 ,所 以 ,动能 定理 最 适用 于 动力 学 的 第 二 类 基本 问题 : 已 
知 主动 力求 运动 , 即 求 速度 、 加 速度 或 建立 运动 微分 方程 。 回 一 般 地 说 , 求 速度 宜 用 动能 定 
理 的 积分 形式 , 求 加 速度 或 建立 运动 微分 方程 宜 用 其 微分 形式 ,或 先 用 积分 形式 再 求 导 。 
加 由 于 动能 是 正 标量 ,与 速度 方向 无 关 ; 各 种 运动 刚体 的 动能 都 能 用 简单 的 公式 计算 出 来 ， 
即便 是 复杂 的 系统 ,也 可 以 顺利 地 计算 其 总 动能 ; 加 之 未 知 的 约束 力 一 般 不 做 功 , 所 有 这 些 
都 给 动力 学 问题 的 求解 带 来 很 大 的 方便 。 所 以 ,动能 定理 在 求解 动力 学 问题 中 占有 特别 重 
要 的 地 位 。 图 动能 定理 无 论 积分 形式 ,还 是 微分 形式 ,只 建立 了 一 个 方程 ,因此 一 般 情 况 下 
利用 动能 定理 只 能 求解 一 个 未 知 数 , 所 以 独立 用 动能 定理 求解 问题 时 一 般 只 能 适用 于 单 自 
由 度 系统 。 回 对 于 多 自由 度 系 统 , 可 以 利用 与 其 他 定理 联合 求解 的 方法 进行 讨论 ,具体 参见 
本 章 动力 学 普遍 定理 的 综合 应 用 一 节 。@@ 完 整 、 定 常 的 多 自由 度 系 统 , 若 系统 动能 的 表达 式 
中 不 含 广 义 坐 标 , 可 以 单独 利用 动能 定理 的 微分 形式 对 多 自由 度 系 统 进 行动 力学 建 模 ,具体 
过 程 见 文献 [30] 的 讨论 。 


11.4 ”势力 场 有 势力 和 势能 


11.4.1 势力 场 .有 势力 


如 果 质 点 在 空间 任 一 位 置 所 受到 的 力 的 大 小 和 方向 完全 取决 于 该 质点 的 位 置 , 即 质点 
所 受到 的 力 和 撩 是 位 置 的 单 值 有 界 且 可 微 的 函数 ,那么 这 部 分 空间 称 为 力 场 。 例 如 : 地 面 附 
近 空 间 为 重力 场 ; 远离 地 球 的 空间 为 万 有 引力 场 等 。 

力 场 对 质点 的 作用 力 称 为 场 力 。 

如 果 质 点 在 某 力 场 中 运行 时 , 场 力 所 做 的 功 与 质点 运动 的 路 径 无 关 , 而 只 取决 于 质点 的 
起 始 位 置 与 终了 位 置 ,那么 该 力 场 称 为 有 势力 场 。 这 些 力 场 的 场 力 称 为 有 势力 ,如 重力 、 弹 
性 力 及 万 有 引力 。 有 势力 也 称 为 保守 力 。 因 动 摩擦 力 做 的 功 与 路 径 有 关 , 故 不 属 有 势力 。 
作用 在 势力 场 中 某 一 给 定位 置 M(x,y,z) 的 质点 的 有 势力 ,相对 于 任 一 选 定 的 零 位 置 
Mo (xo，yo ,zo) 的 做 功能 力 , 称 为 质点 在 给 定位 置 M 的 势能 ,用 V(x ,y,xz) 表 示 , 它 是 位 置 
坐标 的 单 值 连续 函数 , 称 为 势能 函数 。 任 选 的 位 置 Mo(xo ,yo ,zo) 称 为 零 势 能 位 。 

按 定义 ,势能 函数 V 的 数学 表示 为 

v=)r 。 dr =| ei adr+F,* dy+F.. dz) a 


这 一 积分 是 沿 质点 运动 的 路 径 曲 线 的 积分 。 因 有 势力 所 做 的 功 与 质点 运动 路 径 无 关 ， 
式 (11.4.1) 可 得 


下 -dz 十 F,dy 十 F-dz 一 一 dV (11.4.2) 
由 于 V 是 位 置 坐标 的 单 值 连续 函数 ,因此 势能 V 的 全 微分 可 写成 如 下 形式 : 
aV aV aV 


炎 一 于 虹 十 末 y 十 基业 (11.4.3) 
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比较 式 (11. 4.2) 与 式 (11. 4.3), 则 有 
因此 ,有 势力 就 可 表示 为 

F (天 | | + 9x) gradV (11.4.4) 


式 (11.4.4) 是 判断 有 势力 的 重要 数学 表达 式 ,满足 条 件 式 (11. 4. 4) 的 力 为 有 势力 。 
式 (11.4.4) 表 明 :有 势力 的 方向 指向 势能 减 小 的 方向 。 
设 有 势力 正 的 作用 点 从 点 M(z ,y,z) 移 到 点 M' Cz 十 dz,y 十 dy,= 十 dz), 有 势力 的 元 
功 可 用 势能 的 差 计 算 
SW 一 VCrz,y,z) 一 VCz 十 dr,y 十 dy,z 十 dz) dV (11.4.5) 
故 有 势力 的 元 功 可 用 势能 函数 的 偏 导数 表示 为 


5W =—dy (Ta | Tdy | Ya:) 
11.4.2 势能 
我 们 可 运用 式 (11. 4. 1) 计 算 常 见 力 的 势能 。 
1. 重力 势能 


在 重力 场 中 , 选 如 图 11. 4. 1 所 示 坐 标 系 , 则 重力 在 xz、y 轴 
上 的 投影 均 为 零 , 在 > 轴 上 的 投影 为 一 mg , 选 Mu 为 零 势 位 , 则 
点 M 的 势能 为 


V | mgdz =mg(z — zo) (11.4.6) 
2. 弹性 力 势能 
若 选取 弹簧 原 长 处 为 零 势 位 , 则 由 式 (11.4. 1) 与 式 (11.4.5), 有 

六 站 和 , 图 11.4.1 重力 势能 
dV =8W =—3d(r —1)’, | ar 上 2d(r—l) 
故 弹性 力 势能 为 
k 2 2 
V 一 全 or 一 入 一生 人 


上 式 中 9 一 ~ 一 ! 表示 质点 在 该 位 置 时 弹簧 的 净 伸 长 。 
3. 万 有 引力 势能 


当 质 点 处 在 万 有 引力 场 中 ,一般 选 择 无 穷 远 处 为 零 势 位 ,由 式 (11. 4.1) 与 式 (11.4.5)， 
易 得 


dV=6W Gmomd (二) ， | | Gmomd(=) 


A 故 万 有 引力 的 势能 为 
| er (11.4.8) 
k 
【 例 11.4.1】 图 11.4.2 所 示 质 点 系 中 杆 BC 重 Wi; ,长 为 
1, 重 物 DD 重 W,， 弹 筑 的 刚度 系数 为 有 ， 当 角 0 王 0" 时 ,弹簧 具有 原 
长 31。 求 质点 系 运动 到 图 示 位 置 时 的 总 势能 。 
【 解 】 分 别 计算 该 系统 在 重力 场 和 弹性 力 系 中 的 势能 。 重 
力 势 能 以 杆 BC 的 水 平 位置 为 零 势 能 位 , 则 重力 势能 Vi 为 
(= 
2 
弹性 力 势能 : 由 于 零 势能 位 是 任 选 的 ,在 两 个 势力 场 中 可 以 选取 不 同 的 零 位 置 ,所 以 


选 弹簧 的 原 长 处 为 弹性 势能 的 零 位 置 , 则 : 一 于 好 ， 其 中 ,86= 3 一 AB=31 一 


图 11.4.2 例 11.4.1 图 Vi Wi Scos0 Wlcos0 t Wa ) Leos0 


(21) :十 1 一 2X21Xlcos(180" 一 0) 一 3 一 上 LV5 二 4cosg 。 所 以 ,弹性 力 势 能 Vs 为 
和 一 了 (3 一 v5 十 4cosO )*/? 
故 系统 的 总 势能 为 


V=Vi+Vs=— (+W) teosb 十 于 (3—M5T ao) 


11.5 ”机械能 守恒 定律 ”功率 方程 


11.5.1 机 械 能 守恒 定律 


若 有 一 质点 在 势力 场 中 运动 , 令 其 在 任意 两 位 置 (1) 和 (2) 的 动能 分 别 为 T， 和 工 , , 势 
能 分 别 为 Vi 对 V: 。 根 据 质点 系 动能 定理 的 微分 形式 ,有 dW 王 dT。 又 由 式 (11.4. 5)dW 一 
一 dV, 所 以 : dT 十 dV=0。 即 : d(T 十 V)=0, 或 


T 十 V= 常 量 cll: 1 
或 表示 为 W 
T 十 Vi 王 T, 十 V。 Ci 8 


式 (11. 5.1) 或 式 (11. 5.2) 即 为 机 械 能 守恒 定律 。 
可 表述 为 : 在 势力 场 中 质点 系 的 动能 与 势能 之 和 为 
常量 。 

【 例 11.5.1】 如 图 11. 5.1 所 示 . 已 知 A 和 B 的 
重量 均 为 Wi, 滑轮 C 和 D 的 重量 均 为 W,, 且 均 为 匀 
质 圆 盘 。 设 开始 时 , 重 物 A 有 向 下 的 速度 v。。 不 考虑 
各 处 摩擦 ,绳索 不 可 伸 长 , 且 重 量 不 计 。 求 重 物 A 下 落 
多 大 距离 ,其 速度 增加 一 倍 。 图 11.5.1 例 11.5.1 图 


a 第 11 章 “动能 定理 
【 解 】 由 于 不 考虑 摩擦 , 故 系统 的 机 械 能 守恒 。 设 初始 动能 为 
人 ma | 二 mao | Fl ew: 1 mo 7/ oo 
bn | 如 (2oo7 1 yr (ee) | ye ye :人 


vb 
(10Wi + 7W,) 
4g 


在 位 置 2 时 ,速度 va 增加 一 倍 ,所 以 动能 为 
(2vo)2 
4g 
假设 取 系 统 的 零 势能 面 为 通过 物体 A 的 初始 形 心 位 置 平面 , 则 系统 初始 位 置 和 2 位 置 
的 势能 分 别 为 


T, 


2 
(10W, +7W2) = (10W, + 7W,) 


Vi=lap * Wi+ye* Witya* Wi 
V: 一 (hp CO—h)* W,—hWityc* Wys* W, 
其 中 ,h 为 重 物 A 在 2 位置 处 相对 于 初始 位 置 下 落 的 距离 。 代 入 式 (11. 5.2) 可 得 


2 
OW, + 7Wa) + lap * Ws yc * Wat ya. WI 
48 


oj OW + TY + lap = WW + ye Wy 4 HW 
区 


对 上 式 移 项 化 简 可 得 


v3 (10W, 上 7W，) v (10W， +7W2) = (Wi + Wh 
8 48 
3u3(10W, 十 7W，) 
4g (Wi+W,) 

【思考 】 @D 若 重 物 BB 与 水 平面 间 的 动 摩擦 因数 为 [4, 如 何 求 解 例 11.5.1? 加 动 滑动 
摩擦 力 不 是 有 势力 ,所 以 机 械 能 并 不 守恒 ,但 可 以 考虑 应 用 动能 定理 求解 。 

【 例 11.5.2】 如 图 11. 5.2 所 示 , 物 块 A 的 质量 为 
mi, 定 滑轮 O 的 质量 为 m; ,用 不 计 质 量 的 细 绳 跨 过 滑轮 
与 弹 得 相 联 , 绳 与 滑轮 间 无 相对 滑动 。 弹 簧 质量 不 计 , 原 
长 为 4o ,弹簧 的 刚度 系数 为 &。 滑 轮 半 径 为 尽 , 可 以 视 为 
均 质 圆 盘 ,不 计 轴 承 摩擦 , 当 系 统 处 于 静 平衡 时 , 若 给 物 块 
A 以 向 下 的 速度 vo , 试 求 : (1) 物 块 A 下 降 距 离 为 h 时 的 
速度 ;(2) 系 统 的 运动 微分 方程 ; (3) 系 统 微 振动 的 固有 
频率 。 图 11.5.2 例 11.5.2 图 

【 解 】 以 整个 系统 为 研究 对 象 。 轮 O 受到 无 功 约 
束 , 在 系统 运动 过 程 中 ,只 有 重力 和 弹簧 的 弹性 力 做 功 ,重力 和 弹性 力 都 是 保守 力 , 故 系统 机 
械 能 守恒 。 


解 之 得 : /一 


8 ， 理 论 力 


帐 


‘88, 


(1) 求 物 块 A 下 降 距 离 为 h 时 的 速度 

选 弹簧 处 于 原 长 时 的 末端 为 弹性 力 势 能 的 零 位 置 ; 选 各 物体 处 于 静 平 衡 时 ,各 自 质 心 
所 在 水 平面 位 置 为 各 物体 的 重力 势能 零 位 置 。 而 取 项 平衡 时 为 第 一 位 置 , 物 块 A 下 降 距离 
hh 时 系统 所 在 位 置 为 第 二 位 置 。 

第 一 位 置 时 ,弹簧 的 变形 量 为 4 二 mig/k, 物 块 A 的 速度 大 小 为 v。, 滑 轮 O 的 角速度 


为 wo 一 忌 , 则 系统 的 动能 和 势能 分 别 为 


2 
Ts Fm t FJ ow Dm + 7 (FmR’) 人 名) Tm Fm ) vs 
Vi 一 到 


第 二 位 置 时 ,弹簧 的 变形 量 为 1:= 一 Mi 十 4。 设 物 块 A 的 速度 大 小 为 ,滑轮 O 的 角速度 
为 二 记 ,系统 的 动能 和 势能 分 别 为 


和 和 1 
JT 2 7 Aw2 + 2 (FmR’) or 下 (2m1 + mz )v? 
Iz 1 2 
V: = hz —magh 一 4(Aa +h)"—migh 
根据 机 械 能 守恒 定律 ,十 Vi 二 TT, 十 V; ,得 
DCm -mz ) v3 + 了 TC2m Hmz)v? 十 Fk Fh)?—migh (a) 


求解 式 (a) 可 得 , 物 块 A 下 降 h 时 的 速度 为 


1 s 2kh® 
一 = 
有 oh 2mi 十 mz 


(2) 建立 系统 的 运动 微分 方程 
将 式 (a) 两 边 对 时 间 求 导数 可 得 


1 / 
2 (2m Hmz)v 于 二 ACA 十 天) mig 呈 0 


考虑 到 局; 一 六 5, 吾 一 0 至 一 9 两边 消去 w ,简化 可 得 系统 的 运动 微分 方程 为 


dh 2k / 
.ES 
dt 2mi 十 m2 


(b) 


(3) 求 固有 频率 
由 式 (b) 可 知 ,系统 微 振动 为 简 谐 振动 ,所 以 ,固有 频率 为 


of 2k 
a 2mi 十 m2 


【说 明 】 如 果 以 系统 的 静 平衡 位 置 为 坐标 原点 建立 系统 的 振动 微分 方程 , 则 系统 的 
振动 微分 方程 与 重力 和 静 伸 长 无 关 , 或 者 说 在 建立 系统 方程 时 可 以 不 用 考虑 重力 和 静 伸 长 。 
回 如 果 不 是 以 系统 的 静 平衡 位 置 为 坐标 原点 建立 振动 微分 方程 , 则 系统 的 振动 微分 方程 与 
重力 和 静 伸 长 有 关 ,但 可 以 通过 坐标 变换 转换 为 式 (b) 的 形式 ,如 例 11. 3.2。 


【思考 】 请 尝试 用 其 他 形式 的 方程 求解 该 例题 ,并 与 上 述 方法 进行 比较 。 
【 例 11. 5. 3】 试用 机 械 能 守恒 定律 求解 例 11. 3. 4。 


图 11.5.3 例 11.5.3 图 例 11.5.3 的 解答 


11. 5.2 功率 方程 


在 11.1.4 节 介绍 了 功率 的 概念 , 它 表 示 力 或 力 偶 在 单位 时 间 内 所 做 的 功 ,是 用 来 衡量 
机 器 性 能 的 一 项 重要 指标 。 
若 将 质点 系 动 能 定理 的 微分 形式 (11. 3. 3) 改 写 为 
dT 一 28W; 一 >2)F dr 一 >2)Fi mid 
将 上 式 两 边 同 时 除 以 di ,并 注意 到 ;，w; 二 P; 为 力 F; 的 功率 , 则 有 


=DP, (11.5.3) 


式 (11. 5.3) 称 为 功率 方程 。 即 质点 系 动 能 对 时 间 的 一 阶 导数 ,等 于 作用 于 质点 系 的 所 有 
力 的 功率 之 和 。 它 表达 了 质点 系 动能 的 变化 率 与 作用 于 该 质点 系 上 各 力 的 功率 之 间 的 关系 。 
任何 机 器 都 要 依靠 不 断 地 输入 功 , 才 能 维持 它 的 正常 运行 。 例 如 ,用 电动 机 拖 动机 器 运 
行 时 , 设 输入 功 为 56W ,机 器 为 完成 其 工作 所 需 消耗 的 功 为 5W# ,还 有 为 克服 机 械 摩擦 阻 
尼 等 而 消耗 的 无 用 功 SW 和 用 。 由 动能 定理 
dT 一 8W 一 8 有 一 SA 有 


上 式 等 号 两 边 除 以 di , 即 得 
dT 
=PA— Pan— Pam (11.5.4) 


式 (11. 5.4) 也 是 功率 方程 , 它 表 明 机 器 的 输入 、 消 耗 的 功率 与 动能 变化 率 之 间 的 关系 。 
当 机 器 在 启动 过 程 中 ,要 求 史 >0, 即 PA>Pam 十 Pam PA; 机 器 正 常 运行 时 ,时 -一 0, 即 


P=P#m 十 Pam; 当 机 器 在 停机 过 程 中 ,停止 输入 功 , 即 二 0, 机 器 停止 工作 ,Pa = 二 0， 
只 有 无 用 功 的 消耗, 即 守 二 一 Pxn ,中 一 0 直至 机 器 停止。 
机 器 在 稳定 运转 时 的 有 用 输出 功率 与 输入 功率 之 比 称 为 机 械 效率 ,用 7 表示, 即 


Pm 
1 PA 
机 器 的 机 械 效率 7 表明 机 器 对 输入 功率 的 有 效 利 用 程度 , 它 是 评定 机 器 质量 优 劣 的 一 


x100% Clless 33 


个 重要 标志 。 

【 例 11.5.4】 带 式 输送 机 如 图 11. 5. 4 所 示 。 
传送 带 的 速度 v= 二 1 m/s,; 输 送 量 g 二 2 000 kg/min， 
输送 高 度 为 A 二 5 m。 传 送 带 传动 的 机 械 效率 为 y 二 
0.6 ,减速 箱 的 机 械 效率 为 y, 二 0.4, 求 输送 机 所 需 的 
电动 机 的 功率 。 

【 解 】 取 整 段 传送 带 上 被 运输 的 物料 为 研究 的 
质点 系 。 由 于 速度 v 为 常量 , 故 可 研究 di 秒 内 动能 的 变化 与 功 之 间 的 关系 。 

在 dt 秒 内 有 质量 为 gdi/60 的 物料 被 提升 到 高 度 h 二 5 m 处 ,同时 又 有 同样 的 物料 从 静 


止 状态 变 为 以 速度 v 一 1 m/s 运动 ,动能 的 变化 量 为 : 4T 一 二 (全 dy juz。 
设 输送 机 所 需 电动 机 的 功率 为 P, 这 是 输送 机 的 输入 功率 ,其 有 用 功率 为 ， P, 一 


图 11.5.4 例 11.5.4 图 


EB 二 Si 
W172:P。 由 动能 定理 可 得 : 7 (Sad) m72Pdi (Sar)sn. 消去 dt 后 ,得 


1 gl/v 
十 81/ 6 875 W=6.875kW 
全 gh ) 5 5 


【 例 11.5.5】 图 11. 5.5 所 示 行 星 轮 系 放 在 水 
平面 内 。 已 知 齿轮 的 半径 为 ri, 质 量 为 mi, 绕 定 
轴 O 转动 ,其 上 作用 一 不 变 的 阻力 矩 Mt。 行星 轮 [ 
的 半径 为 r>: ,质量 为 m,, 它 与 齿轮 I 及 固定 齿轮 三 
路 合 ,由 曲柄 OA 带动 。 曲 柄 OA 的 质量 为 mm, 其 上 
作用 一 不 变 的 转动 力矩 M。 若 齿轮 I 和 本 视 为 均 质 
圆 盘 ,曲柄 OA 为 均 质 细 杆 ,不 计 摩 擦 , 求 曲柄 的 角 加 
速度 。 

【 解 】 研究 对 象 : 整个 系统 。 图 了 .5.5 例 11.5.5 图 

受 力 分 析 : 系统 所 受 重 力 及 轴承 反 力 均 不 做 功 。 

系统 在 任意 状态 下 的 动能 为 


二 i “可 1 
了 Joan 于 Joam 1 到 Jaows | DM2vA 


1 1 
其 中 ,Jooa 王 去 (ra 十 ra) ,Jou mirisJa 71227-2 。 
3 2 2 
We Wy ri 二 2(ri 十 rz) 
运动 学 关系 有 : vA 王 (ri 十 rz)w,ows 一 Zw ,wi 一 一 w , 故 有 
2 1 


二 证 (2m 12mi 十 972 ) (ri 十 7 )2ow2 


而 主动 力矩 M 和 阻力 矩 Mi 的 功率 分 别 为 


A 
b= B==Wig 旦 千 必 人 ze 


ry 


由 功率 方程 中 二 已 P,, 可 得 


2(r, 十 
(2m + 12m1 + 9m2) Cri 十 rs)2aw I Cr lo 
Fx 


要 
到 
还 
号 
EE: 
尊 
过 


dw 6LMr —2(ri 二 rs)M:] 
dt (2m++12mi+t 9m) ritr) 


a 


11.6 动力 学 普遍 定理 的 综合 应 用 
> 


本 节 作 为 第 9 一 11 章 的 总 结 , 说 明 如 何 应 用 动力 学 普遍 定理 求解 动力 学 的 两 类 问题 。 

普遍 定理 包括 质点 系 的 动量 定理 、 动 量 矩 定理 和 动能 定理 ,而 其 中 每 一 个 定理 只 建立 了 
力 与 运动 的 某 一 方面 物理 量 之 间 的 关系 。 一 般 情况 下 ,对 于 质点 系 的 动力 学 两 类 问题 ,往往 
需要 两 个 或 两 个 以 上 的 定理 联合 求解 ; 又 因为 这 三 个 定理 都 是 反映 了 物体 的 运动 与 力 之 间 
的 关系 ,具有 一 定 的 共性 ,所 以 有 时 一 个 问题 有 几 种 解法 ,这样 , 解 题 时 运算 是 否 简 便 与 定理 
的 选择 有 一 定 关系 。 但 因为 工程 中 的 问题 十 分 复杂 ,选用 定理 有 很 大 的 灵活 性 ,很 难 总 结 出 
一 个 不 变 的 模式 应 用 于 各 题 , 仅 提供 几 条 大 致 的 途径 , 供 读者 学 习 时 参考 。 

(1) 对 于 单 自由 度 系统 的 动力 学 两 类 问题 ,如 果 主 动力 系 是 已 知 的 ,约束 力 不 做 功 ,可 
应 用 动能 定理 (保守 系统 也 可 用 机 械 能 守恒 定律 ) 先 求 出 系统 的 运动 ,然后 再 利用 动量 定理 
和 动量 矩 定理 求 约 束 力 , 这 样 求解 可 以 避免 解 联 立方 程 ,使 运算 简捷 。 

(2) 质点 系 的 动量 定理 和 动量 矩 定理 共 同 反 映 了 质点 系 的 外 力 系 的 主 矢 和 主 矩 的 运动 
效应 ,所 以 质点 系 的 动量 和 动量 矩 定理 联合 起 来 ,可 求解 质点 系 动 力学 的 两 类 问题 。 但 这 两 
个 定理 的 方程 中 要 出 现 未 知 的 约束 力 ,对 于 一 个 较 复 杂 的 系统 ,往往 要 选 儿 次 研究 对 象 ,分 
别 建立 各 个 研究 对 象 的 动力 学 方程 后 联合 求解 。 求 解 时 一 般 通 过 消 元 法 , 先 求 出 运动 ,再 求 
约束 力 。 这 样 不 管 是 单 自由 度 系统 还 是 多 自由 度 系统 ,可 以 将 系统 按 运 动 形式 分 为 几 个 研 
究 对 象 ,建立 各 个 研究 对 象 的 动力 学 方程 ,联合 起 来 求解 。 因 此 可 以 说 这 是 一 种 基本 的 方 
法 ,对 于 求解 初 瞬时 系统 的 运动 与 力 , 比 较 方便 。 

这 种 方法 的 缺点 除了 前 面 提 到 的 要 解 联 立方 程 外 ,求解 速度 (角速度 ) 问 题 时 ,一 般 还 需 

(3) 要 注意 判断 动量 (质心 ) 守 恒 及 动量 矩 守恒 的 情况 ,这 类 问题 往往 用 其 他 定理 不 易 
求解 。 对 于 一 些 特殊 的 系统 ,如 流体 的 动 压力 问题 ,要 用 其 相应 的 方程 求解 。 

(4) 不 管 选用 哪 种 方法 、 哪 个 定理 ,都 要 对 所 选取 的 研究 对 象 进 行 受 力 分 析 和 运动 分 
析 , 建 立 需 要 的 运动 学 关系 。 

下 面 通过 例题 ,说 明 普遍 定理 的 联合 应 用 。 

【 例 11.6.1】 均 质 圆 盘 A 和 B 的 质量 均 为 m ,半径 均 为 ,如 图 11. 6.1(a) 所 示 , 重 物 
C 的 质量 为 mc , 圆 盘 A 在 倾角 为 0 的 固定 斜面 上 纯 滚动 , 求 重 物 C 的 加 速度 和 轴承 已 的 约 
束 力 。 

【 解 】 圆 盘 A 沿 斜 面 纯 滚动 时 ,整体 系统 属于 单 自由 度 系 统 , 且 做 功 的 力 只 有 A、C 物 
体 的 重力 , 故 可 用 动能 定理 求 出 系统 的 运动 后 ,再 考虑 用 动量 定理 和 动量 矩 定理 求 轴承 
B 的 约束 力 , 由 于 重 物 C( 或 4 点 ) 的 加 速度 已 在 例 11. 3. 1 中 求 出 ,只 需求 轴承 B 的 约束 


图 11.6.1 例 11.6.1 图 


反 力 。 
研究 由 圆 盘 B 和 重 物 C 组 成 的 质点 系 ,其 受 力 如 图 11. 6. 1(b) 所 示 。 用 质点 系 对 固定 
轴 B 的 动量 矩 定理 求 强 子 拉力 Fr。 


由 于 Ls 二 >yMs(F?), 而 


1 1 
Ls = whi morv = (om t+mecjrv 


| dv 四 | 
2 十 me) =(meg— Fa)r, Fr=meg— (2 由 me )a 
再 用 质点 系 动量 定理 求 轴承 B 的 约束 力 。 


泥 mix:i 一 六 Fi:m*0+mc* 0=Fs,— Frcos0 


Fp 一 Frcosb 一 mcgcosb m+me jacosb 


Dmiy’ 一 了 m*0O+me* (—a)=Fs,— (m+me)g— Frsin 
1 
Fa, = [m+mc(l+tsing)] g— | 十 mc(] 十 sing)| a 


将 例 11. 3. 1 的 加 速度 结果 代入 Fs;、Fs, 的 表达 式 , 即 可 得 到 用 已 知 量 表 示 的 轴承 约 
束 力 。 

【说 明 】 本 题 也 可 分 别 研究 A、B、C, 列 各 个 研究 对 象 的 微分 方程 , 联 立 求解 。 请 读者 
尝试 ,并 将 两 种 求解 方法 进行 比较 。 

【思考 】 若 倾 角 为 0 的 斜面 不 是 国定 的 ,而 是 置 于 光滑 水 平面 上 ,如 何 计算 例 11. 6.1? 

【 例 11.6.2】 匀 质 细 杆 AB 的 质量 为 mm ,长度 为 2 ,两 端 
分 别 沿 光 滑 的 铅 直 墙壁 和 光滑 水 平地 面 滑动 ,如 图 11. 6.2 所 
示 。 假 设 初 瞬时 杆 与 墙 成 交角 go ,由 静止 沿 铅 直 墙 下 滑 , 求 杆 
下 滑 时 的 角速度 儿 、 角 加 速度 2 和 约束 力 FA 、Fs 以 及 杆 开 始 
脱离 墙壁 时 它 与 墙壁 所 成 的 角度 Pi 。 
【 解 】 本 题 曾 在 第 10 章 作为 例题 利用 平面 运动 微分 方程 
进行 过 讨论 。 这 里 用 机 械 能 守恒 定律 求 其 运动 ,然后 再 用 质心 
运动 定理 求 约束 力 FA 、Fs 及 脱离 墙壁 的 夹 角 pi 。 

(1) 研究 AB 杆 。 设 AB 杆 质 心 速度 为 ve ,vc 一 1p 。 在 任 


图 11.6.2 例 11.6.2 图 


一 位 置 gp 角 时 ,AB 杆 的 动能 为 


i 
T et 4 


选 水 平 轴 x 为 势能 零 位 ,由 机 械 能 守恒 定律 ,研究 g。 和 go 两 个 位 置 


2 
Ti+Vi=T,;+V:，, 0+mglcosgpo sm mglcosp 


i 
* 六 

或 ,2 一 V3g(cospo 一 cosPp)/(2/) 。 
将 式 (a) 对 时 间 4 求 一 阶 导 数 ,得 


(cosgpo 一 cosp) (a) 


$= 3 sing (b) 


(2) 用 质心 运动 定理 求 约束 力 Fa 、Fs 
在 图 示 坐 标 系 中 ,质心 C 的 运动 方程 为 


XxXc=lsing, yc 一/cosyp 


质心 的 加 速度 为 : c==l(gcosp 一 ?sing) ,yc 二 一 L(gsing 二 ?cosg) 
mzc = Ets ml(gcosgp —9’ sing) =Fa Ge 


myc 3 F2 :一 mLCpsinp 十 P2cosp) 一 Fe 一 mg 


Fs=mg—ml(gsing 十 22cosp) (d) 
将 式 (a)、(b) 分 别 代入 式 (c)、(d) ,得 


9 . 2 

FA= 48 sing (cosp = cospo) 

L 9 2 

Fs = m8 * Tmgeosp (cosp 2 cosp) 
(3) 求 杆 脱离 墙壁 时 的 夹 角 p， 
当 杆 脱离 墙 时 ,Fh 二 0, 有 ,cosgpi 2 cosgo =0,91 =arccos( - cosgo ) 。 
【思考 】 试 分 析 杆 件 AB 脱离 墙壁 的 原因 。 
【 例 11.6.3】 质量 为 m,\ 长 1 的 均 质 杆 平 放 在 水 平 桌 上 ,其 质心 C 至 桌 边缘 的 距离 为 


d ,如 图 11.6.3(a) 所 示 。 该 杆 从 水 平 位 置 静止 释放 ,开始 围绕 桌子 边缘 转动 。 若 杆 与 桌 边 
缘 之 间 的 静摩擦 因数 为 /,. 试 求 开 始 滑 动 时 丁 与 水 平面 的 夹 角 。 


图 11.6.3 例 11.6.3 图 


4 ， 理 论 力 


业 


2 


【分 析 】 本 题 要 确定 杆 处 于 绕 O 转动 和 滑动 临界 状态 时 的 位 置 ,关键 在 于 求 出 保证 杆 
在 转动 状态 时 的 摩擦 力 ,的 值 应 小 于 最 大 静摩擦 力 下 ,wwx， 即 下 ,过 Fx 一/,Fw。 为 此 ， 
须 先 求 出 质心 C 的 加 速度 及 杆 的 角 加 速度 0 ,然后 利用 质心 运动 定理 求解 。 而 角 加 速度 0 
可 以 通过 动能 定理 求 出 角速度 后 求 导 得 到 。 

【 解 】 应 用 动能 定理 ,在 杆 从 水 平 位 置 静止 释放 到 开始 滑动 的 过 程 中 , 杆 绕 桌 边缘 棱角 


O 作 定 轴 转 动 , 由 动能 定理 知 
F310 二 Jo ,六 mgd sin0 
对 |! 2 2)p2 ; 
2 (2 tH-md )? 0=mgdsin0 
jd 
0 元 二 178 sin0 (a) 
式 (a) 两 边 对 时 间 求 导 , 可 得 角 加 速度 
= gos (b) 
故 , 质 心 C 的 切 向 和 法 向 加 速度 as ae 分 别 为 
2 
ac 一 cd0 一 人 ecosb (c) 
ac = gsin (d) 
由 质心 运动 定理 ,可 列 出 求 下 ,、Fw 的 方程 , 即 
mat =mgcos0— FN (e) 
mat =F,— mgsin0 《和 
由 式 (a)、(d) 、(f) 得 
2 
F,.=mat mgsin0 + 1) mgsing (g) 
这 就 是 为 保证 杆 绕 O 点 作 定 轴 转 动 ,桌面 对 杆 件 应 提供 的 摩擦 力 的 大 小 。 
由 式 (b)、(c)、(e) 解 得 
2 
Fy=mgcos0 — mac 天 -geosb (h) 
桌面 能 提供 给 杆 的 最 大 静 滑 动 摩擦 力 为 
2 
下. =—=fs* FN= mgcos0 (iD) 


性 十 2 
故 当下 ,一 Fos, 即 为 杆 处 于 开始 滑动 的 临界 状态 ,由 式 (g) 、(i) 得 到 


24d? 3 站 
(ss 卡 1) mg Sin0 = sl 
Fi 人 ERE RE 
化 简 上 式 后 ,得 : tan0 二 , 即 : 0 一 arctan Bada 这 就 是 杆 处 于 开始 滑动 的 临界 


状态 时 , 杆 与 水 平面 的 夹 角 。 


【说 明 】〗 由 本 题 的 结论 可 知 , 杆 件 开始 滑动 的 位 置 与 摩擦 因数 和 杆 件 的 初始 位 置 有 关 。 
若 令 1 一 d /1 , 则 易 得 : 太一 (1 十 36 太 )tan0。 若 已 知 参数 〗 和 杆 件 开 始 滑动 的 位 置 , 则 由 此 
结果 即 可 求 得 杆 件 与 桌面 之 间 的 摩擦 因数 ,这 可 以 作为 测试 物体 之 间 摩 擦 因数 的 一 个 应 用 。 

【思考 】 请 列 出 杆 件 开始 滑动 后 的 运动 方程 ,并 讨论 杆 件 脱离 桌面 应 满足 的 条 件 。 

【 例 11.6.4】 长 为 2 的 均 质 细 杆 最 初 直立 在 水 平面 上 , 稍 受 扰 动 后 ,在 重力 作用 下 
该 杆 在 铅 直 平面 内 绕 O 点 回转 而 下 ,如 图 11. 6.4 所 示 。 若 杆 与 平面 间 的 静摩擦 因数 
了 ,二 0.205, 试 求 : (1) 杆 开始 在 地 面 上 滑动 时 的 角度 0。; (2)0 宇 0。 时 ,O 点 将 沿 哪个 方向 
滑动 。 


(ec) (d) 
图 11.6.4 例 11.6.4 图 


【 解 】 (1) 假设 杆 件 与 平面 间 的 静摩擦 因数 为 /.。 杆 件 自 直立 在 水 平面 至 0。 开始 滑 
动 的 过 程 中 , 杆 件 在 绕 O 点 作 定 轴 转 动 。 利 用 定 轴 转 动 的 微分 方程 可 得 
Joa—=Mo(F)=mglsing (a) 


而 一人 Jo 一 和 ol ,化 简 式 (a) 可 得 


dO do 


> ,db 
由 于 ,0 一 机 We 6' 故 有 


在 [0,9](0 二 0。) 区 间 积 分 之 ,可 得 


从 而 质心 C 的 切 向 和 法 向 加 速度 分 别 为 


心 一 人 0 2 sing， 一作 一作 cosb) 


acx 一 Qkcos0 一 az&sin0 和 singeosg sing 


3g 3 
acsin0 — atcos0 8sin’0 El cos0)cosO 


2 4 
利用 质心 运动 定理 可 得 
F,=mg (Dsingeos0 — Dsin0) (b) 
2 
Fn=mg lL ; sin20 - (1 cos0)eos0| =Tmg (cos0 a 了 ) (c) 
依 题 意 有 , 当 0=0 时 ,有 下, 二 /.Fs。 杆 开始 滑动 时 ,转角 0 应 满足 
@ - 站 9 Ny 
mg 4 Sin0cosO 2 sing) 了 mg (cos0 3 ) (d) 
为 了 求解 上 述 等 式 , 令 函 数 h(0) 二 1(0)mg 二 0, 其 中 
OY — indeosd— -aid — fx cosh ) (e) 
¥ 4 sinOcos 2 sin bl 4 (os 3 e 


显然 , 式 (d) 与 方程 /(0)=0 同 解 。 对 应 于 /, 二 0.205 时 函数 /(0) 与 90(0 二 0 二 90”) 之 间 的 
关系 曲线 如 图 11. 6. 4(c) 所 示 。 

由 图 11. 6.4(c) 可 知 ,方程 (e) 在 0 二 0 二 90" 的 区 间 内 有 两 个 解 ,0, 二 15.9",0, 二 45"。 这 
说 明 ,对 应 于 摩擦 因数 /二 0. 205, 杆 件 在 位 置 9, 达到 滑动 的 临界 状态 ,之 后 杆 件 就 开始 滑动 ， 
自然 不 会 在 位 置 9, 二 45° 时 才 开 始 滑动 。 即 , 杆 开 始 在 地 面 上 滑动 时 的 角度 为 0, 二 0 一 15.9 。 

(2) 当 0 王 15.9" 时 ,由 式 (b) 可 求 得 摩擦 力 


F.=mg (Dsin45"cos45° c= Dsin45’) =0.182mg 二 0 
说 明 杆 件 开 始 滑动 后 , 杆 件 的 O 点 向 左 滑动 。 


【评注 】 图 11. 6.4(c) 所 示 的 1(0) 与 0 的 关系 曲线 只 有 在 杆 件 没有 在 水 平面 上 滑动 
(或 绕 A 点 转动 ) 时 才 成 立 。 回 若 记 静 摩擦 因数 为 /,, 杆 开始 滑动 时 的 转角 为 go, 则 由 


2 
sin0u cos0o——sin0o 


Li ,绘制 成 曲线 如 图 11. 6.4(d) 所 
(cos0, —) 


式 (d) 易 得 ,与 0 之 间 的 关系 为 太一 


示 。 函 数 曲 线 在 | 入 ,下 | 之 则 ,存在 一 个 极 值 点 。 经 分 析 可 以 求 得 极 值 点 对 应 的 角度 为 
arctan (VD) 一 35.1", 该 角度 对 应 的 摩擦 因数 为 0.371。 而 对 应 于 摩擦 因数 取 值 为 零 时 的 


非 零 角度 为 arccos (= ) 一 48.2*。 所 以 ,对 于 取 正 值 的 摩擦 因数 ,角度 位 于 [0,48. 2o] 之 间 ， 


并 且 在 小 于 极 值 0. 371 的 摩擦 因数 ,总 有 不 同 的 两 个 角度 位 置 与 一 个 摩擦 因数 对 应 ,而 只 

二 者 中 的 较 小 角度 才 是 杆 件 滑动 时 的 角度 。 回 当地 面 光 滑 时 ,可 知 杆 件 一 并 抬 开 并 交流 动 。 
四 该 例 说 明 含 摩擦 的 动力 学 问题 ,本 质 上 是 非 线 性 问题 ,存在 多 解 现象 。 具 体 可 参考 文 
献 [29] 的 讨论 。 

【思考 】 当 杆 件 滑动 后 , 试 建立 杆 件 的 运动 微分 方程 ,并 讨论 其 运动 。 

【 例 11.6.5】 机 构 如 图 11. 6.5(a) 所 示 。 已 知 : 物 块 A 的 质量 为 mi , 定 滑轮 O 的 半径 
ie 转 半径 为 po。 滚轮 C 的 半径 为 r, ,质量 为 ms ,对 质心 C 的 回转 半径 为 
c ,半径 为 7, 的 轴 颈 沿 水 平面 作 纯 滚动 。 定 滑轮 与 深 轮 之 间 的 绳子 水 平 ,绳子 与 定 滑轮 之 
同和 天 滑动 。 试 求 : (1) 物 块 A 的 加 速度 ; (2) 水 平 段 绳子 的 张力 ; (3)D 的 约束 力 。 其 中 ， 
(2)、(3) 可 表示 成 物 块 A 的 加 速度 的 函数 。 


图 11.6.5 例 11.6.5 图 


【 解 】 (1) 显然 ,系统 具有 一 个 自由 度 , 选 物 块 下 降 高 度 * 为 广义 坐标 。 则 先 由 动能 定 
理 建立 系统 的 运动 与 主动 力 之 间 的 关系 (图 11. 6. 5(b)), 有 


Do 1 1 
Ts FMVA | 2 (maz0 7)wo + pmave | 2 (mspe ) we 
式 中 
UA ri vc vA 
I r ws ri ra < ri i 
代入 上 式 得 
mT+m -m 最 十 pc | vA 
2 We 3 Gri tra)’ 人 
人 三 常量 
> )W， =migs 
由 动能 定理 T。 一 Ti, = 2)W，, 并 两 边 对 时 间 1 求 导数 得 
mi 
aa 2 Fa (a) 
riTpc 


mim si+ms - 
好 二 


理论 力 


站 


(2) 以 定 滑轮 O 与 物 块 A 及 其 中 间 的 绳索 的 组 合 为 研究 对 象 , 受 力 分 析 如 图 11. 6. 5(c) 
所 示 , 则 由 相对 于 固定 点 O 的 动量 矩 定理 可 得 


(J owo HF- mvar) =migr — Frr (b) 


式 中 ,Jowo 二 mzp? ee 代入 式 (b) ,化 简 可 得 


站 2 
| 


Fr=mi(g—aa) mz Gan mig (mi + ms 5 aa 《Go 
r ee 


(3) 以 滚轮 C 为 研究 对 象 , 受 力 分 析 如 图 11. 6. 5(d) 所 示 。 由 刚体 的 平面 运动 微分 方 
程 可 得 


CQA 


J cac =mape i 一 F4rs 二 Fr (d) 
ry Ry 
misac: =msac =F1—F, (e) 
msacy =0=Fn—mag (f) 
入 i Lt 通 
联 立 求解 式 (d) 一 (D ,并 考虑 到 ac 一 一 了 -a ,可 得 
1 2 
oe = 
a : -emsaa, Fyn=msg 


(ri 十 ra)2 

【评述 】 求 物 块 A 的 加 速度 ,可 以 使 用 动能 定理 的 微分 形式 或 积分 形式 求 导 ,也 可 使 用 
对 固定 点 O 的 动量 矩 定理 。 如 果 考 虑 到 滚轮 作 平 面 运动 ,可 以 用 平面 运动 微分 方程 , 定 滑轮 
作 定 轴 转 动 , 可 采用 定 轴 转 动 转 动 微分 方程 来 求解 。 当 然 , 如 果 考 虑 到 本 例 中 还 要 计算 水 平 段 
绳子 的 张力 及 D 处 的 约束 力 , 直 接 使 用 第 12 章 的 达 朗 贝尔 原理 求解 更 简单 一 些 ( 用 达 朗 贝 
尔 原 理 也 可 以 求 绳子 的 张力 及 万 处 的 约束 力 ) 。 

【 例 11.6.6】 均 质 杆 AB 长 为 /质量 为 mi ,质量 为 ms 的 物 块 B 受 常 力 F 作用 ,系统 
位 于 铅 垂 平面 内 ,由 0 三 30 "无 初速 开始 运动 。 不 计 物 块 A 的 质量 (图 11. 6. 6(a))。 试 求 杆 
AB 运动 到 铅 直 位 置 时 , (1) 物 块 B 的 速度 ; (2) 滑 道 对 系统 的 约束 力 。 
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图 11.6.6 例 11.6.6 图 例 11.6.6 的 解答 
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11-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1 偏心 圆 盘 质量 为 冯 , 半 径 为 ,在 水 平面 上 作 纯 滚动 ,所 研究 瞬时 质心 C 在 通过 圆心 O 的 


水 平 线 上 ,如 图 所 示 。 已 知 ,GC 一 二 ,Je 一 二 oo, 加 心 O 的 速度 为 0 , 则 圆 盘 的 动能 为 ( 。 )。 


A. Tm B. Tm CG. mw’ 议 EE 

2. 三 棱柱 B 沿 三 棱柱 A 的 斜面 运动 ,三 棱柱 A 沿 光滑 水 平面 向 左 运动 。 已 知 A 的 质 
量 为 m1,B 的 质量 为 ms*; 某 瞬 时 A 的 速度 为 v,,B 沿 斜 面 的 速度 为 v, 。 则 此 时 三 棱柱 B 的 
动能 为 ( 5 
1 


A. Ba B. ms (vO—v)’ 


1 1 
C. 到 ms (CU —vi)v? I gamaL Cv —vscos0)’ 十 zsinz0] 


3. 均 质 圆 盘 A ,半径 为 r ,质量 为 m, 在 半径 为 R 的 固定 圆柱 面 内 作 纯 滚动 ,如 图 所 示 。 
则 圆 盘 的 动能 为 ) 。 


3 3 
A 了 一 本 mr 人 3 T 了 一 本 PR 多 
| 2 .2 Se 2 .2 
Cb, T=om(Ror) 9 B; T=7m(R-—n) 9 
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选择 题 1 图 选择 题 2 图 


4. 图 示 均 质 细 杆 AB 上 固 连 一 均 质 圆 盘 , 并 以 匀 角 速 w 绕 固 定 轴 A 转 | 
动 。 设 AB 杆 的 质量 为 m, 长 L 二 4r; 圆 盘 质量 M 王 27 ,半径 为 7, 则 该 系统 0 
的 动能 工 为 ( 站 
A. T= mr 本 了 一 了 rr 本 
汪 83 | 一 驶 2 和 
CFs 3mr 多 | Gr 选择 题 4 图 


5. 图 示 平 板 A 以 匀速 v 沿 水 平 直 线 向 右 运动 ,质量 为 m、 半 径 为 r 的 均 
质 圆 轮 B 在 平板 上 以 匀 角 速度 w 朝 顺 时 针 向 滚动 而 不 滑动 , 则 圆 轮 的 动能 了 为 ( 后 


— 2 3 .22 -a 2 起 志和 
WM T= ZU 十 二 mr w B 人 T= 2m(vtre) 中 A 中 


二 


HE 
GC, T=Fmo im | eet 
6. 图 示 一 质量 为 m 、 半 径 为 r 的 均 质 圆 轮 以 匀 角 速 沿 水 平面 滚动 而 不 滑动 , 均 质 


杆 OA 与 圆 轮 在 轮 心 0 处 匀 结 。 设 OA 杆 长 1=47， Eo m/4, 在 杆 与 铝 垂 线 的 夹 角 
gp 二 60° 时 其 角速度 was 二 w/2, 则 此 时 该 系统 的 动能 了 为 ( 。“)。 


25 11 7 2 
A. 工 一 歼 7127-2 2 B. T 一 证 or GC, T= D. T= mr wr? 


7. 图 示 均 质 细 杆 的 质量 为 m ,长 度 为 !。 设 该 杆 在 图 示 位 置 时 的 角速度 为 A 
A、B 和 质心 C 的 速度 分 别 为 v4 vs 和 vc ,I 点 为 速度 瞬 心 , 则 此 时 杆 的 动能 本 为 ( 有 


we 利 1 
A. T=31 To2 B. T= mvuz 
坡 T= ee 2 D. T= | 2 
3 DVA ga% 昌 7 2VB 2 sw 


a 4 
选择 题 5 图 选择 题 6 图 选择 题 7 图 


8. 图 示 两 均 质 圆 盘 A 和 B, 它 们 的 质量 相等 ,半径 相同 ,各 和 置 于 光滑 水 平面 上 ,分 别 受 
到 下 和 F’ 的 作用 ,由 静止 开始 运动 。 若 下 二 F", 则 在 运动 开始 以 后 到 相同 的 任 一 瞬时 ,两 贺 
盘 动 能 TA。 和 Ts 的 关系 为 ( ) 。 


办 :人 By T= 二 有 313 三 篇 
9. 图 示 均 质 圆 盘 沿 水 平 直 线 轨道 作 纯 滚动 ,在 盘 心 移动 了 距离 ; 的 过 程 中 ,水 平常 力 
Fr 的 功 为 ( ); 轨道 给 圆 轮 的 摩擦 力 正 . 的 功 为 ( 
A. Frs B. 2Frs 不 站 D. —F,s 


选择 题 8 图 选择 题 9 图 


10. 图 示 系 统 中 ,已 知 物 块 M 和 滑轮 A 、B 的 重量 均 为 己 ,弹簧 的 刚度 系数 为 &, 在 物 块 
M 离 地 面 的 高 度 为 h 时 ,系统 处 于 静止 状态 , 且 弹 簧 未 变形 。 现 若 给 物 块 M 以 向 下 的 初速 
度 v。 ,使 其 能 到 达 地 面 , 则 当 它 到 达 地 面 时 ,作用 于 系统 上 所 有 力 的 功 W 为 ( js 


a 一 2 EA 2 
A = >Ph gh B. W= geh 


i el Ly 
C. 本 一 可 好 D. W=ZPh+ eh 
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11. 图 示 3 个 质量 相同 的 质点 ,同时 由 A 点 以 大 小 均 为 vo 的 速度 ,分 别 按 图 示 的 3 个 
不 同 的 方向 抛 出 ,然后 落 到 水 平地 面 上 。 不 计 空 气 阻力 ,以 下 4 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( 有 


隐 


选择 题 10 图 选择 题 11 图 


A. 它们 将 同时 到 达 水 平地 面 
B. 它们 在 落地 时 的 速度 大 小 相等 
C. 从 开始 到 落地 的 过 程 中 ,它们 的 重力 所 做 的 功 相 等 
D. 从 开始 到 落地 的 过 程 中 ,它们 的 重力 作用 的 冲 量 相等 
12. 以 下 4 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( Na 
A. 忽略 机 械 能 与 其 他 能 量 之 间 的 转换 , 则 只 要 有 力 对 物体 做 功 ,物体 的 动能 就 会 增加 
B. 质点 系 的 动能 是 系统 各 质点 的 动能 的 算术 和 
C. 作 平 面 运 动 的 刚体 的 动能 可 由 其 质量 和 质心 速度 的 平方 的 乘积 的 二 分 之 一 来 
确定 
D. 质点 系 的 内 力 可 以 改变 质点 系 的 动能 
13. 图 示 质 量 为 m 的 小 球 , 由 一 与 铅 直线 成 0 角 的 绳索 , 挂 在 固定 点 O, 若 不 计 空 气 阻 
力 ,小 球 在 水 平面 内 作 匀 速 圆周 运动 。 以 下 4 种 说 法 ,正确 的 是 ( 。 
A. 在 运动 过 程 中 ,小 球 的 动量 是 守恒 的 
B. 在 运动 过 程 中 ,小 球 对 固定 点 O 的 动量 矩 是 守恒 的 
C. 在 运动 过 程 中 ,小 球 对 轴 < 的 动量 矩 是 守恒 的 
D. 在 运动 过 程 中 ,小 球 的 机 械 能 是 守恒 的 


选择 题 13 图 选择 题 14 图 


14. 图 示 小 球 质量 为 m, 沿 半径 为 7 的 光滑 半圆 弧 面 ,以 铅 直 向 下 的 初速 度 we, 从 点 A 
沿 圆 弧 面 ABC 运动 到 点 C。 以 下 的 几 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( 5 
A. 在 A、C 两 瞬时 小 球 的 动量 相等 
B. 在 A.C 两 瞬时 小 球 的 动量 不 相等 


C. 在 A、C 两 瞬时 小 球 的 动能 相等 

D. 在 A、C 两 瞬时 小 球 的 动能 不 相等 

E. 在 A、C 两 瞬时 小 球 对 圆心 O 的 动量 矩 相 等 

F. 在 A、C 两 瞬时 小 球 对 圆心 O 的 动量 矩 不 相等 
11-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命 题 ,并 将 结果 填 入 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 打 “X”) 
1. 一 个 质点 系 的 动能 一 定 大 于 其 中 任 一 质点 的 动能 ,或 者 任 一 子 系统 的 动能 。(  ) 
2. 一 个 作 平面 运动 的 刚体 , 某 一 时 刻 的 动能 等 于 其 在 该 时 刻 绕 速度 瞬 心 的 动能 。(  ) 
3. 弹性 力 和 摩擦 力 所 做 的 功 均 与 运动 路 径 无 关 , 只 与 起 止 位 置 有 关 。 ( ) 
4. 在 保守 系统 中 ,动能 与 势能 之 和 (机 械 能 ) 始 终 保持 不 变 。 CC 砍 
5. 质点 系 的 动能 的 微分 等 于 作用 在 质点 系 上 所 有 外 力 元 功 的 代数 和 。 ( ; 
6. 势力 场 中 一 个 质点 在 某 位 置 的 势能 就 是 将 质点 从 零 势能 位 置 移动 至 该 位 置 时 有 势 

力 所 做 的 功 。 多 站 

7. 质点 在 零 势 能 位 置 时 的 势能 为 零 就 是 说 有 势力 在 零 势 能 位 置 不 能 做 功 。( ) 
8. 自行 车 加 速 前 进 时 ,地 面 对 后 轮 的 摩擦 力 向 前 , 故 自行 车 动能 增加 的 原因 就 是 摩擦 


力 做 了 正 功 。 ( ) 
9. 能 使 物体 产生 加 速度 的 力 一 定做 功 。 ( ) 
10. 圆 盘 在 粗糙 地 面 上 作 纯 滚动 时 ,滚动 摩 阻 会 做 功 。 ( ) 
11. 作用 在 刚体 速度 瞬 心 上 的 力 不 做 功 。 ( ) 
12. 在 应 用 动能 定理 求解 物体 系统 的 动力 学 问题 时 , 常 取 整 个 系统 为 研究 对 象 的 原因 是 
大 多 内 力 不 做 功 或 者 内 力 做 功 之 和 为 零 。 ( ) 


11-3 下 述 几 个 关于 势力 场 (保守 场 ) 的 定义 是 否 一 致 ? 
A. 在 力 场 中 , 力 的 旋 度 rotF 二 0 
B. 场 力 的 功 与 路 径 无 关 , 仅 与 起 始 和 终点 的 位 置 有 关 
C. 存在 连续 函数 VCz,y,z), 使 F.= 寺 ,PP 一 下 ,FE 一 下 
分 别 为 场 力 在 x 、y 、z 轴 上 的 投影 
D. 存在 连续 函数 V 满足 rotgradV 一 0 
11-4 图 示 两 均 质 杆 AC= BC ,在 C 点 光滑 铵 结 ,处 
于 铅 直 平 面 内 ,A、B 两 端 置 于 光滑 水 平面 上 ,C 点 高 为 
/ ,如 图 所 示 。 该 系统 初始 静止 , 设 C 点 落 到 水 平面 时 的 
速度 大 小 为 w, 不 用 计算 , 试 判 断 下 述 各 说 法 的 正 误 。 
A. v 与 成 正比 
B. v 与 的 平方 成 正比 
C. vv 与 的 平方 根 成 正比 
11-5 图 示 平 面 机构 , 轮 工 固定 . 杆 OA 可 绕 轮 工 中 心 O 转动 ,并 带动 轮 I 在 轮 工 上 作 
纯 滚动 。 整 个 机 构 处 于 水 平面 内 . 轮 开 及 杆 OA 缘 为 均 质 , 杆 OA 上 作用 一 不 变 的 力 偶 , 其 
矩 为 M。 系 统 初 始 静 止 ,在 力 偶 M 作用 下 , 任 一 瞬时 杆 OA 的 角速度 为 (1)。 不 用 计算 ， 
试 判断 下 述 各 说 法 是 否 正确 。 
A. w 与 力 偶 和 矩 M 成 正比 
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思考 题 11-14 图 


B. w 与 力 偶 矩 M 的 平方 根 成 正比 
C. w 与 力 偶 矩 M 的 平方 成 正比 
11-6 图 示 均 质 杆 AB 长 为 !, 两 端 置 于 光滑 的 铅 直面 及 水 平面 上 。 将 杆 由 图 示 位 置 无 
初速 释放 , 设 释放 瞬时 杆 的 角 加 速度 为 。 不 用 求解 , 试 判断 下 述 各 说 法 是 否 正确 。 
A. 角 加 速度 a 与 杆 长 / 成 反比 
B. 角 加 速度 与 杆 长 ! 成 正比 
C. 角 加 速度 a 与 杆 长 / 无 关 
D. 角 加 速度 与 ! 有关. 但 不 成 比例 


ad 


思考 题 11-5 图 思考 题 11-6 图 


习题 


11-1 质点 在 常 力 F 二 3; 十 4j 十 5k 作用 下 运动 ,其 运动 方程 为 二 一 2 十 ! 十 于 EE 
EF 以 N 计 ,zywz 以 后 计 ,4 以 s 计 )。 试 求 在 /=0 至 /二 2s 时 间 内 力 玉 所 做 的 功 。 


11-2 一 弹簧 自然 长 度 1 二 100 mm, 刚 度 系数 &=0.5 N/mm ,一 端 固定 在 半径 R= 


100 mm 的 圆周 O 上 , 另 一 端 由 图 示 的 B 点 拉 至 A 点 。 求 弹簧 力 所 做 的 功 (AC | BC ,OA 
为 直径 )。 

11-3 ”用 跨 过 滑轮 的 绳子 牵引 质量 为 2 kg 的 滑 块 A 沿 倾角 为 30 "的 光滑 斜 槽 运动 。 设 
绳子 拉力 下 王 20 N。 试 计算 滑 块 由 位 置 A 至 位 置 B 时 ,重力 与 拉力 所 做 的 总 功 。 


习题 11-2 图 习题 11-3 图 


11-4 图 示 坦 克 履 带 的 质量 为 m1 ,两 轮 的 总 质量 为 m”* 。 车 轮 可 视 作 均 质 圆 盘 , 半 径 均 
为 ~, 两 轮轴 的 间距 为 4。 设 坦克 前 进 速度 为 w 。 计 算 此 系统 的 动能 。 

11-5 图 示 的 均 质 杆 及 液体 ,分 别 以 角速度 w 绕 铅 垂 轴 > 匀速 转动 , 求 它们 的 动能 。 

(1) 杆 长 4 ,质量 m, 杆 与 x 轴 的 夹 角 为 0; 

(2) 圆柱 形容 器 的 底面 半径 为 + ,液体 密度 为 op。 旋 转 时 ,液体 形成 一 稳定 的 旋转 抛物 
面 , 该 抛 面 的 有 关 和 参量、H 为 已 知 。 


习题 11-4 图 习题 11-5 图 


11-6 ”在 图 示 滑 轮 组 中 悬挂 两 个 物 块 ,其 中 A 的 质量 ms 二 30 kg,B 的 质量 ms = 
10 kg。 定 滑轮 O, 的 半径 7 二 0.1 m, 质 量 m 二 3 kg; 动 滑轮 0, 的 半径 +, 二 0.1 m, 质 量 
ms 二 4 kg。 设 两 滑轮 均 视 为 均 质 圆 盘 , 绳 重 和 摩擦 都 略 去 不 计 。 求 重 物 A 由 静止 下 降 距离 
有 二 0.5 m 时 的 速度 。 

11-7 ”链条 长 /, 重 W, 放 在 光滑 的 桌面 上 ,其 一 段 下 垂 , 下 垂 的 长 度 为 h ,如 图 所 示 。 开 
始 时 ,链条 初速 为 零 。 如 不 计 摩 擦 , 求 链条 离开 桌面 时 的 速度 。 

11-8 一 链条 静 置 于 固定 的 光滑 圆柱 上 ,圆柱 轴 为 水 平 ,链条 长 为 圆柱 周 长 的 一 半 , 如 
图 所 示 。 若 受 轻 微 扰动 后 运动 , 试 证 明 当 链条 滑 过 长 为 x0 的 一 段 时 ,其 速度 为 


v= /一 [0: 十 2(1 一 cosbg)] 
TT 


式 中 为 圆柱 半径 。 


习题 11-6 图 习题 11-7 图 


11-9 长 为 1 重 W 的 均 质 杆 AB, 放 在 以 O 为 中 心 .以 7 
为 半径 的 固定 光滑 半圆 槽 内 ,如 图 所 示 , 且 一 V2r。 设 初 瞬时 
9 一 9 ,并 由 静止 释放 。 求 AB 杆 的 角速度 与 p 角 的 关系 。 

11-10 图 示 半 径 为 ~ 的 圆柱 体 沿 水 平面 滚动 而 无 滑动 ， 
其 质心 位 于 C 点 。OC =e ,圆柱 体 对 通过 C 点 且 垂直 于 纸 面 


习题 11-9 图 


的 轴 的 回转 半径 为 p。 以 角度 p 的 函数 表示 圆柱 的 角速度 。 开 始 时 ,圆柱 静止 ,p 一 9p。。 
11-11 均 质 半圆 柱 体 由 图 示 位 置 静止 释放 ,在 水 平面 上 滚动 而 无 滑动 。 试 求 此 半圆 柱 
体 在 通过 平衡 位 置 ( 即 9 二 0) 时 的 角速度 。 


习题 11-10 图 习题 11-11 图 


11-12 在 图 示 曲 柄 连 杆 机 构 中 ,曲柄 与 连 杆 均 看 作 均 质 杆 ,质量 各 为 mi 、m; ,长 度 均 
为 r+。 初始 时 ,曲柄 OA 静止 地 处 于 水 平 向 右 的 位 置 ,OA 上 作用 一 不 变 的 转动 力矩 M。 求 
曲柄 转 过 一 周 时 的 角速度 。 

11-13 在 图 示 平 面 机 构 的 铵 结 点 A 处 ,作用 一 铅 垂 向 下 的 力 下 一 60 N, 它 使 位 于 铅 直 
面 内 两 杆 OA 、AB 张 开 , 而 圆柱 B 沿 水 平面 向 右 作 纯 深 动 。 此 两 均 质 杆 的 长 度 均 为 1 m, 质 
量 均 为 2 kg。 圆 柱 的 半径 为 250 mm, 质 量 为 4kg, 在 两 杆 的 中 点 D 、E 处 用 一 刚度 系数 二 
50 N/m 的 弹簧 连接 着 ,弹簧 的 自然 长 度 为 1 m, 若 系统 在 图 示 位 置 时 静止 ,此 时 0 二 60"。 试 
求 系统 运动 到 0 二 0°" 时 , 杆 AB 的 角速度 (O 点 与 圆柱 轴 心 B 位 于 同一 高 度 )。 


习题 11-12 图 习题 11-13 图 


11-14 ”质量 二 0.5 kg 的 物 块 B 沿 光滑 水 平滑 道 滑动 ,如 图 所 示 。 已 知 d 二 0.4m, 弹 
筑 AB 、BC 的 刚度 系数 分 别 为 ,二 500 N/m,ks 二 300 N/m, 其 自然 长 度 均 为 1。 二 0.35 m, 各 处 
摩擦 不 计 。 假 设 物 块 被 向 右 拉 至 ;二 0.3 m 的 B, 位 置 ,然后 静止 释放 。 求 当 ; 二 0 时 ,该 物 
块 的 速度 。 


为 国 必 :让 
习题 11-14 图 习题 11-14 解答 


11-15 在 图 示 系 统 中 , 物 块 M 和 滑轮 A、B 的 重量 均 为 友 , 滑 轮 可 视 为 均 质 圆 盘 ,弹簧 的 
刚度 系数 为 &, 不 计 轴 承 摩擦 ,绳子 与 轮 之 间 无 滑动 。 当 物 块 M 离开 地 面 的 距离 为 h 时 ,系统 
平衡 。 若 给 物 块 M 以 向 下 的 初速 度 w。 ,使 其 刚好 达到 地 面试 求 物 块 M 的 初速 度 w 的 大 小 。 


习题 11-15 图 


11-16 图 示 (a) .(b) 两 种 支承 情况 的 均 质 正方 形 板 , 边 长 为 4, 质量 为 ,初始 时 均 处 
于 静止 状态 。 受 干扰 后 均 按 顺 时 针 倒 下 ,不 计 摩擦 。 试 求 当 OA 边 处 于 水 平 位 置 时 ,两 板 的 
角速度 。 

11-17 如 图 所 示 , 均 质 圆 轮 的 质量 为 mi ;半径 为 r; 一 质量 为 ms 的 小 铁 块 固 结 在 离 加 
心 为 。 的 A 处 。A 位 于 轮 心 O 的 正 上 方 ,经 护 动 圆 轮 由 静止 开始 滚动 。 试 求 当 A 运动 至 
最 低位 置 时 加 轮 滨 动 的 角速度 。 


习题 11-16 图 习题 11-17 图 


11-18 图 示 系 统 自 静止 状态 释放 ,在 2 s 内 物 块 妃 沿 光 滑 斜 面向 上 移动 的 距离 为 ve 一 
1 m。 已 知 物 块 B 的 质量 ms 一 5 kg, 均 质 定 滑轮 正 的 质量 mg 二 1 kg, 半 径 一 0.2 m, 软 绳 、 动 
滑轮 C.D 及 杆 AD、CE 的 质量 均 忽 略 不 计 , 绳 与 滑轮 之 间 无 相对 滑动 。 试 求 物体 A 的 质量 。 


由 
习题 11-18 图 习题 11-18 解答 


11-19 图 示 两 根 匀 结 的 均 质 杆 在 OA 位 于 水 平 位 置 处 静止 释放 。 曲 柄 OA 的 质量 
2 倍 于 杆 AB ,忽略 全 部 摩擦 和 小 辊 轴 B 的 质量 。 当 OA 到 达 铅 直 位 置 时 , 求 B 端的 


11-20 在 图 示 系 统 中 , 塔 轮 B 的 质量 为 ms 一 4.5 kg, 对 其 中 心 轴 的 回转 半径 p= 
0.2 m, 物 块 A、C 的 质量 均 为 m 二 9 kg。 物 块 C 和 水 平面 之 间 的 摩擦 因数 /一 0. 3 , 塔 轮 的 
半径 r==0.15 m,R 二 0.3 m。 求 系统 由 静止 释放 2 s 后 , 物 块 A 的 速度 。 


习题 11-19 图 习题 11-19 解答 习题 11.20 图 
11-21 卷扬机 如 图 所 示 。 鼓 轮 在 常 值 转 矩 M 作用 下 ,将 均 质 圆柱 沿 斜面 上 拉 。 已 知 
鼓 轮 半 径 为 Ri, 重 W, ,质量 均匀 地 分 布 在 轮 缘 上 ; 圆柱 的 半径 为 R,, 重 W。,, 可 沿 倾角 为 0 
的 斜面 作 纯 滚动 。 系 统 从 静止 开始 运动 。 不 计 强 重 , 求 圆柱 中 心 C 经 过 路 程 ; 时 的 加 速度 。 
11-22 ” 均 质 杆 AB、BC 的 质量 分 别 为 4.5 kg 和 1.5 kg。 若 该 系统 从 图 示 位 置 静止 释 
放 , 求 BC 杆 通过 铅 直 位 置 时 的 角速度 。 


习题 11-21 医 习题 11-22 图 


11-23 ”两 均 质 细 杆 的 长 度 均 为 5 ,质量 均 为 m。 在 B 端 用 匀 链 连接 ,并 可 在 铅 直 平面 
内 运动 。 今 在 AB 杆 上 作用 一 不 变 力 偶 矩 M ,并 从 图 示 位 置 静止 释放 。 求 当 A 碰 到 支 座 O 
时 ,A 端 之 速度 。 


习题 11-23 图 习题 11-23 解答 


11-24 图 示 系 统 从 静止 开始 释放 ,此 时 弹簧 的 初始 伸 长 量 为 100 mm。 设 弹簧 的 刚度 
系数 k= 二 0.4 N/mm, 滑 轮 重 120 N, 对 中 心 轴 的 回转 半径 为 450 mm, 轮 半径 为 500 mm, 物 
块 重 200 N。 求 滑轮 下 降 25 mm 以 后 .滑轮 中 心 的 速度 和 加 速度 。 

11-25 ” 均 质 圆 盘 质量 为 m 、 半 径 为 + ,可 绕 通 过 边缘 O 点 且 垂直 于 盘面 的 水 平 轴 转 动 。 
设 圆 盘 从 最 高 位 置 无 初速 地 开始 绕 轴 O 转动 。 求 当 圆 盘 中 心 C 和 轴 O 的 连 线 经 过 水 平 位 
置 的 瞬时 ,轴承 O 的 总 约束 力 的 大 小 。 


习题 11-24 图 习题 11-25 图 


11-26 图 示 三 棱柱 体 ABC 的 质量 为 mi, 放 在 光滑 的 水 平面 上 ; 另 一 质量 为 m、 半 径 
为 r 的 均 质 圆柱 体 沿 AB 斜面 向 下 作 纯 滚动 。 如 斜面 倾角 为 0, 求 三 棱柱 体 的 加 速度 。 
[Oh 


习题 11-26 图 习题 11-26 解答 
11-27 图 示 机 构 中 , 均 质 圆 盘 A 和 鼓 轮 B 的 质量 分 别 为 m， 和 mm, :半径 均 为 尽 , 斜 面 
的 倾角 为 6。 圆 盘 沿 斜面 作 纯 滚动 ,不计 滚 动 摩 阻 ,并 略 去 软 绳 的 质量 。 如 在 鼓 轮 上 作用 一 
和 矩 为 M 的 不 变 的 力 偶 , 求 : (1) 鼓 轮 的 角 加 速度 ;(2) 轴 承 O 的 水 平 约束 力 。 


习题 11-27 图 


11-28 一 均 质 杆 AB 长 !, 其 下 端 抵 在 阶梯 地 面 保持 在 铅 直 位 置 ,如 图 中 的 虚线 所 示 。 


今 若 由 此 开始 释放 , 试 求 杆 的 A 端 开始 离开 阶梯 时 的 0 角 。 


Bo 
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11-29 ”将 长 为 / 的 均 质 细 杆 的 一 段 平 放 在 水 平 桌面 上 ,使 其 质量 中 心 C 与 桌 缘 的 距离 
为 a ,如 图 所 示 。 若 当 杆 与 水 平面 之 夹 角 达到 9。 时, 即 开始 相对 桌 缘 滑动 , 试 求 摩 擦 因数 /。 


这 
60 
C 了 
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习题 11-29 图 习题 11-29 解答 


11-30 ”图 示 均 质 圆柱 体 的 质量 为 m ,半径 为 r, 放 在 倾角 为 30 "的 斜面 上 。 圆 柱 体 与 斜 
i 间 的 动 滑 动 摩擦 因数 为 /。 求 : (1) 平 行 于 斜面 的 力 正 应 作用 在 何 处 ,此 圆柱 体 才 能 沿 斜 
向 上 滑 而 不 转动 ; (2) 在 此 条 件 下 ,和 斜面 对 圆柱 体 的 约束 力 多 大 ? 


性 


梧 


习题 11-30 图 习题 11-30 解答 


11-31 质量 为 m、 半 径 为 R 的 半圆 柱 体 在 图 示 位 置 静止 释放 。 为 使 半圆 柱 只 滚动 不 滑 
动 。 求 : (1) 半 圆柱 体 与 水 平面 间 的 摩擦 因数 的 最 小 值 ; (2) 半 圆柱 的 初始 角 加 速度 和 摩擦 力 。 


o 
n En 
习题 11-31 图 习题 11-31 解答 


11-32 质量 均 为 m、 长 度 均 为 / 的 两 均 质 村 相互 匀 结 ,初始 瞬时 OA 杆 处 于 铅 垂 位 置 ， 
两 杆 夹 角 为 45”, 如 图 所 示 。 试 求 由 静止 释放 的 瞬时 ,两 杆 的 角 加 速度 。 

11-33 ”质量 为 m 长 为 2: 的 均 质 细 杆 , 其 A 端 与 光滑 水 平面 接触 。 杆 初始 静止 , 且 与 
铅 垂 线 夹 角 为 8, 如 图 所 示 。 无 初速 释放 后 ,在 重力 作用 下 在 铅 直 平 面 内 自由 倒 下 。 试 求 当 
杆 运 动 到 与 铅 垂 线 夹 角 为 9 时, 杆 的 角速度 、 角 加 速度 及 受到 的 水 平面 的 约束 力 。 


习题 11-33 图 习题 11-33 解答 


11-34 图 示 均 质 塔 轮 的 质量 二 5 kg, 外 径 尺 二 600 mm 内径 > 一 300 mm, 对 其 中 心 
轴 的 回转 半径 op 二 400 mm。 今 在 塔 轮 的 内 缘 绕 一 软 绳 , 绳 的 另 一 端 通过 滑轮 B 悬挂 一 质量 
mA 二 80 kg 的 物体 A ,滑轮 B 和 软 强 的 质量 及 深 动 摩 阻 忽略 不 计 。 试 求 下 述 两 种 情况 下 ， 
绳子 的 张力 和 摩擦 力 。(1) 水 平面 足够 粗糙 ,轮子 沿 水 平面 只 滚 不 滑 ; (2) 水 平面 与 塔 轮 之 
间 的 静 、 动 滑动 摩擦 因数 分 别 为 f, 二 0.2,f/4 二 0. 18。 
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习题 11-34 图 习题 11-34 解答 


11-35 ”如 图 所 示 , 质 量 为 mi 、 半 径 为 R 的 圆 盘 匀 结 在 质量 为 m* 的 滑 块 上 , 且 mm 二 
ms 二 m。 滑 块 可 在 光滑 地 面 上 滑动 , 圆 盘 靠 在 光滑 墙壁 上 。 初 始 时 ,0。 二 0, 系 统 静止 。 滑 
块 受 到 微小 扰动 后 向 右 滑 动 。 试 求 圆 盘 脱离 墙壁 时 的 0 以 及 此 时 地 面 的 支承 力 。 


习题 11-35 图 习题 11-35 解答 


11-36 ” 重 为 W, 二 150 N 的 均 质 轮 与 重 为 W, 二 60 N .长 为 /==24 cm 的 均 质 杆 AB 在 B 
处 贸 结 。 在 图 示 位 置 (yg 二 30") 无 初速 释放 , 试 求 系统 通过 最 低位 置 时 轮 心 的 速度 及 在 初 瞬 
时 支 座 A 的 约束 力 。 


习题 11-36 图 习题 11-36 解答 


11-37 ”如 图 所 示 , 质 量 为 mi 的 直 杆 AB 可 以 自由 地 在 固定 铅 垂 套 管 中 移 动 , 杆 的 下 端 
置 于 质量 为 ms \ 倾 角 为 9 的 光滑 模块 C 上 ,而 模块 放 在 光滑 的 水 平面 上 。 由 于 杆 的 压力 , 攀 
块 水 平方 向 移动 ,因而 杆 AB 下 降 , 试 求 两 物体 运动 的 加 速度 。 


习题 11-37 图 


11-38 如 图 所 示 ,一 不 可 伸 长 的 绳子 跨 过 滑轮 D ,绳子 的 一 端 系 于 均 质 轮 A 的 圆心 C 
处 , 另 一 端 绕 在 均 质 圆柱 体 B 上 。 轮 A 重 为 W, ,半径 为 RR; 圆柱 B 重 为 Ws ,半径 为 r, 余 
面 倾角 为 0, 不 计 滑轮 D 和 绳子 的 质量 。 试 求 : (1) 为 使 轮 A 沿 斜 面向 下 滚动 而 不 滑动 , 轮 
A 与 斜面 之 间 的 摩擦 因数 应 为 何 值 ? (2)W, 、W 应 满足 什么 关系 , 轮 A 才 会 沿 和 斜面 深 下 ? 


D 
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习题 11-38 图 习题 11-38 解答 


12.1 质点 和 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 


达 朗 贝尔 (d'Alembert,1717 一 1783) 原 理 的 主要 思想 是 将 牛顿 定律 推广 用 于 受 约束 的 
质点 ,在 引入 惯性 力 的 基础 上 ,用 静 力 学 中 研究 力 系 平衡 问题 的 方法 来 研究 动力 学 中 不 平衡 
的 问题 , 故 运用 这 一 原理 求解 动力 学 问题 的 方法 又 被 称 为 动静 法 。 静 力学 的 方法 为 一 般 工 
程 技术 人 员 所 熟悉 ,比较 简单 ,容易 掌握 ,因此 ,动静 法 在 工程 技术 中 得 到 广泛 的 应 用 。 利 用 
动静 法 求 非 自 由 质点 系 的 约束 力 比较 方便 。 


12.1.1 惯性 力 ”质点 的 达 朗 贝尔 原理 

设 质 量 为 m 的 非 自由 质点 M 在 主动 力 F 和 约束 力 PN 的 作用 
下 , 沿 图 12.1. 1 所 示 的 曲线 运动 , 设 其 加 速度 为 a, 根据 牛顿 第 二 
定律 ,有 


ma =F+Fy 图 12.1.1 曲线 运动 
上 式 可 改写 成 另 一 种 形式 
F+Fx—ma=0 C12 1 1 
令 
五 ; 一 一 72Q 人 


并 称 Fi 为 质点 M 的 惯性 力 , 即 质点 的 惯性 力 的 大 小 等 于 质点 的 质量 与 其 加 速度 的 乘积 , 方 

向 与 加 速度 的 方向 相反 。 引 入 质点 的 惯性 力 后 , 式 (12. 1. 1) 可 写成 

下 十 FAN 十 Fi 一 0 类 藉 专 台 
式 (12.1.3) 形 式 上 是 汇 交 力 系 的 平衡 方程 ,但 惯性 力 不 是 实际 作用 于 质点 上 的 力 ,只 能 

当 作 一 个 虚 加 的 力 。 所 以 上 式 表明 : 在 质点 运动 的 任 一 瞬时 ,作用 于 质点 上 的 主动 力 .约束 


---------------------------------- 第 12 章 。 达 朗 贝尔 原理 


力 和 虚 加 的 惯性 力 在 形式 上 组 成 平衡 力 系 ,这 就 是 质点 的 达 朗 贝尔 原理 。 一 般 空间 力 系 情 
况 下 , 式 (12. 1.3) 表 示 的 为 汇 交 力 系 的 平衡 方程 , 故 有 3 个 独立 的 平衡 方程 , 即 
F, 十 Fu + Fr =0 
a +Fy, + Fy =0 (12.1.4) 
F. 十 Fue 十 Fu 一 0 
【说 明 】 这 里 引入 的 惯性 力 与 质点 在 惯性 坐标 系 中 的 绝对 加 速度 有 关 。 当 运用 达 朗 由 
尔 原理 研究 质点 本 身 的 动力 学 问题 时 ,质点 的 惯性 力 是 个 虚拟 力 , 是 为 了 将 作用 在 质点 上 的 
所 有 力 写 为 平衡 方程 的 形式 而 虚 加 在 质点 上 的 力 ( 虽 然 达 朗 贝 尔 本 人 并 不 是 这 样 考虑 的 )。 


12.1.2 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 


设 由 个 质点 组 成 的 质点 系 ,其 中 第 i 个 质点 的 质量 为 m; ,受到 的 主动 力 为 F; ,约束 
力 为 Fw; , 若 其 加 速度 为 a; , 则 惯性 力 为 Fi 二 一 mia; ,由 质点 的 达 朗 贝尔 原理 ,有 
F,+Fw+Fs=0, i=1,2,,n (C121. 5) 
上 式 表 明 : 在 质点 系 运 动 的 任 一 瞬时 ,每 个 质点 所 受 的 主动 力 .约束 力 和 虚 加 的 惯性 力 
在 形式 上 组 成 一 平衡 力 系 ,这 称 为 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 。 对 于 由 个 质点 组 成 的 空间 一 
般 质 点 系 ,共有 个 汇 交 于 不 同 点 的 平衡 力 系 ,把 它们 综合 在 一 起 就 构成 一 个 一 般 的 空间 
平衡 力 系 。 由 静 力 学 知 ,任意 力 系 的 平衡 条 件 是 力 系 的 主 和 撩 和 对 任意 点 的 主 矩 同时 等 于 
零 , 即 


|27 + DFw+ DFs=0 


[BMocF) + DMoC(Fw) + DMoCFs) =0 
因为 质点 系 的 内 力 总 是 大 小 相等 .方向 相反 地 成 对 出 现 , 质 点 系 内 力 系 的 主 和 撩 和 对 任 一 
点 的 主 矩 恒 等 于 零 , 因 此 在 用 式 (12. 1.6) 求 解 问题 时 ,完全 可 以 将 F;、Fw; 处 理 为 是 质点 系 
所 受到 的 外 主动 力 . 外 约束 力 ,而 不 必 考 虑 内 力 。 
对 于 空间 力 系 , 式 (12. 1. 6) 有 6 个 独立 的 平衡 方程 ,而 对 于 平面 力 系 , 式 (12. 1.6) 有 
3 个 独立 的 平衡 方程 , 即 
| + DFw + >) Fi =0 


2 Fs + 2 Fw + 2 Fs, =0 (12.1.7) 


DS MolB)+ SMo(Fw) + 2 MealFi)=0 

【说 明 】 @D 因 为 惯性 力 是 虚 加 的 ,并 不 是 真正 地 作用 于 质点 或 质点 系 上 ,因此 达 朗 贝尔 
原理 只 是 提供 一 种 求解 动力 学 问题 的 方法 , 即 通过 引入 惯性 力 ,把 动力 学 方程 写成 平衡 方程 
的 形式 ,实质 仍 是 动力 学 问题 。 回 式 (12.1.6) 表 明 对 于 作 任何 运动 的 质点 系 , 除 真实 作用 的 
主动 力 和 约束 力 外 ,只 要 在 每 个 质点 上 加 上 它 的 惯性 力 ,就 可 以 直接 应 用 静 力 学 中 的 平衡 理 
论 来 建立 质点 系 的 运动 与 作用 于 质点 系 的 力 之 间 的 关系 ,从 而 求解 动力 学 问题 ,这 就 是 通常 
所 说 的 动静 法 。 这 种 形式 上 的 变换 ,不 仅 带 来 分 析 问 题 和 列 写 方程 的 方便 ,而 且 可 以 视 为 是 
第 9 章 质 点 系 动量 定理 和 第 10 章 动量 矩 定理 的 另 一 种 表示 形式 。 


2 的 


【 例 12.1. 1】 如 图 12.1. 2(a) 所 示 ,长 为 2/ 的 无 重 杆 CD ,两 端 各 固 结 重 为 W 的 小 球 ， 
杆 的 中 点 与 铅 垂 轴 AB 固 结 , 夹 角 为 09。 轴 AB 以 匀 角 速度 w 转动 ,轴承 A、B 间 的 距离 为 


h。 求 轴承 A、B 的 约束 力 。 


图 12.1.2 例 12.1.1 图 


【 解 】 (1) 取 研 究 对 象 : 整体 系统 。 
(2) 分 析 外 力 : 系统 受 两 小 球 的 重力 和 轴承 A 、B 的 约束 力 ,如 图 12. 1. 2(b) 所 示 。 
(3) 分 析 运 动 , 虚 加 惯性 力 : 两 小 球 均 作 匀速 圆周 运动 ,其 加 速度 均 为 w" 一 lw?sin0 , 方 
向 如 图 示 。 它 们 的 惯性 力 大 小 均 为 
Fe 一 Fip 二 
8 
其 方向 与 各 自 的 加 速度 相反 。 
(4) 应 用 动静 法 求解 
DF =0: Fa — Fg, =0 
DF;, =0: Fa, —2W =0 


DI MAF ) =0: Fo 一 2 人 (orsingj eos =0 


2 
lw 


gh 


由 此 和 解 得 : Fa 二 Fp sin20, Fa, =2W.。 


12.2 惯性 力 系 的 简化 
> 


应 用 动静 法 解决 质点 系 动力 学 的 问题 时 ,需要 在 每 个 质点 上 附加 相应 的 惯性 力 , 直 接 用 
这 些 惯 性 力 组 成 的 惯性 力 系 去 进行 求解 ,这 对 于 质点 较 多 的 质点 系 ,特别 是 对 于 刚体 ,往往 
是 非常 复杂 和 困难 的 。 而 且 在 利用 平衡 方程 时 ,所 需要 的 只 是 这 些 惯 性 力 的 总 效应 ,( 主 矢 
量 和 主 矩 )。 因 此 ,为 便于 应 用 动静 法 解决 刚体 动力 学 问题 ,常常 需要 将 刚体 内 各 质点 上 附 
加 的 惯性 力 组 成 的 惯性 力 系 进行 简化 。 由 于 刚体 可 作 不 同 的 运动 ,例如 刚体 的 平 动 、 定 轴 转 
动 和 平面 运动 等 , 作 不 同 运动 的 刚体 内 惯性 力 系 的 分 布 情况 及 简化 结果 也 不 相同 。 下 面 按 
照 力 系 简化 的 理论 和 方法 分 别 对 上 述 3 种 运动 情形 的 刚体 的 惯性 力 系 进行 简化 。 
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12.2.1 平 动 刚体 惯性 力 系 的 简化 


如 图 12. 2. 1 所 示 一 作 平 动 的 刚体 。 某 瞬时 ,其 质心 的 加 速度 为 
ac。 根 据 平 动 刚体 的 特点 ,同一 瞬时 ,刚体 内 各 点 的 加 速度 相同 ,都 
等 于 刚体 质心 的 加 速度 , 即 : a; 二 ac。 因 此 ,刚体 内 各 质点 的 惯性 力 
组 成 一 个 同 向 的 空间 平行 力 系 。 由 此 得 惯性 力 系 的 主 矢 为 
Fr py De mia; ) mac 
式 中 , m 二 2》)mi 为 整个 刚体 的 质量 。 惯 性 力 系 对 质心 C 的 主 矩 为 
Mr = DS Me(Fs) = DE F;= Drix (~—miac)= —(Dymr!) Xac= —mreXac=0 
其 中 ,rc 为 质心 相对 于 质心 的 矢 径 ,显然 为 0。 这 也 与 平行 力 系 的 简化 结论 一 致 。 
所 以 平 动 刚体 的 惯性 力 系 简化 为 一 通过 质心 C 的 合力 ,此 合力 Fir 的 大 小 等 于 刚体 的 
质量 与 其 质心 的 加 速度 大 小 的 乘积 ,合力 的 方向 则 与 质心 加 速度 的 方向 相反 , 即 
Fe =—mac C12.2. 13 
【说 明 】 这 类 情况 可 以 和 重力 对 照 理 解 。 


图 12.2.1 平 动 刚体 


12.2.2 绕 定 轴 转 动 刚体 的 惯性 力 系 的 简化 


这 里 只 讨论 刚体 具有 质量 对 称 面 , 且 转 动 轴 垂 直 于 该 对 称 面 的 均 质 绕 定 轴 转 动 的 刚体 
的 惯性 力 系 的 简化 。 

对 于 绕 定 轴 运 动 的 刚体 ,可 先 将 刚体 内 各 点 的 惯性 力 简化 为 刚体 上 在 其 垂直 于 转轴 的 
对 称 平面 内 的 一 个 平面 力 系 ,再 向 该 平面 与 转轴 的 交点 ( 称 为 轴 心 )O 简化 ,得 到 力 系 的 主 
矢量 和 主 矩 。 

图 12. 2. 2 所 示 为 一 绕 Oz 轴 转 动 的 刚体 的 质量 对 称 平 
面 。 刚 体 作 变速 转动 ,在 某 瞬 时 ,刚体 的 角速度 为 w, 角 加 速 
度 为 ,刚体 上 任 一 质点 M; 的 质量 为 m; ,到 转轴 的 距离 为 
ri。 刚 体内 各 质点 均 有 切 向 加 速度 a; 和 法 向 加 速度 ay , 质 
点 M; 的 加 速度 aq; 二 a; 十 a? ,质点 M; 的 惯性 力 可 分 解 为 切 
向 惯性 力 Fi 和 法 向 惯性 力 Fi 两 部 分 。 则 质点 M; 的 惯 
性 力 


Fs mia; miai—mia? =Fs+ Fs 
将 各 个 质点 的 惯性 力 组 成 的 惯性 力 系 向 质量 对 称 平面 
与 转轴 的 交点 O( 称 为 轴 心 ) 简 化 ,得 到 此 惯性 力 系 的 主 矢 为 
Fm Dy BB mia;) mac m(at tat)=Fi 二 Fi 
式 中 : Fi 二 一 mac ,Fik 二 一 mae。 
显然 ,各 点 的 法 向 惯性 力 均 通过 轴 心 0 ,它们 对 轴 心 O 之 矩 均 为 零 , 故 得 惯性 力 系 对 轴 
心 O 的 主 矩 为 


图 12.2.2 绕 定 轴 转 动 的 刚体 


Mo = DMo(F)= >)Mo(Ei) 一 一 2)moarDXa 一 一 Jox 
因此 , 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 惯性 力 系 向 轴 心 O 简化 得 到 一 主 和 撩 和 一 主 矩 ,其 主 矢 等 于 刚 
体 的 质量 乘 以 质心 的 加 速度 并 冠 以 负 号 ,而 主 和 矩 则 等 于 刚体 对 转轴 的 转动 惯量 乘 以 刚体 的 
角 加 速度 并 冠 以 负 号 。 即 


EN EE (12.2.2) 
或 
Firn=—mat, 了 有 一 一 42， Mo 一 一 Jou Ci 
式 中 负 号 表示 惯性 力 系 的 主 矢 与 质心 加 速度 的 方向 相反 , 主 矩 与 刚体 的 角 加 速度 的 转向 相反 。 
下 面 讨论 几 种 特殊 情况 : 
(1) 当 轴 O 通过 刚体 质心 C 时 , 则 由 ac 二 0, 知 Fik 二 0, 于 是 ,惯性 力 系 向 轴 心 O 简化 
的 结果 为 一 合力 偶 , 合 力 偶 矩 为 : Mic 二 一 J ca。 
(2) 当 刚 体 作 色 角 速度 转动 时 , 则 由 a= 二 0, 知 Mio 王 0, 而 ac 一 at, 则 Fir = 二 Fi 二 
一 ma 。 即 此 时 惯性 力 系 向 O 点 简化 结果 为 一 合力 Fm , 且 Fe 一 一 at。 
(3) 当 轴 O 通过 刚体 质心 C, 且 刚体 作 匀 角速度 转动 时 , 则 由 a 二 0,ac 二 0 知 Mio 二 0， 
Fr 二 0, 即 此 时 惯性 力 系 向 O 点 简化 的 主 矢 和 主 矩 均 为 零 。 


12.2.3 平面 运动 刚体 的 惯性 力 系 的 简化 


这 里 也 只 讨论 具有 质量 对 称 平面 的 刚体 ,并 且 刚体 运动 时 此 对 
称 平面 恒 保 持 在 其 自身 所 在 的 平面 上 运动 的 情形 。 此 时 ,刚体 上 各 
点 的 惯性 力 所 组 成 的 惯性 力 系 可 简化 为 在 此 对 称 平面 内 的 平面 力 
系 。 再 将 此 平面 力 系 作 进一步 简化 ,如 图 12. 2. 3 所 示 ， 


选取 质心 C 为 基点 ,可 将 刚体 的 平面 运动 分 解 为 跟随 质心 平 动 
和 绕 质 心 轴 ( 即 通过 质心 且 垂直 于 该 对 称 平面 的 轴 ) 的 转动 两 部 分 。 图 12.2.3 进一步 简化 
由 前 面 关 于 平 动 刚体 惯性 力 系 的 简化 和 绕 定 轴 转 动 刚体 的 惯性 力 平面 力 系 


系 的 简化 的 讨论 可 知 ,刚体 作 平面 运动 时 ,可 将 其 随 质 心 的 平 动 部 分 的 惯性 力 简 化 为 通过 质 
心 的 一 个 力 Fe , 且 Fn 二 一 mac; 而 绕 着 质心 轴 转 动 部 分 的 惯性 力 系 简化 为 一 个 其 矩 为 
Mic 的 力 偶 , 且 Mic 二 一 J ca ,此 力 偶 的 作用 面 即 为 刚体 的 质量 对 称 平面 。 故 知 平面 运动 刚 
体 的 惯性 力 系 向 质心 C 简化 的 结果 为 一 个 力 Fe 和 一 个 矩 为 Mic 的 力 偶 , 且 
Fr=—mac, Mic 一 一 Jeca 让 过 和 
【 例 12.2.1】 如 图 12. 2.4 所 示 , 小 平 车 运送 一 质量 为 m、 高 度 为 h、 宽 为 d 的 混凝土 
构件 ,车 构件 与 小 车 之 间 的 静摩擦 因数 为 /,.。 试 求 : 当 小 平 车 沿 平 直道 路 前 进 ,放置 于 小 
平 车 上 的 混凝土 构件 不 致 向 后 滑动 时 ,小平 车 直线 运动 前 进 的 最 大 加 速度 ,及 混凝土 构件 不 
致 绕 通过 A 点 而 垂直 于 图 纸 面 的 AA 棱 倾 倒 时 ,小平 车 直线 前 进 的 最 大 加 速度 。 
【 解 】 以 混凝土 构件 作为 研究 对 象 。 混 凝 土 构件 所 受 的 力 有 : 构件 的 重力 mg ,小 平 车 
对 构件 的 约束 力 Fs ,构件 与 小 平 车 台面 的 摩擦 力 下 .。 当 小 平 车 前 进 时 ,构件 相对 于 小 平 车 
有 向 后 滑动 的 趋势 ,因此 构件 所 受 摩擦 力 下. 应 向 前 ; 小 平 车 的 加 速度 为 a ,构件 无 相对 于 
小 平 车 的 运动 , 则 构件 作 平 动 ,附加 于 构件 的 惯性 力 的 合力 Fir 通过 构件 的 质心 C, 且 : 


图 12.2.4 例 12.2.1 图 


Fn 二 一 ma 。 假 设 小 平 车 对 构件 的 约束 力 Fs ,距离 AA 棱 边 为 x, 则 有 混凝土 构件 相对 于 
小 平 车 保持 静止 的 条 件 为 
0 委 工 去 (a) 
又 根据 达 朗 贝尔 原理 ,作用 在 构件 上 的 主动 力 、 约 束 力 与 惯性 力 组 成 平衡 力 系 , 故 可 以 
建立 力 系 的 平衡 方程 。 由 
>)F =0: F,— Fir=0 


ED (b) 
Di =08 Fn—mg=0 
Fy=mg (c) 
hh 3 d 
DMa CF,) 0: ma 2 二 下 Nz 一 728 2 0 
= 
< 一 大 (5 7) Say 
当 小 平 车 沿 平 直 道路 前 进 , 放 置 于 小 平 车 上 的 混凝土 构件 不 致 向 后 滑动 时 ,有 
B, EBPs (e) 
由 式 (b)、(c)、(e), 可 解 得 a 三 f,g。 因 此 ,构件 不 致 向 后 滑动 时 小 平 车 的 最 大 加 速度 为 
dm = fs (f) 
由 式 (d) ,并 考虑 到 式 (a) ,可 得 
d 
Gzmx 一 万 可 (g) 


比较 aias 与 ass 的 值 可 知 ,车 .二 全 , 则 小 平 车 的 加 速度 增加 到 fg 时 ,构件 将 相 


对 于 车 滑动 : 若 /> 人 , 则 当 加 速度 增 大 到 和 8 时 ,构件 将 发 生 向 后 倾倒 。 
【思考 】 GD 计算 中 ,没有 考虑 到 <<<d 的 情况 ,为 什么 ? 回 小 车 制 动 时 ,为 了 保持 混 玫 


土 构件 与 小 平 车 不 发 生 相 对 运动 ,小 平 车 制 动 时 的 最 大 加 速度 是 多 少 ? 
12.3 达 朗 贝尔 原理 的 应 用 


达 朗 贝尔 原理 为 解决 动力 学 问题 给 出 了 一 个 非常 通用 而 有 效 的 方法 。 利 用 上 节 给 出 的 
惯性 力 系 简化 的 结论 ,对 于 作 常 见 运动 形式 的 物体 ,直接 施加 惯性 力 和 惯性 主 矩 ,利用 达 朗 


贝尔 原理 即 可 求解 动力 学 问题 ,这 一 方法 为 很 多 工程 技术 人 员 解 决 动力 学 问题 所 采用 。 

【 例 12.3. 1】 一 匀 质 杆 AB 重 W, 以 两 根 等 长 且 平 行 的 绳 吊 起 如 图 12. 3. 1(a) 所 示 。 
设 杆 AB 在 图 示 位 置 无 初速 地 释放 , 求 两 绳 的 拉力 在 释放 瞬时 和 AB 运动 到 最 低位 置 时 各 
等 于 多 少 ? 

【 解 】 本 题 需要 求解 AB 杆 位 于 两 个 不 同位 置 处 的 约束 反 力 ,因此 ,可 以 先 在 一 般 位 置 
处 求 出 其 约束 反 力 ,然后 再 代入 特殊 位 置 的 值 即 可 。 

以 AB 杆 为 研究 对 象 。 设 OA 与 铅 垂 线 成 角 , 此 时 受 主动 力 W, 约 束 反 力 Fj 、F,;, 如 
图 12. 3.1(b) 所 示 。 


图 12.3;1 例 了 2.3.1 图 


因为 AB 作 平 动 ,ac 二 as 二 a 十 a , 故 惯性 力 为 
i 了 双 x W, , 


Fir aA La ， IR CA {lw 
8 8 EE 
方向 如 图 12. 3. 1(b) 所 示 。 
建立 图 12. 3.1(b) 所 示 坐 标 系 ,由 达 朗 贝尔 原理 可 建立 力 系 的 平衡 方程 为 
DF, =0: Wsing — Fik =0 


DNF, =0: — FR —Weosp+Fi+F,=0 


a) 0: 一 Fiacosp 十 Faacosp 一 0 
解 上 述 方程 组 成 的 方程 组 ,可 得 


1 
FI=F; =Z Weosp +Fir), Fir=Wsing 


WwW Wd 有 4 
考虑 到 Fn 一 la 一 1 可 " 故 代入 Fi 的 表达 式 得 
do 8 . dw dp 8 . 
出 六 dp dt Zn 


考虑 到 w 和 的 转向 ,由 运动 学 知 ,w 一 一 只 ,于 是 有 


[oa =—[ Fsingdy, w’ = (cosg — cospo) 
0 po 


因此 ,惯性 力 ， Fa 


lw 二 2W (cosg 一 cosgo)。 于 是 可 得 


Bi = = (3cosp 一 2cospo) 
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WwW 
当 g 二 go 时 , 即 初 瞬时 有 : Fi=F,— gcospo. 


当 p=0 时, 即 AB 于 最 低位 置 时 有 : F, 一 FP, 一 
【 例 12.3.2】 均 质 圆 盘 重 妈 , 在 铝 垂 面 内 绕 水 平 轴 A 转动 如 图 12. 3. 2 所 示 。 开 始 运 
动 时 ,直径 AB 在 水 平 位 置 ,初速 为 零 。 求 此 时 盘 心 O 的 加 速度 及 A 点 的 约束 反 力 。 


(3 一 2cospo) 。 


图 12.3.2 例 12.3.2 图 
【 解 】 以 圆 盘 为 研究 对 象 , 作 定 轴 转 动 。 转 轴 垂 直 于 质量 对 称 面 , 故 其 惯性 力 系 可 简化 为 
作用 于 A 点 的 惯性 力 Fe 和 一 惯性 主 矩 Ma 。 由 于 圆 盘 初速 为 零 ,故此 时 Fw 一 ao, 于 是 有 


WwW 3W 
Fir ra, Mu 一 Jaa ria 
8 


2g 
根据 达 朗 贝尔 原理 , 圆 盘 上 作用 的 主动 力 W、 约 束 反 力 Fa Fa, 与 惯性 主 矢 Fr、 惯性 
主 矩 Mu 构成 平衡 力 系 。 以 A 为 矩 心 , 有 
Mu — Wr =0 


于 是 解 得 , 一 经 。 故 开始 时 盘 心 的 加 速度 为 co 一 om 一 至。 
为 求 A 处 反 力 , 列 出 力 系 的 平衡 方程 
区 六 0 


于 是 得 ; Fi =0,Fn =3W. 

【 例 12.3.3】 均 质 圆柱 体重 W ,被 水 平 绳 拉 着 在 水 平面 上 作 纯 滚动 。 绳 子 跨 过 定 滑 
轮 B 而 系 一 重 W, 的 物体 A ,如 图 12. 3.3(a) 所 示 。 不 计 强 及 定 滑轮 重 , 求 深 子 中 心 的 加 速 
度 及 绳 的 张力 。 


Fl F. 
Fr Fi 
F. 有 加 
D 有 
Fy 
(a) (b) (ce) 


图 12.3.3 例 12.3.3 图 


0， 理 论 力 


由 


820, 


【 解 】 先 以 圆柱 体 为 研究 对 象 , 受 力 分 析 如 图 12. 3. 3(b) 所 示 , 圆 柱 体 作 平面 运动 , 惯 
性 力 系 简化 为 作用 于 质心 的 力 及 一 力 偶 
Fr We Ms =2 0 
区 2 8 28 
作用 于 圆柱 体 上 的 下 .FAN 、F Wi Fe 、Mic 构成 平衡 力 系 。 由 力 系 的 平衡 方程 


DMDo Fi) =0: Me 十 Far 一 Fl。2r 一 0， 


Wi We 可 
rac + 7rac 一 下 |。2r 王 0 (a) 
2g 8 
其 次 ,以 物体 A 为 研究 对 象 , 受 力 分 析 如 图 12. 3.3(c) 所 示 ,F,、F 、W, 三 力 构 成 平衡 


力 系 , 有 
DF,, =0: Fs, + Fu —W,=0 
si i 
其 由 ,Ps 一 PPw aas 故 上 式 可 写 为 
W 
Fi 二 +—an —W,=0 (b) 


为 了 求解 ac 和 下 ,还 需要 建立 一 个 补充 方程 。 如 图 12. 3. 3(b) 所 示 , 对 于 圆柱 体 上 的 
巨 点 , 若 以 C 点 为 基点 , 则 其 加 速度 可 表示 为 


az 一 ac 十 atc 十 at (c) 
考虑 到 as 的 水 平分 量 即 为 绳子 的 加 速度 (或 为 物体 A 的 加 速度 ) ,将 式 (c) 两 边 在 水 平方 向 
投影 可 得 
ag: 一 4 一 ac 十 ra 一 2ac (d) 
联 立 式 (a) 、(b) 和 (d) ,可 解 得 
4W,g 
ac =3W, + 8W, 
将 ac 代入 式 (a) 或 式 (b) ,可 得 绳 的 张力 为 
、 3WiW: 
D3 + ew 


【 例 12.3.4】 两 均 质 细 杆 AB 和 BD 长 度 均 为 1 ,质量 均 为 m, 用 光滑 圆柱 匀 链 B 相连 
接 , 并 自由 地 挂 在 铅 垂 位 置 。A 为 光滑 的 固定 铵 支 座 , 今 以 已 知 水 平 力 下 加 于 AB 杆 的 中 
点 , 求 此 时 杆 AB 与 BD 的 角 加 速度 was 与 wap 及 A 处 的 约束 反 力 。 

【 解 】 以 整体 为 研究 对 象 ,系统 所 受 真实 外 力 有 杆 AB、BD 的 重力 (其 值 均 为 mg ) 水 
平 力 F 及 A 处 约束 反 力 Fa 、Fa,。 

以 A 为 原点 ,建立 坐标 系 Axy , 设 as aap 转向 如 图 12. 3.4(b) 所 示 , 杆 AB 作 定 轴 转 


动 。 由 于 初始 瞬时 静止 , 故 对 于 此 瞬时 杆 AB 质心 的 加 速度 为 w 一 二 Laun ,方向 水 平 向 有 。 
杆 BD 作 平面 运动 。 由 于 初始 瞬时 静止 , 故 该 瞬时 两 杆 的 角速度 均 为 零 ,从 而 杆 BD 质心 的 
加 速度 应 为 ws 一 /ass 十 二 Laio ,方向 为 水 平 向 有 。 


杆 AB 的 惯性 力 系 向 A 点 简化 为 Fi 一 mi 一 于 mlasa Mu =J Aaa = meenns 杆 
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(a) (b) 


图 12.3.4 例 12.3.4 图 


1 再 
BD 惯性 力 系 向 质心 C 简化 为 Fi 二 mas 二 mlaag 十 二 mlagp ,My 二 J cagp 二 一 ml’?app。 


2 12 
根据 达 朗 贝尔 原理 ,对 图 示 坐 标 系 有 平衡 方程 
Fs =0: F+F —Fn— Fy,=0 
DF,, =0: Fa, — 2mg =0 
l 3l 
Fam =08 BR FFe"*F—M— Mz=0 
代入 各 惯性 力 的 表达 式 得 
9 有 

| Ri 2 mlaasp 2 mlapp 一 0 

< 下 Ay — 2mg 一 0 (a) 

F. s msang Bml amp 0 


再 以 杆 BD 为 研究 对 象 ,所 受 的 重力 为 mg ,B 点 处 的 约束 反 力 为 Fa 、Fs, ,如 图 12. 3. 4(c) 
所 示 。 


1 
2 
mlagp ,Mb 一 二 7112 asp。 


惯性 力 系 向 质心 C 简化 为 Fe 一 mlaas 十 本 证 


根据 达 朗 贝尔 定理 ,作用 在 杆 BD 上 的 主动 力 ,约束 反 力 和 惯性 力 组 成 平衡 力 系 。 可 建 
立 力 系 的 平衡 方程 


> My th =0; Fu $+ Ms=0 
代入 Fis .Mn 的 表达 式 得 
aas 十 Faso =0 (b) 
联 立 式 (a) ` 式 (b) 解 得 
i 
【思考 】 如 果 外 力 FF 作用 在 DD 点 ,如 何 求解 ? 


Faz 一 


【 例 12.3.5】 长 为 2/ 王 1.2 m、 质 量 为 m 二 25 kg 的 均 质 杆 AB ,两 端 各 沿 固定 光滑 槽 
滑动 (图 12. 3. 5(a))。 设 在 图 示 位 置 将 它 无 初速 释放 , 试 求 释放 瞬时 杆 的 角 加 速度 和 A、B 
处 的 约束 力 。 滑 块 的 质量 不 计 。 


图 12.3.5 例 12.3.5 图 


【 解 】 杆 作 平面 运动 , 画 其 受 力图 ,如 图 12. 3. 5(b) 所 示 。 外 力 有 重力 mg 和 AB 处 的 
约束 力 Fva 、Fns 。 在 质心 C 虚 加 惯性 主 失 和 惯性 主 矩 。 设 在 初 瞬 时 ,点 A 的 加 速度 为 aaA ， 
杆 的 角 加 速度 为 c ,其 方向 和 转向 分 别 设 如 图 12. 3. 5(b) 所 示 , 又 知 此 时 杆 的 角速度 w 王 0。 
对 杆 AB 进行 运动 分 析 , 以 A 为 基点 ,有 

ac 一 44 十 aca 十 QtA 


式 中 ,at 一 teata 二 0, 故 在 质心 C 虚 加 的 惯性 力 大 小 为 


Fu=maa, Fy=mla (a) 

对 质心 C 的 惯性 主 矩 为 
Mr 一 Jeca 二 m2) Sma (b) 
图 12.3.5 中 有 4 个 未 知 量 Fv 、Fns、aa a, 但 仅 有 3 个 力 系 的 平衡 方程 , 故 还 应 考虑 


运动 学 的 关系 式 。 
在 图 示 位 置 , 杆 的 端点 A、B 的 加 速度 及 杆 的 角 
加 速度 如 图 12. 3.6 所 示 。 以 A 为 基点 ,有 
aa 一 44 十 QBA 十 aBA (c) 
式 中 ,aba 二 2la,aB 二 0,aba 与 杆 垂 直 。 将 式 (c) 沿 
垂直 于 as 的 & 轴 方 向 投影 可 得 0 一 aacos45 "一 
2lacos15", 由 此 解 得 


二 cos15” 


页， 二 nosso 一 (1 十 V3 )La (d) 图 12.3.6 例 12.3.5 的 解 图 
由 图 12. 3. 5(b) 写 出 力 系 的 平衡 方程 >)F; = 
0, 可 得 
Fussin45° — Fn + Fwsin30° =0 (Ce) 
又 由 >),MA(EF,) 一 0, 有 
mglcos30" — Fwscosl5° X 2 十 Fulsin30" 一 Fe 一 Mre=0 (f) 


将 式 (a)、(b)、(d) 代 入 以 上 两 式 . 得 方程 组 
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Py m(l+V3)la milasin30° =0 


i ” i 1 
Jimgleos30 一 Fwvscosl5"X2! 十 加 (1 十 V3)l2zasin30 一 me 一 可 la 一 0 


此 解 得 


3V3 8 3V3 9. 8 m/s’ 
2(3V3 十 13) ! 2(3V3 十 13) 0.6m 

3 CH2V3) 3V6 (1 十 2V3) 

4(3V3 十 13) 4(3V3 十 13) 
a 为 正 值 ,说 明 图 设 转向 是 正确 的 。 又 由 * 平 衔 ?方程 


2. 33 rad/s’ 


下 Ne 区 2 区 多 Hime: = 110. SN 


3 F,, 一 05 FA —mg 十 Ficos30 十 Fnacos45 一 0 (g) 
可 求 得 
3 _& 。 3V6 (1+2V3) i 
Fnua=mg—ml cos30 mgcos45 
2(3V3 十 13) / 4(3V3 十 13) 
9v3 十 25 9w3 十 25 2 
Y3 +25 mg V3 2 X 25 kg X 9.8 m/s’ 
4(3V3 十 13) 4(3V3 十 13) 


一 136.6 N 

【 例 12.3.6】 图 示 12. 3.7(a) 的 机 构 中 , 杆 件 OA 的 质量 m= 二 40 kg, 质 
心 C 与 点 O 的 距离 /二 1 m, 对 质心 C 的 回转 半径 pc 二 0.5 m。 小 车 连同 货 
物 的 质量 m, 二 200 kg, 其 他 构件 的 质量 不 计 。 滑 杆 BD 的 高 度 h 二 1.5 m。 
杆 OA 上 作用 一 力 偶 ,其 力 偶 矩 Mi 二 1046 N，m, 当 0 二 60°" 时 ,系统 静止 。 
设 系统 各 接触 处 均 光 滑 , 试 求 0 一 90" 时 小 车 的 加 速度 。 例 12. 3.6 的 解答 


图 12.3.7 例 12.3.6 图 


【 例 12. 3.7】 均 质 圆 盘 O 的 半径 > 一 0. 45 m 质量 mi 一 20 kg, 均 质 杆 长 /一 1. 2 m、 质 量 


mz 二 10 kg, 其 连接 和 约束 如 图 12. 3. 8(a) 所 示 。 若 在 圆 盘 上 作用 一 力 偶 矩 M 二 20 N。m, 试 求 
在 运动 开始 (wo 一 0、was 二 0) 时 : (1) 圆 盘 和 杆 的 角 加 速度 ; (2) 轴 承 A 的 约束 力 。 


(a) Cb) (ec) 口 in er 
图 12.3.8 例 12.3.7 图 例 12. 3.7 的 解答 


12.4 一 般 定 轴 转 动 刚 体 的 轴承 动 反 力 


12.4.1 动 反 力 产生 的 原因 
在 例 12. 1. 1 中 已 经 看 到 ,轴承 水 平方 向 的 反 力 与 转动 角速度 的 平方 成 正比 , 当 高 速 转 


动 时 ,作用 于 轴承 的 反 力 会 很 大 。 常 称 这 类 与 转动 有 关 的 反 力 为 动 反 力 。 动 反 力 往往 很 大 ， 
以 致使 机 器 零件 破坏 或 引起 振动 。 


动 反 力 产生 的 原因 可 以 从 两 种 情况 看 到 ,一 种 是 当 质心 C 不 在 转轴 上 时 ,可 能 产生 动 


反 力 。 例 如 如 图 12. 4. 1 所 示 ,两 质量 相等 的 小 球 mx， 和 ms, 由 不 计 质 量 的 连 杆 连接 在 轴 
AB 的 中 点 D 上 (AD= BD) , 绕 铅 垂 轴 匀 角 速 转动 .如果 连 接 两 球 的 连 杆 的 中 心 连 线 与 转 
轴 相 垂直 , 且 两 小 球 组 成 的 系统 的 质心 C 在 转轴 轴线 上 , 则 了 一 一 Fa, 作用 在 同一 条 直线 


上 ,轴承 动 反 力 : Fv 二 Fng 二 0。 人 惯性 力 系 自 相 平 衡 了 ,轴承 处 没有 受到 径 向 压力 ,不 产生 


轴承 动 反 力 。 


Fi 


8 入 
图 12.4.1 连 杆 与 转轴 垂直 时 ,轴承 处 的 动 反 力 


若 两 球 的 质量 不 相等 ,不 妨 假设 ma: >maz :如 图 12.4.1 所 示 , 则 两 小 球 组 成 的 质点 系 的 


质心 C 就 不 在 转轴 上 。 如 果 两 小 球 到 转轴 的 距离 均 为 ~, 则 当 系统 匀 角 速 转动 时 ,两 小 球 的 
惯性 力 分 别 为 
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Fnu=mirw’:s Fy—merw’ 
显然 ,由 于 有 zz: 二 ms :将 由 于 惯性 力 的 作用 而 产 
生动 反 力 。 可 以 根据 动静 法 求 得 轴承 的 动 反 力 。 如 
果 两 小 球 的 质量 均 为 m ,而 两 小 球 到 转轴 的 距离 不 相 
等 ,分 别 为 r， 和 7,, 则 两 小 球 的 惯性 力 分 别 为 
Fi = ss Fy =ryw 


同样 由 于 惯性 力 的 作用 而 产生 轴承 动 反 力 。 


另 一 种 情况 是 如 果 两 球 的 质心 在 转轴 线 上 ,但 连 。 页 12 4 2。 连 夺 与 转 铀 不 耿直 
接 两 球 的 连 杆 的 中 心 线 与 转轴 不 垂直 ,如 图 12. 4. 2 时 轴承 处 的 动 反 力 


所 示 。 此 时 两 质点 上 的 惯性 力 Fn 、Fs 组 成 一 对 力 
偶 , 故 轴承 动 反 力 不 等 于 零 , 也 将 组 成 一 对 力 偶 。 


12.4.2 ”一般 刚体 绕 定 轴 转 动 的 动 反 力 


一 般 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 ,如 果 质 心 不 通 过 转轴 ,而 是 与 转轴 有 一 个 偏心 距 rc ,就 将 产生 
轴承 动 反 力 。 设 一 质量 为 m 的 刚体 在 主动 力 F; (i 二 1,2,…,n) 作 用 下 绕 AB 轴 转 动 ,如 
图 12.4. 3(a) 所 示 。 


(a) (Cb) 
图 12.4.3 一 般 刚 体 作 定 轴 转 动 时 轴承 处 的 动 反 力 


某 瞬 时 刚体 的 角速度 为 w, 角 加 速度 为 w。 建 立 图 示 Azys 坐标 系 , 设 轴承 A、B 的 约束 力 
在 Azyz 坐标 系 上 的 投影 分 别 为 Fas 、Fay 、Fa: 和 Fs 、Fs, .在 刚体 的 各 个 质点 上 附加 上 相 
应 的 惯性 力 , 对 于 第 i 个 质点 ,所 附加 的 惯性 力 为 Fi 二 一 mia; ,应 用 动静 法 建立 平衡 方程 
DF =0: Fa 十 Fa 十 Fu 十 Fu 一 0 
2 0 Fh Es +Fs +Fs=0 
= PBs. nn Fe: = 
PMCFi) =0: Mi (Fs) + DM (Fi) + SM, Fs)=0 


(12.4. 1) 


IM, (Fi) =0: My (Fg) + DM, Fi) + DIM, (Fs)=0 
PIM.(Fi) =0: DIM,(Fi) + DM. (Fs)=0 


理论 力 


业 


式 中 ,FR 、Fgy .Fge、》)M,(F;)、》)M,(F;)、》)M.(F,) 分 别 为 主动 力 系 的 主 矢 在 坐标 
轴 上 的 投影 及 各 主动 力 对 坐标 轴 的 矩 之 和 。Fur、Fuw、>)M.(CFr)、>)M,(CF，)、 
> M. (Fi) 分 别 为 惯性 力 系 在 相应 坐标 轴 上 的 投影 及 对 相应 坐标 轴 的 矩 之 和 。 显然 ,从 
图 12.4.3(b) 可 以 看 出 
Fu = DF = DmiriasinO; 十 >)7iriwzcosg; =mzcw’ + myca 
Fy = DFi, = Dmiriw’sing; 一 >) miriacosb;: =mycw’ — mzcea 
DMs (Fs) =— Dmiriw’sinizi + DmiriacosOiz: 

= Dmiarizi— Dmiwiyizi =J a — yw =Me (12.4.2) 
PIM, Fi) = Dmiriw’ cosbizi + > miriasingiz; 

= Dmiayizi t Dmiw’ rizi =] ya t+ Taw! =My 
DM Fi) =— Dmiria Xri=—Ja =My 


式 中 ,J,。 和 J 。 分 别 是 刚体 对 于 通过 A 点 的 y、z 轴 和 xz、z 轴 的 惯性 积 。 
将 式 (12.4.2) 代 入 式 (12. 4.1) ,可 得 


Fh 一 一 [Bs 一 TPM,F, )| 一 | 一 Tm | 


Fa: =— DF (12. 4. 3) 


Vy = 一 [2 M,CF) +M,,] 


0 =7 [DM 十 Mu] 


由 该 式 知 ,轴承 的 约束 力 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 由 主动 力 引起 的 , 称 为 静 反 力 , 另 一 部 
分 由 惯性 力 引 起 ,与 定 轴 转动 刚体 的 角速度 w 和 和 角 加 速度 有 关 , 称 为 附加 动 反 力 。 


12.4.3 ”避免 出 现 动 反 力 的 条 件 
要 使 轴承 动 反 力 等 于 零 ,必须 使 惯性 力 系 主 矢 量 等 于 零 , 惯 性 力 系 对 x 轴 和 y 轴 的 和 矩 
也 等 于 零 (惯性 力 系 在 二 轴 上 的 投影 恒 为 零 ,而 惯性 力 系 对 = 轴 的 矩 与 约束 反 力 无 关 ) , 即 
0 
或 


| 


Fs =m(w’zetayc)=0, Fi, =m( azc 十 o2yc) 一 0 
SIM Fi) 一 Ja 一 Jo2 一 0， >)M,(CFD) 一 Jo 十 Ja 一 0 
由 于 刚体 转动 时 ,一 般 w 关 0,a 关 0, 因此 只 有 zc 二 0,yc 王 0,J ,二 一 0, 故 可 得 结论 : 
刚体 绕 定 轴 转 动 时 ,避免 出 现 轴承 动 反 力 的 条 件 是 : 转轴 通过 刚体 的 质心 , 且 刚 体 对 转轴 的 
惯性 积 等 于 零 , 即 转动 轴 必 须 是 刚体 的 中 心 惯性 主轴 。 


12.4.4 ” 静 平 衡 与 动 平衡 


静 平 衡 : 如 果 转 动 刚 体 的 转轴 通过 刚体 的 质心 ,刚体 除 受 重 力 外 ,没有 受到 其 他 主动 力 
作用 ,刚体 可 以 在 任意 位 置 平衡 的 现象 称 为 静 平衡 。 

动 平衡 : 如 果 转 动 轴 是 中 心 惯 性 主轴 ,刚体 绕 定 轴 转 动 时 ,不 出 现 轴承 附加 动 反 力 的 现 

【 例 12.4.1】 设 汽轮机 的 叶轮 轴线 由 于 安装 误差 与 转轴 形成 0=0. 15 rad 的 偏 角 ( 实 
际 安装 时 ,技术 指标 所 允许 的 误差 远 小 于 此 数值 ) ,如 图 12. 4. 4(a) 所 示 。 作 为 初步 近似 , 认 
为 叶轮 是 均 质 圆 盘 。 设 叶轮 质量 m= 二 2 000 kg, 半 径 -一 500 mm, 以 匀 转 速 n 二 3 000 r/min 
转动 ,两 轴承 A 和 B 间 的 距离 为 /二 3.5 m, 试 求 轴承 的 附加 动 约 束 力 。 


(a) (b) 
图 12.4.4 例 12.4.1 图 


【 解 】 研究 叶轮 转子 , 因 叶 轮 的 质量 对 称 平面 与 转轴 不 垂直 ,叶轮 的 惯性 力 应 按 式 (12. 4. 2) 
计算 。 

在 质心 C 建立 固 结 于 叶轮 的 直角 坐标 系 Cryx ,x 轴 与 转轴 重合 ,y 轴 沿 轮 的 直径 方向 ， 
如 图 12. 4.4(a) 所 示 。 

因 叶 轮 的 质心 在 转轴 上 , 故 惯性 力 系 的 主 矢 等 于 零 , 又 因为 叶轮 是 匀速 转动 ,由 式 (12. 4. 2) 
知 ,惯性 力 系 对 zx 轴 和 y 轴 的 力矩 代数 和 分 别 为 

Me 一 一 Jo2， Mo =J 0 

由 于 > 轴 是 对 称 轴 , 故 知 J ,. 二 0。 但 是 由 于 有 偏 角 0,z 轴 并 非 惯性 主轴 ,因此 ,要 计算 
J 的 值 。 

为 了 计算 J .。 ,再 建立 固 连 于 叶轮 的 直角 坐标 系 Cr1y1x1, 其 中 x, 轴 垂 直 于 叶轮 平面 ， 
Zz1,y1 轴 均 在 叶轮 平面 内 , 沿 轮 的 直径 方向 ,其 中 y, 轴 与 y 轴 重 合 。 显 然 , 此 坐标 系 是 中 心 
惯性 主轴 坐标 系 , 即 


J = J = = (a) 
叶轮 为 均 质 圆 轮 ,叶轮 对 于 zi 、y1、z1 轴 的 转动 惯量 分 别 为 
mr mr 
ey = (b) 


下 面 利 用 叶轮 对 于 坐标 系 Cr1y1xi 各 轴 的 转动 惯量 和 惯性 积 ,计算 叶轮 对 于 xz、 轴 的 
惯性 积 J,.。 图 12. 4. 4(b) 表 示 从 y (或 y1) 轴 端点 看 的 情形 。wm; 表示 叶轮 的 任 一 质点 ,此 
点 对 于 坐标 系 Czyz 的 坐标 为 zi 、y;、z; ,对 于 坐标 系 Cziyizi 的 坐标 为 xi; 、y1i、zii ;显然 


8 ， 理 论 力 


yi 二 Yi: 根据 坐标 变换 公式 


站 


‘28 


Ti 一 Zicosgb 一 ziisin0 
(c) 
2i 一 Zlicos0 + rysin0 


由 此 求 得 
J -一 Dmiziz: = Dmi(zxucos0 — zusing) (zcosO 十 zisin0) 
一 Dm :Tui (COs’ 0 一 sin20) 十 > ai (2 一 =1)singcosO 
一 J-- (cos20 一 sin 0) 十 DmiL (zt yi) — (zs yl)Jsingcosb 


式 申 ， 2m (x 十 J =] 2mi(z4h 十 好 ) =J ssJ ss, 二 0, 于 是 可 得 


去 一 病 
J =(J A J )sin0cos0 一 一 sin20 

当 0 很 小 时 ,sin2020 ,并 注意 到 式 (b) ,有 

0 (d) 


若 仅 考虑 由 于 惯性 力 所 引 起 轴承 A 和 B 的 附加 动 约束 力 ,参照 式 (12. 4. 3) ,可 得 


Fi = 一 了 Jos， Fw =0, Fa = 二 [oz，Fuw=0 
2 
即 : Fa 一 一 Fe 一 人 bo。 代入 数据 , 求 得 
2 000 X0. 5? 
Bo 

因为 参考 系 Cryz 随 叶轮 一 起 转动 , 故 附加 约束 力 Fs .Fa 的 方向 也 随同 转子 而 
转动 。 

【说 明 】 当 转 子 匀 速 转 动 时 ,即使 转子 有 很 小 的 偏心 距 或 偏 角 ,都 会 对 轴承 产生 很 大 的 
附加 动 压 力 , 因 为 轴承 处 的 附加 动 约束 力 的 大 小 是 与 转子 角速度 的 平方 成 正比 ,而 且 这 些 力 
的 方向 都 随 着 转子 转动 ,对 轴承 形成 周期 性 变化 的 压力 ,这 样 的 力 会 引起 机 器 的 剧烈 振动 ， 
造成 轴承 的 严重 谭 损 ,甚至 破坏 机 件 等 。 因 此 高 速 转 子 一 般 制 造 后 都 应 进行 静 平衡 和 动 平 
衡 的 校正 。 


= 人 XIN 


xX 0.015 x (se) N 


思考 题 
< 


12-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 

1. 当 物 体 可 看 成 一 质点 时 ,以 下 关于 惯性 力 的 说 法 中 ,正确 的 是 (  )。 
. 凡是 运动 的 物体 都 有 惯性 力 

凡是 作 匀 速 运动 的 物体 都 没有 惯性 力 

C. 凡是 有 加 速度 的 物体 ,其 惯性 力 都 与 物体 的 运动 方向 相反 

D. 作 和 匀速 运动 的 物体 ,可 能 有 惯性 力 存在 


只 天 
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2. 在 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 的 结论 中 ,以 下 说 法 中 ,正确 的 是 ( 和 
A. 所 有 作用 的 外 力主 动力 与 各 质点 的 惯性 力 组 成 一 平衡 力 系 ,约束 力 可 不 必 考 虑 
B. 所 有 作用 的 主动 力 和 约束 力 中 的 外 力 与 各 质点 的 惯性 力 组 成 一 平衡 力 系 
C. 所 有 的 主动 力 (包括 内 力 ) 和 约束 力 (不 包括 内 力 ) 组 成 一 平衡 力 系 
D. 所 有 作用 的 约束 力 和 各 质点 的 惯性 力 组 成 一 平衡 力 系 
3. 均 质 细 杆 AB 长 为 !, 重 为 也, 与 铅 垂 轴 固 结 成 角 三 30 ,并 以 匀 角 速度 w 转动 , 则 杆 
惯性 力 系 的 合力 的 大 小 等 于 ( 总 
EY Ll? Pw’ lPw’ LPow? 
Ee B. 区 C. 3g D. ge 
4. 列车 在 启动 过 程 中 , 设 其 第 一 节 车 厢 的 挂 钧 受 力 大 小 为 ; 中 间 任 一 节 车 厢 的 挂钩 
受 力 大 小 为 F;; 最 后 一 节 车 厢 的 挂钩 的 受 力 大 小 为 下。, 则 有 ( i 
A. 下: 一 下 上 | 一下。 B. Fi>F>F, 
Gs. F< DD 了 过 > 
5. 长 度 为 ! 的 无 重 杆 OA 与 质量 为 m\ 长 度 为 2! 的 匀 质 杆 AB 在 A 端 垂直 固 接 , 可 绕 
轴 O 转动 。 假 设 在 图 示 瞬 时 ,角速度 二 0, 角 加 速度 为 a, 则 该 瞬时 AB 杆 惯性 力 系 简化 的 
主 矢 Fe 的 大 小 和 主 矩 Mic 的 大 小 应 分 别 为 ( Ws 


1 
A. Fr 二 mla( 作 用 于 OO 点 ) ,Mic 一 本 ml a 


4 
B. Fr 二 V2mla( 作 用 于 A 点 ) ,Mi 一 本 mL“ 
7 
C. Frm 二 V2mla( 作 用 于 O 点 ),Mic 二 ml 


D. Fr 二 V3mla( 作 用 于 C 点 ),Mic 一 人 ml?a 
6. 均 质 圆 轮 的 质量 为 m ,半径 为 7 , 它 在 水 平面 上 深 动 而 不 滑动 ,其 轮 心 O 的 加 速度 为 


a ,方向 如 图 所 示 ,7 点 为 轮 的 速度 瞬 心 。 圆 轮 惯性 力 系 简化 的 结果 是 ( ) 。 


C( 质 六 
CC 
O 
5 
选择 题 5 图 选择 题 6 图 
A. 所 二 ma( 一 ,加 在 I 点 ) ,Mi 二 mra/2( 道 时 针 向 ) 
B. Fi 二 ma (一 ,加 在 O 点 ) ,Mi 二 mra/2( 道 时 针 向 ) 


C. Fi 二 ma (一 ,加 在 O 点 ) .Mi 二 3mra/2( 逆 时 针 向 ) 
D. Fi 二 ma (一 ,加 在 I 点 ) ,Mi 二 3mra/2( 道 时 针 向 ) 
7. 图 示 均 质 滑轮 对 通过 其 质心 的 转轴 O 的 转动 惯量 为 J o, 强 两 端 物 重 Wa 二 Wa。 已 
知 滑轮 转动 的 角速度 w, 强 重 不 计 , 则 有 ( Wi 
A. 两 物 块 和 滑轮 上 各 质点 的 惯性 力 均 等 于 零 


B. 两 物 块 和 滑轮 上 各 质点 的 惯性 力 均 不 等 于 零 
C. 滑轮 两 边 强 的 张力 相等 
D. 滑轮 两 边 绳 的 张力 不 相等 
8. 图 示 A 、B 两 物体 ,质量 分 别 为 maA ms (ma 过 mp) ,在 光滑 水 平面 内 受 一 定 的 水 平 
力 正 作用 ,图 (a) 的 两 物体 作 加 速 运动 ,图 (b) 的 两 物体 作 减 速 运动 。 若 A 对 B 的 作用 力 以 
FAs 表示 ,B 对 A 的 作用 力 以 Faa 表示 ,以 下 几 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( js 


(2) 
‘ne 
(a) (b) 


Ws Wa 


选择 题 7 图 选择 题 8 图 


A. 图 Ca) 和 图 (b) 中 均 有 下 之 Fas 
B. 图 (a) 中 Fa 二 Fi ,图 (b) 中 下 <Fas 
C. 图 (a) 中 Fa <Fas ,图 (b) 中 Fa 二 FAs 
D. 图 (a) 和 图 (b) 中 均 有 Faa 一 下 As 
9. 以 下 几 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( ba 
A. 当 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 ,惯性 力 系 的 合力 必 作用 在 其 质心 上 
B. 当 刚 体 作 平 移 运 动 时 ,惯性 力 系 的 合力 必 作 用 在 其 质心 上 
C. 只 有 当 惯 性 力 系 的 主 矢 等 于 零 时 ,惯性 力 系 的 主 矩 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 
D. 当 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 ,惯性 力 系 的 主 矩 的 大 小 等 于 Ja 
10. 以 下 几 种 说 法 中 ,正确 的 是 ( js 
A. 绕 定 轴 转 动 的 刚体 ,只 有 当 其 质心 在 转轴 上 ,其 轴承 上 就 没有 附加 的 动 反 力 ,而 


达到 动 平衡 
B. 具有 对 称 平面 的 物体 绕 定 轴 转 动 时 , 若 转轴 垂直 于 此 对 称 平面 ,就 可 达到 动 
平衡 


C. 绕 定 轴 转 动 的 刚体 ,要 使 其 达到 动 平衡 ,只 要 其 转轴 通过 刚体 的 质心 就 可 以 
D. 绕 定 轴 转动 的 刚体 ,要 使 其 达到 动 平衡 ,不 仅 要 其 转轴 通过 刚体 的 质心 ,而 且 还 
要 求 转轴 垂直 于 其 质量 对 称 平面 
12-2 判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 入 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 
5 


1. 刚体 直线 平 动 时 ,其 惯性 力 系 可 简化 为 一 个 通过 刚体 质心 的 合力 。 ( ) 
2. 刚体 曲线 平 动 时 ,其 惯性 力 系 可 合成 为 一 个 合力 .但 此 合力 作用 线 不 一 定 通过 刚体 
的 质心 ( ) 


3. 无 论 刚体 作 什 么 运动 ,其 惯性 力 系 的 简化 结果 ,对 不 同 的 简化 中 心 来 说 ,其 主 矢 的 大 
小 均等 于 刚体 质量 和 质心 加 速度 的 乘积 。 € 5 
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质点 系 惯性 力 系 的 简化 结果 ,一 般 而 言 主 矩 不 会 因 刚体 的 运动 情况 和 简化 中 心 的 不 

二 即 主 矩 的 大 小 总 是 等 于 刚体 对 质心 轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 。 ( 
5. 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ,惯性 力 系 向 转轴 上 不 同 点 简化 ,所 得 主 矩 一 定 相同 。 ( 

6. 任意 运动 的 质点 系 , 其 动量 为 p ,惯性 力 系 主 矢 为 Fe , 则 有 dp 一 一 FiRd:。 ( 

7. 汽车 在 水 平 路 面 上 转弯 时 ,内 外 轮 的 法 向 约束 力 不 相 等 。 ( 

( 

《 

( 


8. 刚体 的 质心 偏离 转轴 ,但 只 要 作 匀 速 转动 , 它 就 不 会 引起 惯性 力 。 

9. 对 称 的 刚体 绕 通过 质心 的 轴 作 加 速 转动 ,不 会 引起 轴承 的 附加 动 反 力 。 

10. 静 平 衡 刚 体 不 一 定 是 动 平衡 的 ,但 动 平衡 刚体 一 定 是 静 平衡 的 。 

11. 作 瞬 时 平移 的 刚体 ,在 该 瞬时 其 惯性 力 系 向 质心 简化 的 主 矩 必 为 零 。 ( 

12. 刚体 作 定 轴 转 动 时 ,附加 动 约束 力 为 零 的 必要 与 充分 条 件 是 转动 轴 是 中 心 惯性 
主轴 。 ( ) 

12-3 质点 的 达 朗 贝尔 原理 为 F 十 Fy 十 Fi 二 0, 则 由 个 质点 组 成 的 质点 系 ,将 上 式 求 


We i Se i i Mi i i 


和 ,有 > (Fi 十 Fs 十 Fi) 二 0, 这 就 是 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 ,对 吗 ? 


124 达 朗 贝尔 原理 为 什么 又 叫 作 ”动静 法 ”? 试 分 别 写 出 其 在 直角 坐标 轴 和 自然 轴 上 
的 投影 式 ? 

12-5” 当 刚体 有 与 转轴 垂直 的 对 称 面 时 ,下 述 几 种 情况 惯性 力 系 简化 的 结果 是 什么 ? 
怎样 计算 ? 

(1) 转轴 通过 质心 ,如 图 (a) 所 示 。 

(2) 转轴 与 质心 相距 为 e, 但 a 二 0, 如 图 (b) 所 示 。 

(3) 转轴 过 质心 ,a 二 0, 如 图 (c) 所 示 。 

(4) 转轴 与 质心 相距 为 e,a 关 0,w 关 0, 如 图 (d) 所 示 。 


a 


es 


(a) (9) 


思考 题 12-5 图 


12-6” 定 轴 转 动 刚体 在 下 述 情 况 下 ,其 转轴 是 否 一 定 是 中 心 惯性 主轴 ? 

(1) 惯性 力 系 向 转轴 上 一 点 简化 只 有 主 矩 。 

(2) 惯性 力 系 向 刚体 上 但 不 在 转轴 上 某 一 点 简化 , 主 矢 . 主 矩 缘 为 零 。 

(3) 惯性 力 系 向 转轴 上 某 一 点 简化 ,只 有 主 矢 。 

(4) 惯性 力 系 向 刚体 上 不 在 转轴 上 的 某 一 点 简化 ,只 有 主 矩 , 且 主 矩 与 转轴 平行 。 
12-7 ”两 个 质点 组 成 的 质点 系 仅 在 它们 之 间 的 万 有 引力 作用 下 运动 , 问 : 

C1 a 点 系 的 惯性 力 系 向 质心 简化 的 主 矢 、 主 矩 有 何 特点 ? 

(2) 每 个 质点 的 惯性 力 有 何 特 点 ? 

12-8 oo 静 平 衡 的 刚体 并 不 一 定 是 动 平衡 的 ”? 


12-1 质量 为 mi 的 物体 A 沿 三 角 柱 体 忆 的 斜面 下 降 , 用 绳子 绕 过 滑轮 C 使 质量 为 
ms 的 物体 B 上 升 ,如 图 所 示 。 和 斜面 与 水 平面 的 夹 角 为 0, 绳子 质 量 与 摩擦 不 计 。 求 下 列 两 
种 情况 下 水 平 约束 EE 对 三 角 柱 体 的 反作用 力 : (1) 不 计 滑 轮 C 的 质量 ; (2) 均 质 滑 轮 C 的 
质量 为 m; ,半径 为 7。 

12-2 ”图 示 为 一 转速 计 ( 测 量 角速度 的 仪表 ) 的 简化 图 。 小 球 A 的 质量 为 m , 固 联 在 杆 
AB 的 一 端 ; 而 杆 AB 长 为 1, 可 绕 轴 BC 转动 ,在 此 杆 上 与 B 点 相距 为 4 的 一 点 EE 联 有 弹 
往 DE ,其 自然 长 度 为 4, ,弹簧 的 刚度 系数 为 &k; 杆 对 BC 轴 的 偏 角 为 9, 弹簧 在 水 平面 内 。 
求 在 以 下 两 种 情况 下 , 稳 态 运动 的 角速度 : (1) 杆 AB 的 质量 不 计 ; (2) 均 质 杆 AB 的 质量 
为 m。。 


有 CC 回忆 7 
习题 12-1 图 习题 12-2 图 习题 12-2 解答 

12-3 ”正方 形 均 质 板 重 400 N, 由 三 根 强 拉 住 ,如 图 所 示 。 板 的 边 长 5 二 100 mm。 求 ; 

(1) 当 FG 强 被 剪断 的 瞬间 ,AD 和 BE 两 绳 的 张力 ; 

(2) 当 AD 和 BE 两 绳 运动 到 铅 垂 位 置 时 ,两 绳 的 张力 。 

12-4 ”长 方形 均 质 平板 长 a 二 200 mm, 宽 0 一 150 mm 质量 为 27 kg, 由 两 个 销 A 和 也 悬 
挂 。 如 果 突 然 撤去 销 B, 求 在 撤去 销 子 B 的 瞬时 : (1) 平 板 的 角 加 速度 ; (2) 销 A 的 约束 力 。 

12-5 ”一 电动 卷扬机 机 构 如 图 所 示 。 已 知 启动 时 电动 机 的 平均 驱动 力矩 为 M ,被 提升 
重 物 的 质量 为 mi , 鼓 轮 质量 为 ms ,半径 为 r ,对 转轴 的 回转 半径 为 op。 试 求 启动 时 重 物 的 平 
均 加 速度 和 轴承 处 的 约束 力 。 


习题 12-3 图 习题 12-4 图 习题 12-5 图 


12-6 用 各 自 长 为 /的 两 绳 将 长 为 /质量 为 m 的 均 质 杆 AB 悬挂 在 水 平 位 置 , 如 图 所 
示 。 若 突然 剪断 绳 BO , 试 求 刚 剪断 瞬时 另 一 绳子 AO 的 拉力 及 杆 的 角 加 速度 。 


油 
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习题 12-6 图 
12-7 


滚动 时 /, 应 满足 何 种 条 件 ? 


质量 为 m; 的 攀 状 物 置 于 光滑 水 平面 上 ,在 该 物 的 斜面 上 又 放 一 质量 为 mi 的 均 
质 圆柱 体 C ,如 图 所 示 。 设 圆柱 体 与 斜面 之 间 的 摩擦 


因数 为 /,, 试 求 圆柱 体 在 斜面 上 作 纯 


9 © 
A B 
习题 12-7 图 


习 


题 12-7 解答 
12-8 在 图 示 机 构 中 ,已 知 : 均 质 杆 重量 为 W.,0 二 30",B 二 60"。 滑 块 A 的 重量 不 计 , 滑 
槽 光滑 。 求 当 绳子 OB 突然 断 了 瞬时 滑 槽 的 约束 力 及 杆 AB 的 角 加 速度 。 
12-9 在 图 示 机 构 中 , 沿 斜 面 滚动 的 圆柱 体 与 鼓 轮 为 均 质 物体 ,圆柱 体重 量 为 W, , 鼓 轮 
重量 为 W; ,其 半径 均 为 尺 , 且 绳子 不 能 伸缩 ,其 质量 略 去 不 计 。 粗 糙 斜 面 的 倾角 为 0, 只 计 
滑动 摩擦 ,不 计 滚动 摩擦 。 如 在 鼓 轮 上 作用 一 力 偶 矩 M , 求 : (1) 鼓 轮 的 角 加 速度 ; (2) 轴 承 
O 的 水 平 约束 力 。 


有 
B 
习题 12-8 图 习题 12-9 图 习题 12-9 解答 
12-10 均 质 圆柱 如 
计 的 滑轮 B 并 系 一 可 


B 的 重量 为 W， 


50 N ,再 求 ac 。 


外 W 二 200 N ,被 绳 拉 住 沿 水 平面 滚动 而 不 滑动 ,此 绳 跨 过 一 自重 不 
外 物 W, 二 100 N, 如 图 所 示 。 求 滚 子 中 心 C 的 加 速度 ac。 若 均 质 滑轮 


a 


习题 12-10 解答 


习题 12-10 图 
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12-11 图 示 轮 的 质量 为 2 kg, 半 径 尺 二 150 mm, 质 心 C 与 几何 中 心 O 的 距离 为 一 
50 mm, 轮 对 质心 的 回转 半径 o 一 75 mm。 当 轮 滚 而 不 滑 时 , 它 的 角速度 是 变化 的 。 在 图 示 


C.O 位 于 同一 高 度 时 ,w= 二 12 rad/s。 求 此 时 轮 的 角 加 速度 。 
12-12 ”如 图 所 示 , 重 100N .长 1 m 的 均 质 杆 AB .一端 B 搁 在 地 面 上 ， 


端 A 


j 软 绳 


系 住 。 设 杆 与 地 面 的 摩擦 因数 为 0. 30, 且 动 滑动 摩擦 因数 与 静 滑动 摩擦 因数 相等 。 


有 为。 


软 强 剪 断 的 瞬间 ,B 端 滑 动 否 ? 并 求 此 瞬时 杆 的 角 加 速度 以 及 地 面 对 杆 的 作 上 月 


EE 
上 4 
习题 12-11 图 习题 12-12 图 


问 当 将 


12-13” 均 质 细 杆 AB 的 质量 为 mm 二 45.4 kg,A 端 搁 在 光滑 的 水 平面 上 ,B 端 用 不 计 质 
量 的 软 强 DB 固定 ,如 图 所 示 。 杆 长 /= 二 3.05 m, 强 长 = 二 1. 22 m。 当 绳子 铝 直 时 , 杆 与 水 


平面 的 倾角 0=30 ,点 A 以 匀速 度 v 二 2.44 m/s 向 左 运 动 。 求 在 该 瞬时 : 
(1) 杆 的 角 加 速度 ; (2) 在 A 端的 水 平 力 F; (3) 强 中 的 拉力 Fr。 


习题 12-13 图 习题 12-13 解答 


12-14 在 轮 的 鼓 轮 上 缠 有 绳子 ,用 水 平 力 Fr 一 200 N 拉 绳 子 , 如 图 所 示 。 已 知 轮 的 质 
量 mm 二 50 kg,;R=0.1 m,r 二 0.06 m, 回 转 半 径 p 二 70 mm, 轮 与 水 平面 的 静摩擦 因数 /= 
0.2, 动 摩擦 因数 /二 0.15。 求 轮 心 C 的 加 速度 和 轮 的 角 加 速度 。 


习题 12-14 图 习题 12-14 解答 


12-15 图 示 水 平板 以 等 加 速度 a 向 右 运 动 。 男 有 一 管子 O 放置 在 水 平板 上 。 若 管 了 


和 平板 间 的 静摩擦 因数 为 /二 0.4。 求 管子 作 纯 深 动 时 ,平板 的 最 大 加 速度 。 


习题 12-15 图 
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12-16 均 质 细 杆 AB 长 /二 1.2 m, 质 量 为 m 一 3 kg。B 二 30", 不 计 深 子 的 质量 和 摩擦 ， 

在 图 示 位 置 从 静止 开始 运动 时 , 求 : (1) 杆 AB 的 角 加 速度 ; (2)A 点 的 加 速度 ; (3) 斜 面 对 

A 滚 子 的 约束 力 。 

12-17 均 质 杆 AB 的 质量 为 m ,长 为 1, 靠 在 光滑 支承 D 上 , 杆 与 铅 垂 线 间 的 夹 角 为 

2,D 点 到 杆 的 质心 C 间 的 距离 DC 二 4 ,如 图 所 示 。 现 将 杆 在 此 位 置 无 初速 释放 , 试 求 运动 
初 瞬时 杆 的 质心 加 速度 ,以 及 支承 D 对 杆 的 作用 力 。 

A 


B 3 0 
习题 12-16 图 习题 12-17 图 习题 12-17 解答 


12-18 长 /质量 为 m 的 匀 质 杆 AB 、BD 用 匀 链 B 连接 ,并 用 贸 链 A 固定 ,位 于 图 示 
平衡 位 置 。 今 在 D 端 作用 一 水 平 力 下 , 求 此 瞬时 两 杆 的 角 加 速度 。 

12-19 图 中 ,AB 、BC 为 长 度 相 等 .质量 不 等 的 两 均 质 杆 ,已 知 从 图 示 位 置 无 初速 地 开 
始 运 动 时 ,BC 杆 中 点 M 的 加 速度 与 铝 垂 线 的 夹 角 为 30", 求 两 杆 质量 之 比 。 


习题 12-18 图 习题 12-18 解答 习题 12-19 图 


12-20 ” 单 摆 摆 长 为 ! , 摆 锤 重 为 Wi ,其 支点 固定 在 圆 轮 的 轮 心 上 ,如 图 所 示 。 圆 轮 半径 
为 +, 重 为 W,, 放 在 水 平面 上 。 圆 轮 与 水 平面 间 有 足够 的 摩擦 力 , 阻 止 其 滑动 。 可 视 圆 轮 为 
均 质 圆 盘 。 试 求 在 图 示 位 置 无 初速 地 开始 运动 时 , 圆 轮 轮 心 的 加 速度 ac 。 

12-21 一 均 质 薄 圆 板 的 厚度 为 1 , 装 在 水 平 轴 的 中 部 , 圆 盘 与 轴线 成 90 "一 0 交角 , 且 偏 
心 距 OC=e; 圆 盘 重 W .半径 为 -; 如 图 所 示 。 求 当 圆 盘 和 轴 以 等 角速度 w 转动 时 轴承 的 
动 约束 力 。 两 轴承 间距 离 AB 一 2a 。 


习题 12-20 图 习题 12-20 解答 习题 12.21 图 
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虚 位 移 原 理 


本 童 介绍 的 分 析 静 力学 ,从 虚 位 移 和 功 的 概念 出 发 研究 力学 系统 的 平衡 规律 ,给 出 了 任 
何 质点 系 ( 含 质 点 、 刚 体 以 及 刚体 系统 ) 平 衡 的 必要 和 充分 条 件 , 即 虚 位 移 原 理 。 它 是 静 力 学 
的 普遍 原理 。 不 仅 能 给 出 统一 的 质点 系 平衡 条 件 ,而 且 能 判定 质点 系 在 平衡 位 置 的 稳定 性 。 


13.1 虚 位 移 的 概念 与 分 析 方 法 


13.1.1 虚 位 移 的 概念 


在 非 自 由 质点 系 中 ,由 于 约束 的 作用 ,各 质点 的 位 移 必须 遵循 约束 所 限定 的 条 件 , 即 各 
质点 的 位 移 必须 以 不 破坏 约束 为 前 提 。 这 个 位 移 实际 上 并 未 发 生 ,而 是 假想 的 ,因此 它 并 不 
需要 经 历时 间 。 在 这 个 意义 上 讲 , 这 是 一 种 虚设 的 位 移 。 由 此 引出 虚 位 移 的 定义 : 质点 (或 
质点 系 ) 在 给 定 瞬时 ,约束 所 容许 的 假想 的 任何 无 限 小 的 位 移 , 称 为 质点 (或 质点 系 ) 的 虚 位 
移 或 可 能 位 移 。 通常 记 作 6r ,数学 上 称 为 变 分 ,6 为 变 分 符号 (附录 A 中 有 变 分 运算 的 简单 
介绍 ), 它 表示 变量 与 时 间 历 程 无 关 的 微小 变更 ,以 区 别 于 实 位 移 dr 。 

【说 明 〗 上 述 虚 位 移 的 概念 只 适用 于 完整 约束 系统 。 回 对 于 非 完 整 约束 系统 , 虚 位 
移 可 以 用 任意 两 个 可 能 位 移 的 差 来 定义 。 

例如 , 受 固定 曲面 S 约束 的 质点 A ,在 满足 曲面 约束 的 条 件 下 ,质点 M 在 曲面 该 点 的 切 
面 二 上 的 任何 方向 上 的 微小 位 移 5r (图 13.1. 1), 即 为 该 质点 的 虚 位 移 ; 而 任何 脱离 此 切面 
的 位 移 ,必定 破坏 了 曲面 对 质点 的 约束 条 件 ,都 不 是 虚 位 移 。 

又 如 图 13.1.2 所 示 ,杠杆 AB 受 铵 支 座 O 约束 , 设 杆 转 过 一 微小 角 60, 直 杆 上 除 点 O 
外 , 均 获 得 了 相应 的 位 移 。 观 察 杆 上 点 M ,经 过 一 段 弧 长 MM， 到 达 M' 点 , 因 60 是 微小 


的 ,M 点 的 位 移 rm 的 大 小 ( 即 弦 长 MM“”) 近 似 地 等 于 弧 长 MM ,并 认为 垂直 于 OM , 即 
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Srw=OM .30 
同样 ,3 一 OA .30,3rs 一 OB .。 30. 方向 如 图 13.1.2 所 示 。 


Sra 
图 13.1.1 受 曲面 约束 质点 的 虚 位 移 图 13.1.2 杠杆 上 各 点 的 虚 位 移 


那么 虚 位 移 与 实 位 移 有 何 区 别 呢 ? 虚 位 移 是 可 能 位 移 , 它 是 一 个 纯粹 的 几何 概念 , 它 仅 
依赖 于 约束 条 件 ; 而 实 位 移 是 真实 位 移 , 不 仅 取决 于 约束 条 件 , 还 与 时 间 和 作用 力 有 关 , 因 
此 存在 以 下 差异 : 

一 个 静止 质点 可 以 有 虚 位 移 , 但 肯定 没有 实 位 移 ; 其 次 虚 位 移 是 微小 位 移 ,而 实 位移 可 
以 是 微小 值 ,也 可 以 是 有 限 值 。 

虚 位 移 与 实 位 移 的 关系 如 下 : 

(1) 在 完整 定常 系统 中 ,微小 的 实 位 移 是 虚 位 移 之 一 ,如 图 13. 1.3(a) 所 示 。 


图 13.1.3 虚 位 移 与 实 位 移 的 区 别 


这 是 因为 , 若 将 完整 系统 的 约束 方程 记 为 
Ji(Cziyyiyziot) 一 0， 1 一 1,2, 73 j=1,2,.%%,l; lL < 3n (a) 
并 假定 在 1 瞬时 系统 中 的 点 由 (x;,y; ,zx;) 产 生 了 虚 位 移 6x;、6y;、6z;, 而 到 达 新 的 点 (zx; 十 
6zisyi 十 6yi ,zi 十 6z;), 则 由 虚 位 移 的 定义 可 知 ,新 的 位 置 仍 要 满足 约束 方程 , 即 
fji(xit risyit dyiszit Hzi,t) =0 (b) 
将 上 式 展开 为 泰勒 级 数 , 可 得 
fi (ri risyit byiszit Hzi,t) 


i = a af 
fixit Oxi yit Hyizit Hz; st)+ 2 (da, | a + EE 


其 中 ,h. o.t 表 示 高 阶 微量 项 。 将 式 (a)、(b) 代 入 上 式 , 略 去 高 阶 微量 项 , 即 得 


Sey ,afs A 
> (Fi 有 ay 3 ) Tl, (d) 
式 (d) 即 是 完整 约束 (a) 加 在 虚 位 移 6x;、6y;、6z; 上 的 限制 条 件 。 
若 产 生 的 是 实 位 移 , 则 易 得 完整 约束 (a) 加 在 虚 位 移 dx; 、dy;、dz; 上 的 限制 为 
Eas oqy, + ri) t Wg 0 Ce) 
wi Ti 


EE 


82, ) Hho.t (ce) 


i=1 


Ceey 理论 力学 A ER 
若 f; 中 不 含 时 间 : , 则 式 (e) 可 表示 为 
/af; ,9f; 9 
> (Fa + ays + a dz; 0 Of) 


比较 式 (d) 和 式 (f) 可 知 : 在 完整 定常 约束 下 , 实 位 移 是 虚 位 移 中 的 一 个 。 

(2) 在 非 定常 系统 中 ,微小 的 实 位 移 一 般 不 再 成 为 虚 位 移 之 一 。 如 图 13. 1. 3(b) 所 示 ， 
滑 块 A 搁 在 倾角 为 0 的 斜面 上 ,斜面 以 速度 v 沿 水 平 向 运动 。 在 任意 时 刻 4, 滑 块 的 虚 位 移 
6ri、6rz 均 沿 斜面 ,而 在 At 时 间 内 , 滑 块 的 实 位 移 则 为 dr , 它 由 沿 斜面 的 相对 位 移 与 随 三 棱 
体 运 动 的 牵连 位 移 合成 而 得 。 也 可 以 通过 比较 关系 式 (d) 和 (e) 得 到 该 结论 。 但 可 以 证 明 ， 
当 约 束 方 程 的 速度 是 齐 次 时 , 实 位 移 则 是 虚 位 移 中 的 一 个 。 理 论 力学 中 主要 讨论 受 完整 定 
常 约束 的 质点 系 。 


13.1.2 虚 位 移 的 分 析 方 法 


受 约束 的 质点 系 , 为 了 不 破坏 约束 性 质 , 质 点 系 内 各 质点 的 虚 位 移 必 须 满足 一 定 的 关 
系 , 而 且 独立 的 虚 位 移 个 数 等 于 质点 系 的 自由 度数 目 。 建 立 质 点 系 中 质点 之 间 的 虚 位 移 关 
系 往往 是 本 章 求解 问题 的 关键 。 下 面 介绍 分 析 质 点 系 虚 位 移 关 系 的 两 种 主要 方法 。 


1. 几何 法 


在 完整 定常 约束 条 件 下 ,微小 的 实 位 移 是 虚 位 移 之 一 ,因此 ,可 以 用 质点 间 实 位 移 的 关 
系 来 给 出 质点 间 虚 位 移 的 关系 。 由 运动 学 知 ,质点 无 限 小 实 位 移 与 该 点 的 速度 成 正比 ， 
dr 二 vdt ,所 以 可 用 分 析 速 度 的 方法 来 建立 质点 间 虚 位 移 的 关系 。 
类 似 于 点 的 速度 合成 定理 ,在 讨论 动 点 的 虚 位 移 时 ,如 果 引 入 静 系 和 动 系 ,可 以 类 似 地 
定义 绝对 虚 位 移 6r,、 相 对 虚 位 移 6r, 和 牵连 虚 位 移 6r。, 并 且 也 有 虚 位 移 合成 定理 
6r, =6r. 二 Or. El 
对 于 作 平 面 运动 的 刚体 上 不 同 点 (例如 A、B 两 点 ) 的 虚 位 移 之 间 的 关系 ,也 可 以 像 讨 
论 作 平面 运动 的 刚体 上 不 同 点 的 速度 之 间 的 关系 那样 ,建立 同一 个 刚体 上 不 同 点 的 虚 位 移 
之 间 的 关系 
rs = OrA 十 Sr Cia Ll 2 
其 中 ,6rsa 为 B 点 相对 于 A 点 的 虚 位 移 , 方 向 垂直 于 AB 连 线 。 
在 式 (13.1.2) 的 基础 上 , 易 得 虚 位 移 投影 定理 (类 似 于 速度 投影 定理 ), 即 同一 刚体 上 的 
A.、B 两 点 的 虚 位 移 在 A 、B 两 点 连 线 上 的 投影 相等 
Lors Jas =L6ra Jag LL 
同时 ,还 可 以 建立 虚 位 移 中 心 的 概念 (类 似 于 速度 瞬 心 ), 即 某 瞬 时 , 作 平 面 运动 的 刚体 
上 一 点 的 虚 位 移 为 零 (该 处 即 为 虚 位 移 中 心 ) ,而 其 他 点 的 虚 位 移 大 小 与 到 虚 位 移 中 心 的 距 
离 成 正比 ,方向 垂直 于 该 点 与 虚 位 移 中 心 的 连 线 方 向 。 
熟练 利用 以 上 有 关 虚 位 移 的 结论 ,对 于 快速 利用 虚 位 移 原理 求解 静 力 学 问题 至 关 重要 。 
例如 在 图 13. 1. 4 的 机 构 中 , 当 给 以 虚 位 移 39 时 , 直 杆 上 各 点 的 虚 位 移 的 分 布 规律 都 与 
速度 的 分 布 规律 相同 。 于 是 A 、B 两 点 虚 位 移 的 大 小 关系 可 通过 先 确定 虚 位 移 中 心 工 与 速 
度 瞬 心 相同 ) 求 得 
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ra_IA.p_IA 
ors IJB.sp IB 


2. 解析 法 
设 由 个 质点 组 成 的 质点 系 受 到 * 个 完整 . 双 侧 和 定常 的 约束 ,具有 k= 二 3n 一 s 个 自由 
度 。 以 个 广义 坐标 gi、g,、…*、qs 来 确定 质点 系 的 位 置 。 


r; =ri(qisg2 9 9048)» i=1,2,.°% ,Nn Cl 
当 质 点 系 发 生 虚 位 移 时 ,各 广义 坐标 分 别 有 微 小 的 变更 ( 称 为 广义 虚 位 移 )8q; 、6qs、…、 
sdk , 任 一 质点 的 虚 位 移 6r; 可 表示 为 个 独立 变 分 6q1、6q,、…、6qs 的 函数 。 即 对 式 (13. 1. 4) 


求 变 分 ( 虚 位 移 ) 得 
ar， ar， ar， ar， 
or; 6q1 十 gs 十 = 十 qx 09j， i=l1,2,°%…,n (13.1.5) 
9g1 9g2 9gx j=1 9g; 


例如 ,一 双 摆 (图 13. 1.5), 两 质点 A、B 用 两 根 相同 长 度 的 刚性 杆 连接 ,在 铅 垂 面 内 绕 
轴 O 运动 。 此 系统 具有 两 个 自由 度 , 取 广义 坐标 为 8.0, 则 点 A、B 的 坐标 可 表示 为 广义 坐 
标的 函数 。 


i =lsing 
ya =lcos 
人 (g) 
XB =lsingt lsin0 
yB =lcosp 十 LcosO 
rp 7 } 
图 13.1.4 连 杆 AB 的 虚 位 移 中 心 图 13.1.5 双 摆 
对 式 (g) 求 变 分 , 即 得 各 点 的 虚 位 移 表 示 为 独立 变 分 gp .80 的 函数 为 
9 9 并 六 
Sx4 一 jw gp 十 a 80 一 /cosp0p 
jy = 全 4jp 十 地 430 一 一 Isinpip 
9p 90 
六 Ch) 
oar 9 
Sr 元 69 3 0=lcospd9p 十 Lcos080 
Sy — dp hi 
ye jp ?+ ag singd9 — lsin 


有 时 一 点 处 的 虚 位 移 情 况 可 能 比较 复杂 .例如 已 知 一 点 虚 位 移 在 两 个 方向 的 投影 ,如 何 
求 在 第 三 个 方向 ( 力 的 方向 ) 的 投影 ? 


@ 


如 图 13. 1.6 所 示 , 已 知 A 点 的 虚 位 移 在 mi 、ns 两 个 
方向 的 投影 分 别 为 Sr; 和 6r,, 则 有 
8r。11 一 0rl， 0r。1z 一 Or 
若 以 nm 方向 为 i( 标 准 单位 矢量 ) 的 方向 ,n; 方向 与 
ni 方向 的 夹 角 为 0,ns 方向 与 mi 方向 的 夹 角 为 8p, 则 


Sr ei=6ri, 6r 。 (cosbi + sinbj) =6r;, 


图 13.1.6 一 点 处 的 虚 位 移 在 各 个 
方向 投影 之 间 的 关系 


Sr,— Oricos0 


计算 可 得 :B75 = 一 
由 6r，i 和 6r，j 的 表达 式 ,可 计算 在 第 三 个 方向 ns 的 投影 为 


Srs 一 8ricosb 


6rs=ér 。1s 一 or 。(cos 了 1 十 sinpj ) 一 cosp8r 十 sinp。 ing 
S 


即 


_ Orisin(0 — 9) + orssing 


Ors 13; 让 的 


sin0 
推论 : (1) 当 0 关 0,671=5rs=0 时 ,有 : 67,==0。 
(2) 当 0 二 90" 时 ,有 6rs 二 6ricosgp 十 6rssing。 这 与 直角 坐标 系 旋转 所 得 结论 一 致 。 
【说 明 】 @ 在 应 用 公式 (13.1.6) 时 ,应 注意 方向 及 角度 的 含义 。 回 空间 情况 下 的 虚 位 
移 在 给 定 方向 的 投影 ,也 可 照 此 思路 计算 ,有 兴趣 的 读者 请 参考 文献 [22], 不 在 此 介绍 。 


13.2 虚 位 移 原理 及 其 应 用 
Ce 


在 讲述 虚 位 移 原理 之 前 , 先 引 入 虚 功 和 理想 约束 的 概念 。 


13.2.1 虚 功 


作用 于 质点 或 质点 系 上 的 力 在 给 定 虚 位 移 上 所 做 的 功 称 为 虚 功 , 记 作 8W 一， sr。 若 
F=F,i+F,j+F.k,dr=dzit6yj 十 3zK, 则 

SW =(F,i+F,j+Fk). (Grit+dyj 十 3zk) 一 Fiz 十 F,3y 十 F-3z (13.2.1) 

虚 功 的 计算 与 力 在 真实 微小 位 移 上 所 做 元 功 的 计算 是 一 样 的 。 但 需 指出 ,由 于 虚 位 移 


是 假想 的 ,不 是 真实 发 生 的 , 故 虚 功 也 是 假想 的 。 


13.2.2 理想 约束 
约束 力 在 相应 的 虚 位 移 上 所 做 的 虚 功 或 虚 功 之 和 等 于 零 的 约束 称 为 理想 约束 ,可 表 
示 为 
SW = 2D) Fw * 6r; =0 CS 区 药 


若 在 空间 直角 坐标 系 中 ,将 约束 反 力 和 虚 位 移 分 别 表示 为 
Fn 一 Fa 十 Foj + Pyek, 30ri 一 zi 二 3yj + dzik 
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则 式 (13. 2. 2) 可 表示 为 
PD psd 十 Fwwayi + Fo zi) =0 ($2. 0 
若 用 广义 坐标 (gi ,gi a ) 表 示 , 由 ;=r; (gi ,gq1,…,qn) ,两 边 取 变 分 运算 可 得 
Sr: 三 罚 了 so 本 是 
j=1 “9 


将 式 (13. 2.4) 代 和 人 式 (13. 2. 2) ,可 得 
N N 


a ar， a ar， 
DF .sr， 一 忆 Fw a 3 dg -2 (rs . Fa =0 


i=1 i i=l 


从 而 ,可 得 理想 约束 的 广义 坐标 表示 为 


N 
70, =0 (GE 但) 
j=1 
其 中 
< gr; 
QF (13.2.6) 
称 为 广义 约束 力 。 


理想 约束 是 现实 生活 中 的 约束 的 抽象 化 模型 , 它 代 表 了 大 多 数 约束 的 力学 性 质 。 一 般 
来 说 ,凡是 没有 摩擦 或 摩擦 力 不 做 功 的 约束 都 属于 理想 约束 。 

(1) 光滑 固定 支承 面 和 深 动 匀 链 支 座 。 如 图 13. 2. 1(a),(b) 所 示 , 这 两 类 约束 的 约束 力 
F、 总 是 垂直 于 力 的 作用 点 A 的 虚 位 移 , 因 此 其 虚 功 为 零 。 

(2) 光滑 固定 匀 链 支 座 和 轴承 。 如 图 13. 2. 2(a) ,(b) 所 示 , 这 两 种 约束 在 构件 和 轴 出 现 
微小 转角 的 虚 位 移 时 约束 力 的 作用 点 保持 不 动 ,因此 约束 力 的 虚 功 之 和 为 零 。 


Fy 
(Qt 1 
A 
(a) (b) 
图 13.2.1 理想 约束 示例 之 一 图 13.2.2 理想 约束 示例 之 二 


(3) 连接 物体 的 光滑 贸 链 。 如 图 13. 2. 3 所 示 ,连接 杆 AB 和 AC 的 光滑 贸 链 ,其 约束 
力 正 与 下 作用 于 A 点 ,并 且 是 一 对 作用 力 与 反作用 力 , 因 此 = 一 F'。 在 A 点 的 虚 位 移 
sr 中 ,这 两 个 力 的 功 之 和 为 

SW=F .sr 二 F .r=(F+F’). r=0 

即 连接 物体 的 光滑 铵 链 对 各 物体 作用 力 的 虚 功 之 和 为 零 。 

(4) 无 重 刚 杆 。 无 重 刚 杆 AB 连接 两 个 物体 ,由 于 刚 杆 重量 不 计 , 因 此 其 约束 力 下 与 
下 "应 是 一 对 大 小 相等 .方向 相反 , 且 共 线 的 平衡 力 ( 图 13.2.4)。 设 A 点 和 B 点 的 虚 位 移 分 
别 为 rs 和 6rg, 则 下 与 F 的 虚 功 之 和 为 

SW= F. Srat+F’. ors FéracosOa + F’Srgscos0s 一 FérgscosOs — FOracosOa (a) 


Fr 
4 C 
> or 
B 
图 13.2.3 理想 约束 示例 之 三 图 13.2.4 ”理想 约束 示例 之 四 


考虑 到 刚 杆 上 A 点 和 B 点 之 间 的 距离 不 变 ,因此 这 两 点 的 微小 位 移 在 其 连 线 上 的 投影 
相等 , 即 为 : 8ra cos04 二 6rgcos0s。 代 入 式 (a) ,得 : 6W= 二 0。 即 : 无 重 刚 杆 约束 力 的 虚 功 之 
和 为 零 。 

(5) 连接 两 物体 的 不 可 伸 长 的 柔 素 。 穿 过 光滑 环 C 的 柔 索 , 其 A 端 和 B 端 分 别 与 物体 
相连 接 (图 13. 2. 5) 。 柔 索 作 用 于 物体 的 约束 力 分 别 为 Fi 和 F,,A 点 和 B 点 的 虚 位 移 分 别 
为 6ra。 和 6rs。 两 个 约束 力 的 虚 功 之 和 为 

SW =F, .6ra+F,. rs Féracos04 十 下 :SrscosOp 


由 于 下 二 Ff;, 则 


6W =F(6rgcosOs — Oracos0a) 
又 因为 柔 索 不 可 伸 长 ,从 而 有 6racos04 二 6rscos0s。 于 是 可 得 
0W =0 
即 不 可 伸 长 柔 索 的 约束 力 虚 功 之 和 为 零 。 
(6) 刚体 在 固定 面 上 无 滑动 的 滚动 。 此 时 固定 面 作 用 于 刚体 接触 点 A 上 的 约束 力 有 
法 向 约束 力 Fs 和 摩擦 力 下 (图 13. 2. 6) 。 约 束 力 虚 功 之 和 为 
8W =(F + Fw) » ra 


FP 


图 13.2.5 理想 约束 示例 之 五 图 13.2.6 理想 约束 示例 之 六 


式 中 ,6ra 为 刚体 上 A 点 的 虚 位 移 。 由 于 刚体 在 固定 面 上 无 相对 滑动 ,所 以 刚体 和 固定 面 


的 两 个 接触 点 之 间 无 相对 速度 , 即 刚体 上 的 接触 点 A 的 速度 大 小 va 二 0, 或 va = 即 


下 
d 
dra =vadt =0 

式 中 dra 为 刚体 上 A 点 的 微小 实 位 移 的 大 小 。 现 在 所 研究 的 约束 是 定常 约束 ,在 此 条 件 下 
实 位 移 可 转化 为 虚 位 移 , 因 此 有 : 6ra = 二 drs 二 0。 于 是 得 : 6W = 二 0。 即 刚体 在 固定 面 上 作 无 
滑动 的 滚动 时 ,约束 力 的 虚 功 之 和 为 零 。 

【注意 】 本 章 中 理想 约束 的 概念 与 动能 定理 中 无 功 约束 的 概念 有 一 定 的 区 别 。 理 想 约 
束 是 指 约 束 力 在 虚 位 移 上 不 做 功 或 做 功 为 零 的 约束 ; 而 无 功 约束 是 指 约束 力 在 实 位 移 上 不 
做 功 或 做 功 为 零 的 约束 。 对 于 完整 约束 ,二 者 是 统一 的 ,但 对 于 非 完 整 约束 则 可 能 不 同 。 


----------------------------------- 第 13 章 ， 虚 位 移 原理 


13.2.3 虚 位 移 原理 


虚 位 移 原理 ( 虚 功 原理 ) 是 伯 努 利 (J. Bernoulli,1667 一 1748) 在 1717 年 提出 的 ,可 表述 
为 : 具有 双 侧 、 定 常 、. 理 想 约束 的 质点 系 ,在 某 一 位 形 能 继续 保持 静止 平衡 的 必要 与 充分 条 
件 是 : 所 有 主动 力 在 质点 系 的 任何 虚 位 移 中 的 元 功 之 和 等 于 零 。 

以 ;表示 作用 于 质点 系 中 某 质 点 上 主动 力 的 合力 ,6r; 表示 该 质点 的 虚 位 移 , 则 虚 位 
移 原理 的 矢量 表达 式 为 


aW = 》F， 。0r,; 一 0 3 7 
或 用 解析 式 表 示 为 
dW = Dp Sx; 十 Fi,6yi: 二 F062z;)=0 (132; 扩 
式 中 ,Fu Fw .Fi 和 8z.8y; as; 分 别 表示 主动 力 F, 和 虚 位 移 3r, 在 .yz 轴 上 的 投影 。 
eet 先 证 明 必要 性 ,再 证 明 充分 性 。 


(1) 必要 性 。 命 题 : 如 质点 系 处 于 平衡 , 则 式 (13. 2.7) 成 立 。 

当 质 点 系 平衡 时 , 系 中 各 质点 均 应 平衡 ,因而 作用 于 第 i 个 质点 上 的 主动 力 合力 F; 与 
约束 力 的 合力 Fw; 之 和 必 为 零 , 即 : Fj; 十 Fw 二 0(i 二 1,2,…,n)。 令 此 质点 具有 任意 虚 位 移 
6ri;, 则 ;与 Fn; 在 虚 位 移 上 元 功 之 和 必 等 于 零 , 有 

(有 + FN) * 6r;=0, i=1,2,%,n 
将 上 述 个 等 式 相 加 ,得 


Dr +Pw or; -Dr,. 站 
让 i=1 


根据 理想 约束 的 条 件 Fw 3r, 一 0, 故 得 : Pr,. 


(2) 充分 性 。 命 题 ; 如 起 (13. 2.7) 成 立 , 则 质 点 系 开始 时 处 于 静止。 (注意 : 分 析 静 力 
学 中 的 平衡 概念 ,是 指 质 点 系 内 各 个 质点 相对 惯性 系 原来 处 于 静止 ,在 主动 力 系 作用 下 仍然 
保持 静止 状态 。 否 则 虚 功 方程 条 件 不 充分 。) 

采用 反 证 法 。 设 式 (13. 2.7) 成 立 , 而 质点 系 不 平衡 , 则 在 质点 系 中 至 少 有 1 个 质点 将 离 
开平 衡 位 置 从 静止 开始 作 加 速 运动 ,这 时 该 质点 在 主动 力 和 约 东 力 的 合力 Fs = 二 Fi; 十 Fy 
作用 下 必 有 实 位 移 dr; , 且 实 位 移 方向 与 合力 方向 一 致 ,于 是 Fri 将 做 正 功 。 在 定常 约束 的 
情况 下 , 实 位 移 dr; 必 为 虚 位 移 5r; 之 一 ,于 是 有 

Fr °。 6r; =(F;+ Fn) *。 or; 

ee 而 对 于 平衡 的 质点 仍 可 得 

到 等 式 。 将 所 有 质点 的 表达 式 相 加 , 必 有 


>) (FSr; 十 Pu。sr;) 之 0 


根据 理想 约束 条 件 > Fw . Sr; 一 0, 由 上 式 可 得 ， > F,. sr, > 0。 此 结果 与 证 明 中 所 
假设 的 条 件 矛 盾 。 所 以 ,质点 系 不 可 能 进入 运动 ,而 必定 成 平衡 。 


WO 


【说 明 】 中 虽 然 应 用 虚 位 移 原 理 的 条 件 是 质点 系 应 具有 理想 约束 ,但 也 可 以 用 于 有 滑 
动 摩擦 力 做 功 的 情况 ,这 时 只 要 把 滑动 摩擦 力 当 作 主 动力 ,在 虚 功 方程 中 计 入 滑动 摩擦 力 所 
做 的 庆功 即 可 。 加 虚 位 移 原理 是 求解 平衡 问题 的 最 一 般 的 原理 ,对 任何 质点 系 均 适 用 ,也 可 
以 利用 虚 位 移 原 理 推导 出 全 部 矢量 静 力学 的 平衡 方程 。 对 于 受理 想 约 束 的 复杂 系统 的 平衡 
问题 ,由 于 虚 功 方程 中 不 会 出 现 理想 约束 的 约束 力 ,从 而 避免 了 很 多 未 知 量 的 求解 ,使 计算 
过 程 大 为 简化 。 回 虚 位 移 原 理 是 从 功 的 角度 研究 力 系 的 平衡 ,而 矢量 静 力 学 是 从 力 的 角度 
研究 平衡 问题 。 虐 位 移 原 理 在 研究 力 系 平衡 时 ,不 是 孤立 、 静 止 地 研究 特定 的 平衡 状态 ,而 
是 改变 这 一 状态 (给 出 一 组 虚 位 移 ) ,在 变化 和 比较 中 认识 平衡 的 规律 。 轿 与 庶 位 移 原理 相 
对 应 ,还 有 虚 力 原 理 , 二 者 统称 虚 功 原 理 。 虚 力 原理 一 般 安 排 在 结构 力学 课程 中 ,主要 讨论 
已 知 荷载 作用 下 微小 变形 的 计算 。 回 虚 位 移 原理 与 达 朗 贝尔 原理 均 为 重要 的 力学 原理 ,二 
者 联合 可 以 得 到 动力 学 普遍 方程 ,并 在 此 基础 上 形成 分 析 力 学 的 完美 体系 。 因 此 虚 位 移 原 
理 是 分 析 力 学 的 重要 基础 。 

【 例 13.2.1】 在 图 13.2.7(a) 所 示 平 面 机 构 中 ,已 知 两 杆 长 均 为 a 十 b, 物 块 受 的 重力 
为 W, 弹 得 的 原 长 为 1, 刚度 系数 为 &k。 试 求 机 构 平 衡 时 0 应 满足 的 条 件 。 


图 13.2.7 例 13.2.1 图 


【 解 】 本 机 构 的 自由 度 为 1, 取 0 为 广义 坐标 ,建立 如 图 13.2.7(b) 所 示 的 直角 坐标 系 。 
由 于 机 构 处 于 一 般 位 置 , 故 可 以 利用 解析 式 求解 。 先 作 主 动力 的 投影 。 主 动力 有 重力 
和 一 对 弹性 力 。 有 


Fi=—Ws Fs =E: 一 一 二 (a) 
对 应 于 力 的 投影 , 写 出 相应 的 坐标 为 
ys=(a+b)sin0, xp=acos0, ZE 一 (aa 十 20)cosb0 (b) 
对 式 (b) 进 行 变 分 ,得 
ya 一 (十 0)cos080， szp 一 一 asin080， 0zE 一 一 (oa 十 20)sin080 (c) 


将 式 (a)、(c) 代 入 式 (13. 2.8), 有 
(—W)(adb)cos060+F(—asing60)+(—F)[— (a++26)sing60]=0 
注意 到 下 二 FF' ,整理 后 得 


[一 W(a 十 0)cosg 十 2Wbsin0]80 =0 


因 80 关 0, 故 有 
—W(a+tb)cos0 + 2Fbsing =0 
上 式 中 ,下 为 弹性 力 , 大 小 为 二 kAl 二 k(2bcos0 一 1), 代 入 得 
W(Ca 十 0) 
2kb (2bcos0 一 2) 


上 式 是 关于 0 在 静 平衡 状态 下 应 满足 的 超越 方程 ,由 此 可 解 出 9 值 ,得 到 平衡 位 置 。 


tang = 
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【说 明 】 @ 弹 性 力 的 大 小 认为 是 常量 ,不 考虑 由 于 虚 位 移 的 产生 导致 的 变化 量 ,因为 由 
此 而 引起 的 虚 功 为 高 阶 微量 。@ 利 用 解析 法 时 ,应 将 坐标 系 的 原点 置 于 固定 不 动 的 位 置 。 
若 本 例 中 的 坐标 原点 置 于 C 点 , 则 可 能 会 得 出 错误 答案 。 

【思考 】 如 何 利用 几何 法 计算 虚 位 移 , 并 求解 例 13. 2. 1? 

【 例 13.2.2】 一 多 跨 静 定 梁 尺 寸 如 图 13. 2. 8(a) 所 示 , 已 知 : 竖 直 力 FF , 力 偶 矩 
M。 试 求 支 座 B 处 的 约束 反 力 。 


到 
(a) 4 


图 13.2.8 例 13.2.2 图 


【 解 】 经 分 析 可 知 , 原 结构 为 静 定 结构 ,自由 度 为 零 ,不 可 能 发 生 位 移 。 为 了 应 用 虚 位 
移 原理 求 支 应 B 的 约束 力 , 可 将 支 座 中 去除 , 代 之 以 约束 力 Fs (将 此 力 看 作 主 动力 )。 这 
样 ,整个 结构 有 了 一 个 自由 度 , 从 而 可 使 该 结构 产生 如 图 13. 2.8(b) 所 示 的 虚 位 移 。 建 立 虚 
功 方程 为 


FiSri— Fgdrs+t+ Fr + M60=0 (a) 


几何 关系 有 
Sri 4 1 Or 1 60 1 ro 1 Sre 1 Sr, 1 x | 
867 8 史 Srs 8 Srp Srs 4 Ors 6 66rs 2 12 8 96 
代入 式 (a) 有 


(Fi 一 FexX2 FiX 卫 十 M )ar =0 
因为 5r1 关 0, 所 以 ,F ,一 二 于 Fs a 0, 得 
这 11 
Fs FF Fi+M() 
1 :+g6 C9 


【评注 】 a 逐个 释放 对 应 的 约束 , 代 之 以 力 ,使 系统 有 
一 个 自由 度 。 这 样 虚 功 方程 中 只 含 一 个 未 知 力 ， 
使 计算 大 为 简化 。 回 对 于 有 多 个 约束 力 的 情况 ， 
例如 固定 端 约 束 , 可 以 逐个 解除 约束 进行 求解 。 

【思考 】 按照 上 述 方法 ,求解 A、D、G 处 的 
约束 反 力 。 

【 例 13.2.3】 刨床 急 回 机 构 如 图 13. 2. 9(a) > 7 
所 示 , 已 知 : 曲柄 AB 长 "一 0. 5 m, 摇 杆 CD 长 13. 2.9 i 
1 二 27 ,在 曲柄 上 作用 有 甜 为 M= 二 60 N。m 的 力 


@® 


偶 。 试 求 当 0 二 60".CB 二 x 时 机 构 平 衡 所 需 的 水 平 力 F 的 大 小 。 
【 解 】 系统 具有 1 个 自由 度 . 取 0 为 广义 坐标 ,系统 各 虚 位 移 如 图 13. 2. 9(b) 所 示 。 根 
据 3 。6r; 二 0, 有 
M60— Férpsing =0 (a) 
若 以 锐 结 点 B 为 动 点 , 动 系 固 结 在 杆 CD 上 , 则 根据 虚 位 移 合 成 定理 ,有 Sr. 一 3r。 十 
6r:， 从 而 可 得 
Srscos[180" 一 (0 十 9p)] 一 Sr。 


注意 到 在 图 示 位 置 pg 二 9 二 60", 又 6r4 二 r60, 代 入 得 6r。 ; 760, 而 8p 一 = 


18p 王 28r。 一 "80, 代 入 到 式 (a) 中 ,得 M0—Fr80 =0. 即 


(m = Br,) 50=0 


ss 2M 2X60N.m 和 
又 860 关 0, 由 此 可 得 : 下 i N。 
【思考 】 能 否 利用 解析 法 求解 例 13. 2. 3? 
【评注 】 对 于 有 相对 滑动 虚 位 移 的 静 力学 问题 ,用 虚 位 移 的 合成 方法 可 以 有 效 求解 。 
【 例 13.2.4】 平面 构架 的 尺寸 及 支 座 如 图 13. 2. 10(a) 所 示 ,三 角形 分 布 荷载 的 最 大 集 
度 gq=2 kN/m,M=10kN。m',EF 王 2 kN, 各 杆 自重 不 计 。 求 A 处 的 约束 反 力 及 杆 BD 的 
内 力 。 


图 13.2.10 例 13.2.4 图 


【 解 】 先 求 A 处 的 约束 反 力 

解除 A 处 的 约束 , 代 之 以 力 Fa ,如 图 13. 2. 10(b) 所 示 。 由 图 可 知 , 杆 AC、BD、CD 三 
杆 组 成 几何 形状 不 变 的 机 构 , 故 整体 的 可 能 移动 为 以 DD 为 轴 心 作 定 轴 转 动 。 若 有 图 示 虚 位 
移 80, 则 由 虚 位 移 原 理 及 作用 在 定 轴 转 动 刚 体 上 的 力 或 力 偶 所 做 功 的 表达 式 (11. 1. 11a) 
可 得 


Fa.6m.30 一 Fl.4m.30+TM. 3 一 F.lm.80=0 
因 69 去 0, 解 之 得 
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= (FX3mX2kN/mX4m—10kN: mt2kNX1m)=0.67 kNC) 


求 杆 BD 的 内 力 。 
解除 杆 BD , 代 之 以 力 Fgp ,Fo , 则 下 pp 二 5p， 如 图 13. 2.10(c) 所 示 。 由 图 可 知 , 杆 
AC 作 瞬 时 平 动 , 杆 CD 作 定 轴 转 动 ,车 A 处 的 虚 位 移 为 5r4 , 则 B、C 处 的 虚 位 移 6rs 、6rc 


妇 


的 大 小 均 为 ra ,由 此 可 知 ,E 处 的 虚 位 移 大 小 为 :re 一 二 * rc 一 襄 3r4。 由 虚 位 移 原 
理 可 得 

Fpp* rs* cosp—F .ire=0 
由 此 可 得 


F as_F 工 5 
cosp rs 3/5 3 9 
【说 明 】 由 例 13. 2.4 可 知 ,用 虚 位 移 原理 求解 平衡 问题 时 , 搞 清 楚 物 体 的 运动 形式 非 
常 重要 ,这 是 寻找 虚 位 移 及 其 之 间 关 系 的 基础 ,也 是 顺利 求解 问题 的 关键 。 
【 例 13.2.5】 平面 析 架 的 支 座 与 荷载 如 图 13. 2. 11(a) 所 示 , 已 知 ABC 为 等 边 三 角形 ， 
已.G 分 别 为 两 腰 的 中 点 , 且 AD= DB 一 “。 试 求 杆 CD 的 内 力 。 


Fpp 下 一 1.11 kN( 受 拉 ) 


(a) (b) 
图 13.2.11 例 13.2.5 图 


【 解 〗 和 欲求 杆 CD 的 内 力 , 需 首先 解除 杆 CD ,如 图 13. 2. 11(b) 所 示 , 易 知 解除 杆 CD 
后 系统 的 自由 度 为 1。 由 题 意 可 知 ,三 角形 ADE 和 三 角形 DBG 均 为 等 边 三 角形 。 若 也 点 
的 虚 位 移 大 小 为 5ro, 则 点 的 虚 位 移 6re 二 6rp。 由 DD 点 的 虚 位 移 和 支 座 B 的 性 质 可 知 ， 
B 为 三 角形 DBG 虚 位 移 的 中 心 , 故 有 6ro 二 6rp。 由 虚 位 移 原 理 知 


F.6rc+Fcpe* rp 十 下 cp。rc 一 0 (a) 
因为 C 点 的 虚 位 移 在 CE 方向 的 投影 等 于 EE 点 的 虚 位 移 在 CE 方向 的 投影 , 故 C 点 的 虚 


位 移 在 CE 方向 的 投影 为 零 。 同 理 ,C 点 的 虚 位 移 在 CG 方向 的 投影 为 零 。 由 式 (13. 1.6) 的 推 
论 G1) 可 知 ,C 点 的 虚 位 移 6rc 必 为 零 。 
由 式 (a) 可 得 : 一 F，6re *， cos30" 一 F'cp*，6rp 二 0。 即 
V3 
2 
【 例 13.2.6】 如 图 13.2.12(a) 所 示 检 架 承 受 荷载 下 作用 ,试用 虚 位 移 原理 计算 杆 件 
AK 的 内 力 。 
【 解 】 为 了 利用 虚 位 移 原理 求解 杆 件 AK 的 内 力 ,将 其 解除 并 代 之 以 两 个 等 值 、 反 向 


下 co 一 Foco 一 一 FE .cos30" 一 一 一 FE( 杆 CD 受 压 ) 


> 机 
d_|d2ld2| 也 
(a) (b) 
图 13.2.12 例 13.2.6 图 


的 力 Fl 和 Fi, 如 图 13. 2.12(b) 所 示 。 解 除 杆 件 AK 后 ,结构 就 成 为 自由 度 为 1 的 机 构 。 
在 该 机 构 中 ,B 点 的 虚 位 移 为 水 平方 向 ,但 ACED 部 分 因为 约束 不 能 移动 ,而 EHGI 部 分 
则 可 产生 刚体 运动 。 由 于 EE 点 不 动 , 故 EHGI 部 分 只 能 绕 E 轴 转 动 ,从 而 可 以 确定 H、G 
两 点 的 虚 位 移 的 方向 分 别 垂直 于 这 两 点 与 点 的 连 线 。 如 果 假 定 EHGI 绕 E 轴 有 一 个 虚 
转角 80, 则 瓦 .G 两 点 虚 位 移 的 大 小 即 为 

drn =EH . 80 =V2d » 50 

Src =EG . 0 =/5d » 80 
从 而 由 虚 位 移 投影 定理 ,可 分 别 求 得 K 、J 两 点 的 虚 位 移 在 水 平方 向 投影 的 大 小 为 


1 
Orgky 一 Srakn 一 rr。cos45" 一 V2d。30X 一 一 d 30 (a) 
V2 


ri 2 
二 =\V5d .30 .二 =2d .30 (b) 
/5 V5 


对 于 三 角形 BJK .已 知 KJ 两 点 的 虚 位 移 在 水 平方 向 的 投影 及 B 点 虚 位 移 为 水 平方 
向 ,按照 前 面 的 已 知 结论 还 无 法 直接 计算 出 K 点 的 虚 位 移 。 

为 求 开 点 的 虚 位 移 , 不 妨 假设 三 角形 BJK ,产生 一 个 虚 转 角 8p。 以 B 点 为 基点 ,由 虚 
位 移 合成 定理 可 得 


Srj,se = re,e =6re * 


Srk 一 rs 十 SrkB 


而 
Orks 一 09 X rak 
故 有 
Brk 一 0rs 十 09 XrBek (c) 
同样 可 得 到 
Sr; 一 Sra 十 09 Xrgi (d) 


由 于 已 经 求 出 了 6rx 和 3ry 在 水 平方 向 的 投影 ,利用 虚 位 移 投影 定理 ,将 式 (c) 和 (d) 在 
水 平方 向 投影 ,并 利用 式 (a) 和 (b) ,可 得 


jl 
Srs + rer dp RK "60 
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2 
Srs 十 radg 人 “30 


将 rpk 二 V2d ,raj 二 V54 分 别 代 入 上 述 两 个 方程 可 得 方程 组 
6rs +ddp=d .30 
6rs +2d89=2d. 50 

求解 可 得 : 6rs 二 0,6g 二 60。 从 而 K 点 的 虚 位 移 为 

Srk 一 89 X rak 60k X (di +dj)=d . 80(i—j) (Ce) 
其 中 性 了 分 别 为 水 平 向 右 、 铅 垂 向 上 及 垂直 平面 向 外 的 标准 单位 矢量 。 

对 图 13. 2. 12(b) ,利用 虚 位 移 原理 可 得 
下 。Src 十 Fi 。srk 一 0 (f) 


和 
F .6rc=—Fpd60, 二 二 区 =- 一 下 (g) 
将 式 (e)、(g) 代 入 式 (f) 可 得 
= 人 sd 0 
V5 V5 
考虑 到 80 冯 0, 则 有 下 ,二 V5 。 即 杆 件 AK 的 内 力 为 /5 下 。 
【说 明 】 @ 例 13. 2.6 中 虚 位 移 的 计算 没有 一 个 常见 的 公式 可 用 ,对 于 这 种 情况 下 的 虚 
位 移 计 算 , 本 例 提供 了 一 个 基本 的 思路 。 回 关于 例 13. 2. 6 的 讨论 ,请 见 文献 [25] 和 [26] 。 
【 例 13.2.7】〗 图 13. 2. 13 所 示 结 构 中 各 杆 重量 均 不 计 。O:B 平行 于 EG ,O01D 垂直 于 
AB,0 二 30"。 除 AB、CD 杆 外 ,各 杆 长 均 为 1。 在 已 知 下 与 M 的 条 件 下 , 杆 件 系统 处 于 平 
衡 。 求 杆 AB 的 内 力 。 


图 13.2.13 例 13.2.7 图 例 13.2.7 的 解答 


13.2.4 以 广义 力 表示 的 质点 系 平衡 条 件 
由 式 (13. 2.4) 可 将 式 (13. 2. 7) 改 写 为 


6W = DF,. or; -Pr, i 


j=1 9g; 


人 


区 
N nn Dr N 
=> (Pr, )g, = > Qsg =0 (13.2.9) 
j=1 ‘i=1 9g; j=1 
其 中 
a Ep 
Qi= (13. 2. 10) 
i=1 ogj; 
称 为 广义 力 。 


【说 明 】 式 (13.2.10) 中 的 力 下 ; 均 为 主动 力 ,而 式 (13.2.6) 中 的 力 Fni 均 为 约束 反 力 。 
因为 广义 坐标 6q; (j 二 1,2,…,N) 相 互 独 立 , 由 式 (13. 2.9) 可 得 

Q; =0 y= C1 Dy 
风 此 虚 位 移 原 理 也 可 叙述 为 : 具有 双 侧 、 定 常 、 理 想 约束 的 质点 系 ,在 某 一 位 形 能 继续 
保持 静止 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 : 所 有 与 广义 坐标 对 应 的 广义 力 均等 于 零 。 这 是 以 广义 
力 表 示 的 质点 系 平衡 条 件 。 

由 式 (13. 2.10) 可 得 广义 力 的 解析 表达 式 为 


3 az， ay ai > 
Q = (Fs e+F, e+F: ， j=1,2, oN (和 一 
2 9g; ”ai zy 


质点 系 的 广义 力主 要 有 以 下 两 种 计算 方法 : 
1. 解析 法 


列 写 出 主动 力 在 坐标 系 上 的 投影 和 主动 力作 用 点 的 位 置 坐标 (为 广义 坐标 的 函数 ) , 代 
人 式 (13.2.12) , 便 可 求 出 质点 系 的 广义 力 。 


2. 几何 法 


对 于 有 NN 个 自由 度 的 质点 系 ,将 其 中 的 N 一 1 个 自由 度 * 锁 住 ”, 使 质点 系 只 有 一 个 广 

义 虚 位 移 6q; 不 等 于 零 ,这样 质 点 系 的 虚 功 为 : 6W, 一 Qi 6g;。 于 是 可 得 
dW, 
了 本 

即 每 次 只 给 出 一 个 对 应 于 广义 坐标 的 虚 位 移 ,就 可 以 求 出 相应 的 广义 力 。 

【 例 13.2.8】 机 构 由 两 匀 质 杆 贸 结 而 成 (图 13.2.14(a))。 已 知 : 杆 OA 长 为 41, 重 为 
Wi, 杆 AB 长 为 1,, 重 为 W,。 在 自由 端 B 作用 一 水 ， 
平 力 下 。 试 求 系统 在 铅 垂 平面 内 处 于 平衡 时 , 杆 OA o 
和 AB 与 铅 垂 线 的 夹 角 0， 和 0 。 


一 1,2,…… ,入 (C1362:13) 


【 解 】 此 质点 系 有 两 个 自由 度 , 选 广义 坐标 为 可 
0 和 0:。 现 分 别 用 解析 法 和 几何 法 分 别 求 解 。 SA 
(1) 解析 法 。 建 立 直角 坐标 如 图 13. 2. 14(b) 所 
(a) (b) 


示 , 先 列 出 各 主动 力 的 投影 
Fe =Wi, Fp,=W,, Fa 一 下 图 13.2.14 例 13.2.8 图 
再 列 出 与 主动 力 相 关 的 坐标 ,由 图 13. 2. 14 可 知 
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L 让 
yc 一 立 cosbh ， yp 一 人 acosO) 十 有 cosb。 ， za 一 /isin0 十 /2sin0， 
其 对 广义 坐标 的 偏 导 数 分 别 为 


ayc Si 9yc 

a0, 2 sin0i ， 30, 0 

9yp ; ayp 雪 
a0, 一 一 /sinb, ， 50。 一 一 7 sinbs 
Dr 9 

一 一 /cosb,， 一 /zcosO02 

50， 50。 


代入 式 (13. 2. 12) ,得 对 应 于 广义 坐标 0, 和 0: 的 广义 力 ,为 


Qs, FWulisin, W,lisin0 十 FicosO， 
Qo, = 一 二 Wassing， 十 Flacosb0， 


根据 平衡 条 件 式 (13. 2. 11) ,所 有 的 广义 力 等 于 零 。 


由 Qa, 一 0, 得 : 0 =arctan( 


2F 
W, +2W, ) ' 


由 Q,, 二 0 ,得 : ,=aretan (WY). 
(2) 几何 法 。 先 令 60, 二 0, 即 锁 住 9; ,使 0, 不 变 , 质 点 系 只 有 80, 不 为 零 时 ,其 各 点 虚 
位 移 如 图 13. 2. 15(a) 所 示 , 其 虚 功 为 
Wo =—WisinO, 6rc — Wssin06rp + FecosOi ors (a) 
因 : 6rgs 二 6rp 二 6r4 二 26rc 二 L1601, 代 入 式 (a), 有 


awo, =( 了 Wising， Wsin0, 十 Feosg, ) L160 


dWo, 1 
可 得 广义 力 : Qo, 丁 2 WailisinO, Wisin0, 十 Ficosbi 。 
1 


图 13.2.15 例 13.2.8 的 解 图 


再 令 59, 二 0, 即 锁 住 9, ,使 0, 不 变 ,质点 系 只 有 30, 不 为 零 时 ,其 各 点 虚 位 移 如 图 13. 2. 15(b) 
所 示 ,其 虚 功 为 

3W。 = — Wsin0,6rp 十 FFcosg20re (b) 
因 : Srs 王 23ro 一 5280: ,代入 式 (b), 有 


aw,, =( 一 到 Wasing， + Feos0, ) /280， 


SW,, 1 
可 得 广义 力 : Q,, 机 2 WalzsinO, HFl,cos0,。 
2 


两 种 方法 得 到 的 广义 力 相 同 ,从 而 可 得 到 相同 的 结果 。 
13.3 势力 场 中 物体 系统 的 平衡 条 件 及 平衡 稳定 性 


势力 场 中 质点 系 的 广义 力 及 平衡 条 件 


13.3.I 
由 有 势力 的 概念 知 , 当 主动 力 F;(i 二 1,2,…,n) 均 为 有 势力 ,其 表达 式 为 
aV aVv F, ee 


(a % ， 
时 > By 
故 , 主 动力 系 在 虚 位 移 中 的 元 功 之 和 可 表示 为 
SW = Dlr, 。6r; 一 5) (Pdi Py Pde 
i=1 pp 
> (ar 6 克 寺 Uz,) sy 
1 < 
FF 衡 时 ,势能 具有 驻 值 。 


| 

由 虚 位 移 原理 得 : 5V 二 0, 此 式 表 明 ,在 势力 场 中 质点 系 处 于 
若 用 广义 坐标 表示 势能 函数 为 : V=V(qi,qz,…' qt), 则 有 
aV a NM aV 

a 全 可 5 3 a 6g; 


9y: 


oaV 
dV dq1 
9g1 


N 
又 8W 二 一 8V ,考虑 到 式 (13. 2.9), 可 得 : 》) Qj6g; = 一 By 
j=1 j=1 od; 


9 
a, j=1,2,…,N Ca 
9g; 
由 式 (13. 2. 11) 可 得 质点 系 的 平衡 条 件 为 
8358: 汶 


J 
ag; 

应 用 此 公式 求解 具有 理想 约束 的 有 势力 系统 的 平衡 问题 时 ,选取 合适 的 广义 坐标 ， 

示 为 广义 坐标 的 函数 ,然后 将 此 函数 对 广义 坐标 求 偏 导数 , 即 可 得 所 需 的 平衡 


将 势能 
方程 。 


13.3.2 质点 系 在 势力 场 中 平衡 的 稳定 性 
当 质点 系 只 受 有 势力 作用 后 处 于 平衡 , 则 系统 的 机 械 能 守恒 ,质点 系 是 保守 系统 。 若 质 


点 系 在 某 一 位 置 处 于 平衡 , 却 可 能 具有 不 同 的 平衡 状态 。 例 如 ,3 个 相同 的 匀 质 小 球 放置 在 
图 13. 3. 1 所 示 的 波形 曲面 与 平面 上 ,A 、B、C 3 点 均 是 平衡 位 置 , 却 有 不 同 的 平衡 状态 。 小 
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球 在 上 凸 曲面 的 最 高 点 A 处 平衡 时 ,小 球 被 微小 
扰动 后 在 重力 作用 下 ,将 远离 原平 衡 位 置 ,这 种 在 
最 高 点 A 处 的 平衡 状态 称 为 不 稳定 平衡 ; 小 球 在 
下 四 曲面 的 最 低 点 B 处 平衡 时 ,小 球 被 微小 扰动 
后 ,小 球 在 重力 作用 下 总 能 回 到 原平 衡 位 置 或 在 

过 原 位 置 附近 运动 ,这 种 在 下 凹 曲 面 的 最 低 点 B 

图 13. 3. 1 平衡 位 置 的 类 型 处 的 平衡 状态 称 为 稳定 平衡 ; 小 球 在 水 平面 上 

C 处 平衡 时 , 当 小 球 受 到 微小 扰动 后 ,能 在 任意 位 置 继 续 保持 平衡 ,这 种 平衡 状态 称 为 随 

遇 平衡 。 
研究 平衡 的 稳定 性 具有 很 大 的 实际 意义 。 一 般 情况 下 ,工程 结构 要 求 在 稳定 平衡 的 状 

态 下 工作 。 这 样 就 需要 判别 结构 平衡 是 否 具有 稳定 性 。 

经 过 进一步 的 研究 , 拉 格 朗 日 - 狄 利克 雷 提出 一 个 关于 保守 系统 平衡 稳定 性 的 定理 。 即 
质点 系 在 平衡 位 置 的 势能 具有 极 小 值 , 则 该 平衡 是 稳定 的 ; 若 势能 为 非 极 小 值 , 则 其 平衡 是 
不 稳定 的 。 

下 面 仅 讨论 具有 理想 约束 的 单 自由 度 保 守 系 统 的 平衡 稳定 性 。 以 4 为 广义 坐标 ,系统 


的 势能 可 表示 为 : V 二 V(g)。 因 为 在 平衡 位 置 上 势能 V 具有 驻 值 , 即 : 训 一 0, 由 此 式 可 求 
出 平衡 位 置 4 一 wo 。 


若 (2 习 ) ”>0, 势 能 将 具有 极 小 值 ,平衡 是 稳定 的 ; 若 (2 ) 
“gq =go 


gq= 


去 0, 则 势能 将 具有 


4 一 


ey 


极 大 值 ,平衡 是 不 稳定 的 ; 关公 一 0, 则 要 根据 更 高 阶 的 导数 来 判断 是 否 稳定 。 


如 果 在 各 阶 导 数 中 ,第 一 个 非 零 导 数 是 偶数 阶 的 ,并 且 为 正 值 , 则 势能 为 极 小 , 平 衔 是 稳 
定 的 ; 若 为 负 值 , 则 势能 为 极 大 ,平衡 是 不 稳定 的 。 如 果 所 有 各 阶 导数 均 为 零 ,表明 V 是 常 
量 ,平衡 将 是 随 遇 的 。 

【 例 13.3.1】 一 长 为 质量 为 m 的 匀 质 杆 , 在 B 点 系 以 刚 
度 系数 为 & 的 弹簧 ,点 A 置 于 光滑 的 水 平面 上 ,如 图 13. 3.2 所 
示 。 当 杆 AB 直立 时 ,弹簧 无 形变 。 已 知 : mg 二 2&1。 试 求 杆 的 
平 衔 位 置 C(g) 及 其 平衡 的 稳定 性 。 

【 解 】 本 例 为 一 个 自由 度 系 统 , 取 9 为 广义 坐标 ,以 水 平面 
为 重力 零 势 面 ,以 弹簧 原 长 处 为 弹性 力 的 零 势 点 , 则 系统 的 势 
能 为 


图 13.3.2 例 13.3.1 图 


V=mg Ssing + Fk —lsing)” (a) 
势能 V 对 广义 坐标 9 的 一 阶 导 数 为 
dV  / 。 
2 cosp[mg — 2kL(1— sing)] (b) 
x 六 i 
令 p 一 0， 即 得 系统 的 平衡 位 置 为 


cosp =0 (ce) 


ja 
353 
> 


的 
mg — 2kl(1— sing)=0 (d) 
由 式 (@ 得 : 9 一 二 ,9: 一 一 了 


由 式 (d) 得 : ps=arcsin(1—28). 


2kl 
接 下 来 确定 这 三 个 位 置 的 平衡 稳定 性 。 由 于 
dV i 
[C2kl — meg)sing + 2klcos29] Ce) 
dp ” 2 
或 
2 
a , [C2gl mg )sing + 2kL(1 2sin?p)] Cf) 
dp 2 
当 8i 一 过 时 ,由 式 (e) 得 
dV 1 


2 


2 | gy 
[en mg )sin 2 二 2hleosr| Dm8 <0 


,2 


因而 在 g1 一 子 位 置 , 杆 AB 的 平衡 是 不 稳定 的 。 


当 ps 二 一 也 时 , 仍 由 式 (e) 得 


dv 
dp’ 


即 在 9 一 一 于 位置 ,AB 杆 的 平衡 也 是 不 稳定 的 ; 不 过 图 示 机 构 实 际 上 不 可 能 出 现 gp; 的 
情况 。 
当 gs 一 arcsin(1 一 2& ) 时 ,由 式 (D 得 


-学 (其 < 


“= 


2kL 
dV l mg\, mg \? mg 
a | 7 (2k ma) (1 2 ) an 2(1 2%) | mal (1 8) 
生食 


当 mg 二 4kl 时 ， 


| 二 0, 即 只 要 9s 存在 , 杆 AB 的 平衡 是 必然 稳定 的 。 


【 例 13.3.2】 如 图 13. 3. 3 所 示 , 物 体系 统 位 于 铅 垂 平面 内 ,两 个 杆 件 的 重量 均 为 W， 
长 度 均 为 !。 当 0 一 90 "时 线性 弹簧 长 度 为 原 长 ' 试 确定 系统 处 于 平衡 时 ,在 0 二 0 二 90 范围 
内 角度 0 的 数值 ,并 判断 其 稳定 性 。 圆 轮 的 质量 不 计 。 


5 0 Kk 
图 13.3.3 例 13.3.2 图 例 13. 3. 2 的 解答 


【注意 】 在 应 用 虚 功 原理 的 结论 确定 物体 系统 的 平衡 位 置 以 及 判断 平衡 位 置 的 稳定 性 
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时 ,必须 确保 作用 在 系统 上 的 所 有 力 均 为 保守 力 , 例 如 , 例 13.3.1 和 例 13. 3.2 中 的 重力 和 
弹性 力 。 


< = 


13-1 选择 题 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 

让 A em 中 
A. 虚 位 移 与 外 力 无 关 
B. 实 位 移 不 可 能 是 虚 位 移 中 的 一 个 
C. 实 位 移 一 定 是 虚 位 移 中 的 一 
D. 虚 位 移 是 微小 位 移 , 且 必须 满足 约束 条 件 

2. 图 示 系 统 中 主动 力作 用 点 C.D 、B 的 虚 位 移 大 小 的 比值 为 ( )s 
| 1 
多 D: lL:2a1 

3. 四 根 等 长 ,等 重 的 均 质 直 杆 用 贸 链 连接 起 来 ,再 将 两 端 用 匀 链 固定 在 同一 水 平 线 上 ， 

如 图 所 示 ,平衡 时 图 示 两 个 角度 9 和 8B 之 间 的 关系 是 ( bs 

A. tanp8 王 3tan0 B. tan0 王 3tanB8 
C.tan8 一 2tan0 D. tan0 一 2tanp8 


选择 题 2 图 选择 题 3 图 


4. 图 示 系 统 中 ,O 处 为 轮轴 , 绳 与 滑轮 之 间 没 有 相对 滑动 , 则 物 块 A 与 物 块 已 的 虚 位 
移 大 小 的 比值 为 ( 和 
入 8 B. 4 C5 D. 6 
5. 图 示 平 面 机 构 ,CD 连 线 铅 直 , 杆 BC 二 BD。 在 图 示 瞬 时 , 角 yg 二 30", 杆 AB 水 平 , 则 
该 瞬时 点 A 点 和 点 C 的 虚 位 移 大 小 之 间 的 关系 为 ( Ds 


3 

起. bra 一 本 brc B. 8raA 一 V3 rc 
V3 1 

€ ei Orc D, dra=orc 


6. 图 示 平 面 结构 中 ,AB=BC=CD=AD=/, 角 0 一 60"。 设 杆 重 及 摩擦 不 计 , 用 虚 位 
移 原 理 求 在 铅 直 力 下 作用 下 AC 杆 和 CD 杆 的 内 力 应 分 别 为 ( 站 


3 芭 
A. Fc 一 起 F( 拉 力 ),Fco 一 一 了 F( 压 力 ) 
3 w 
B. Fac 二 F( 拉 力 ) ,Fer = 一 私 F( 压 力 ) 


3 
SC: Rie 一 FC 压力) ,Fos 一 一 起 (拉力 ) 


i Fc 一 二 (拉力 ) ,Fao 一 二 F( 拉 力 ) 
7. 机 构 在 图 示 瞬 间 有 0 二 B= 二 45° ,车 A 点 的 虚 位 移 为 5r4, 则 B 点 的 虚 位 移 的 大 小 


brs 一 (  ),OC 杆 中 点 D 的 虚 位 移 的 大 小 6rp 二 (  )。 
A. Sra B. 0. 58rA C. 28r4 D. 0 


选择 题 6 图 选择 题 7 图 


8. 图 示 系统 中 ,A 点 的 虚 位 移 大 小 6ra 与 C 点 的 虚 位 移 大 小 Src 的 比值 为 ( is 
A. 壤 sin*0 B. 站 cosg CG: 和 anzg D. 全 sinzg 

9. 图 示 系 统 在 力 偶 M 与 力 正 共同 作用 下 处 于 平衡 。 设 B 处 的 摩擦 因数 为 /,, 则 关于 
B 处 的 摩擦 力 , 与 其 虚 位 移 rs 两 者 的 方向 的 说 法 中 ,正确 的 有 ( Ns 


选择 题 8 图 


A. 下 ,与 6rs 方向 必须 相反 

B. ,与 6rs 方向 必须 相同 

C. 6rs 的 方向 向 左 、 向 右 可 以 任意 

D. FF, 的 方向 向 左 、 向 右 可 以 假设 ,因为 题目 未 说 明 是 否 为 临界 平衡 状态 

E. 下 ,与 Srs 两 者 的 方向 之 间 不 存在 必然 联系 

10. 如 果 一 点 的 虚 位 移 在 图 示 15 方向 n, 的 投影 为 6r ,在 

45 方向 ns 的 投影 为 267 , 则 点 的 虚 位 移 在 75 方向 ns 上 的 投影 
为 ( Ds 


A. (2V3—1)8r B. (2V3 十 1)8r 
c. 2 D. 选择 题 10 图 


13-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 和 人 括号 内 ,认为 正确 的 打 ”/ ”, 错 误 的 打 " 义 7 
1. 不 管 对 任何 约束 ,因为 实 位 移 和 虚 位 移 都 是 约束 所 许可 的 无 限 小 位 移 ,所 以 实 位 移 


必定 总 是 诸 虚 位 移 中 的 一 个 。 ( ) 
2. 任意 质点 系 的 平衡 条 件 都 是 : 作用 于 质点 系 的 主动 力 在 系统 的 任何 虚 位 移 上 的 虚 
功 之 和 等 于 零 。 ( ) 
3. 虚 位 移 是 假想 的 , 极 微小 的 位 移 , 它 与 时 间 、 主 动力 以 及 运动 的 初始 条 件 无 关 。 
( ) 
4. 质点 系 的 虚 位 移 是 由 约束 条 件 所 决定 的 ,具有 任意 性 ,与 所 受 力 及 时 间 无 关 。 
( ) 
5. 如 果 一 点 的 虚 位 移 在 两 个 不 同方 向 的 投影 等 于 零 , 则 该 虚 位 移 一 定 为 零 。 ( ) 
6. 刚体 上 一 点 的 虚 位 移 的 大 小 与 到 刚体 的 虚 位 移 中 心 的 距离 成 正比 。 ( ) 
7. 合力 在 某 一 组 虚 位 移 上 的 虚 功 一 定 等 于 其 所 有 分 力 在 此 组 虚 位 移 上 的 虚 功 之 和 。 


( 
8. 虚 位 移 原理 能 用 来 求解 力 之 间 的 关系 ,但 不 能 求 质点 系 的 平衡 位 置 。 ( 
9. 虚 位 移 原 理 只 适用 于 具有 理想 约束 的 系统 。 ( 
10. 虚 位 移 原 理 是 质点 系 平衡 的 充分 必要 条 件 。 ( 
13-3 ”图 示 曲 柄 连 杆 机 构 , 滑 块 与 导轨 间 有 摩擦 力 FF, 问 : 
(1) B 点 的 虚 位 移 6rs 是 否 必须 与 摩擦 力 方向 相反 ? 
(2) 若 摩擦 力 数值 达到 最 大 值 下 ,。 :能 否 给 B 点 以 虚 位 移 ? 为 什么 ? 


Wie Se ni i 


13-4 用 虚 位 移 原理 求 图 (a) 中 B 点 铅 直方 向 的 约束 力 时 , 若 取 坐 标 系 如 图 (b) 所 示 ， 
解除 B 点 铅 直 约 束 , 代 之 以 力 , 则 : ys 二 0,yp 二 3lsing ,6yg 一 0,6yn 二 3Lcosg69, 代 入 虚 功 
方程 : 下 ，6yn 十 Fp,* 6y8 二 0, 得 下 ，6yn 王 0, 与 原 题 蔬 盾 ,错误 在 哪 ? 


思考 题 13-3 图 思考 题 13-4 图 


13-5 图 示 各 滑轮 处 于 平衡 ,试用 虚 位 移 原理 求 P，: P, 的 值 (不 计 摩 擦 )。 


[a 


(a) (b) (©) (d) 
思考 题 13-5 图 


13-6 ”广义 力 与 广义 坐标 有 什么 联系 ? 计算 广义 力 时 ,其 相应 的 广义 虚 位 移 是 否 可 以 
任意 选取 ? 
13-7 ”如 果 物 体 只 受 重力 作用 ,物体 平衡 的 稳定 性 与 其 重心 的 位 置 有 何 关 系 ? 


习题 


13-1 在 图 示 曲 柄 压榨 机 构 中 的 曲柄 OA 上 作用 一 力 偶 , 其 矩 M=50 N. m, 若 OA 二 
r= 一 0.1 m,BD= 二 DC 二 ED 二 1 二 0.3 m。 人 OAB 一 90",0 二 15°, 各 杆 重 不 计 。 求 水 平 压榨 力 
F 的 大 小 。 
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13-2 在 图 示 机 构 中 ,曲柄 OA 上 作用 一 力 偶 , 其 矩 为 M, 另 在 滑 块 D 上 作用 水 平 力 
正 。 机 构 尺 寸 如 图 所 示 。 求 当 机 构 平衡 时 , 力 正 的 大 小 与 力 偶 矩 M 的 关系 。 


ee 
习题 13-1 图 习题 13-2 图 习题 13-2 解答 


13-3 图 Ca) ,图 Cb) 所 示 机 构 在 图 示 位 置 平衡 ,尺寸 与 角度 如 图 所 示 ,不 计 构 件 自重 与 
摩 掠 , 求 平 衡 时 矩 为 M 的 力 偶 与 为 下 之 间 的 关系 。 

13-4 图 示 机 构 在 力 Fi 与 F, 作用 下 在 图 示 位 置 平衡 ,不 计 各 构件 自重 与 各 处 摩擦 ， 
OD=BD=4,。 求 Fi/F, 的 值 。 


习题 13-3 图 习题 13-4 图 


13-5 滑 套 D 套 在 光滑 直 杆 AB 上 ,并 带动 CD 杆 在 铅 垂 滑 道上 滑动 ,如 图 所 示 。 已 知 
当 0 一 0 时 ,弹簧 等 于 原 长 , 且 刚 度 系数 为 5 kN/m。 若 系统 的 自重 不 计 , 求 在 任意 位 置 0 角 
平衡 时 ,在 AB 杆 上 应 加 多 大 的 力 偶 矩 M 。 


er 

0 ET 
300 mm 回 Sle 

习题 13-5 图 习题 13-5 解答 


13-6 ”两 等 长 杆 AB 与 BC 在 了 3 点 用 铵 链 连接 .又 在 杆 的 D 和 已 两 点 连 一 弹簧 ,如 图 
所 示 。 弹 簧 的 刚度 系数 为 &, 当 距离 AC 等 于 a 时 ,弹簧 的 拉力 为 零 。 如 在 C 点 作用 一 水 平 
力 下 , 杆 系 处 于 平衡 。AB 一 !,BD 一 0/. 杆 重 及 摩擦 略 去 不 计 。 求 距离 AC 之 值 。 

13-7 ”图 示 结 构 , 各 杆 重 不 计 。 在 G 点 作用 一 铅 直 向 上 的 力 下 ,在 C、G 两 点 之 间 连 接 
一 自重 不 计 、 刚 度 系数 为 的 弹簧 。 在 图 示 位 置 弹簧 已 有 伸 长 量 5,,AC 一 CE 一 CD 一 CB 一 


习题 13.6 图 习题 13.7 图 


13-8 在 图 示 机 构 中 ,曲柄 AB 和 连 杆 BC 为 均 质 杆 , 具 有 相同 的 长 度 和 质量 mi , 滑 块 
C 的 质量 为 ms ,可 沿 倾角 为 9 的 导轨 AD 滑动 。 设 约束 都 是 理想 的 。 求 系统 在 铅 垂 平面 内 
的 平衡 位 置 (p 角 ) 。 


c 
mig ms D 加 
习题 13-8 图 习题 13-8 解答 


13-9 ”三 均 质 细 杆 以 贸 链 相连 ,其 A 端 和 B 端 另 以 铵 链 连 接 在 固定 水 平 直线 AB 上 ， 

如 图 所 示 。 已 知 各 杆 的 重量 与 其 长 度 成 正比 .AC 二 a ,CD 二 DB 二 2a ,AB 二 3a。 设 贸 链 为 
理想 约束 。 求 杆 系 平衡 时 0.8 和 7 间 的 关系 。 
从/ V8 


习题 13-9 图 


13-10 长度 为 2/ 的 均 质 杆 AB , 置 于 光滑 半圆 槽 内 , 槽 的 半径 为 >, 如 图 所 示 。 试 求 平 
衡 位 置 0 角 和 /1 、r 的 关系 。 

13-11 半径 为 R 的 滚 子 放 在 粗糙 水 平面 上 , 连 杆 AB 的 两 端 分 别 与 轮 缘 上 的 A 点 和 
滑 块 已 铵 结 。 现 在 滚 子 上 施加 和 矩 为 M 的 力 偶 ,在 滑 块 上 施加 力 ,使 系统 于 图 示 位 置 处 平 
衡 。 设 力 下 为 已 知 , 忽 略 滚动 摩 阻 ,不 计 滑 块 和 各 铵 链 处 的 摩擦, 不 计 AB 杆 与 滑 块 B 的 质 
量 , 滚 子 有 足够 大 的 重量 权 。 求 力 偶 矩 M 以 及 深 子 与 地 面 间 的 摩擦 力 下 ,。 


习题 13-10 图 习题 13-11 图 


13-12 ”用 虚 位 移 原理 求 图 示 顶 架 1、2 两 杆 件 的 内 力 。 
13-13 杆 AB、CD 由 铵 链 C 连接 .并 由 铵 链 A、D 固定 ,如 图 所 示 。 在 AB 杆 上 作 上 


铅 垂 力 下 ,在 CD 杆 上 作用 一 力 偶 M ,不 计 杆 重 。 试 用 虚 位 移 原理 求 支 座 D 处 的 约束 力 。 


习题 13-12 图 


习题 13-13 图 


13-14 ”如 图 所 示 的 组 合 梁 ,其 上 作用 有 荷载 F， 
为 M 二 2 kN 。m 的 力 偶 。 摩擦 及 梁 的 质量 略 去 不 计 。 
偶 矩 MA 。 


13-15 ”两 相同 的 均 质 杆 , 长 度 均 为 / ,质量 均 为 m, 其 上 各 作用 如 图 所 示 的 矩 为 M 的 力 
偶 。 试用 虚 位 移 原 理 求 在 平衡 状态 时 , 杆 与 水 平 线 之 间 的 夹 角 0 、0,。 


5 kN,F, 二 4 kN,F, 二 3 kN, 以 及 和 拢 
用 虚 位 移 原理 求 固定 端 A 的 约束 力 


五 F M Fy 


an a 1ml 3m | 


习题 13-14 图 习题 13-15 图 


Me 
国 峡 机 
习题 13-15 解答 


13-16 术 架 如 图 所 示 ,荷载 下 作用 在 节点 C 上 。 试 用 虚 位 移 原理 求 各 杆 内 力 。 


Ds 
习题 13-16 图 习题 13-16 解答 
13-17 试用 虚 位 移 原理 求 图 示 检 架 中 杆 件 AB 的 内 力 , 设 9==30",F==10 kN。 


习题 13-17 图 
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13-18 ” 术 架 尺寸 及 荷载 如 图 所 示 , 已 知 F, 一 10 kN,F, 一 20kN,.8 一 30".0 一 45", 试 用 
虚 位 移 原理 求 杆 件 CD 、CG 的 内 力 。 


习题 13-18 图 习题 13-18 解答 


13-19 图 示 铬 垂 面 内 的 3 个 均 质 齿轮 ,其 上 分 别 附着 重量 为 W,、W,、Ws 的 质点 。 若 
Wi 二 Ws 二 2W ,Ws 二 W ,e 二 V37 ,不 考虑 摩擦 。 试 求 系统 的 平衡 位 置 ,并 研究 其 稳定 性 。 


习题 13-19 图 习题 13-19 解答 


13-20 ”图 示 不 计 质 量 的 杆 件 OA 受 集 中 力 F 作用 ,已 知 杆 件 在 转动 过 程 中 ,弹簧 一 直 
保持 水 平 , 且 弹簧 的 刚度 系数 为 上 《, 试 确定 系统 的 平衡 位 置 及 其 稳定 性 。 


习题 13-20 图 习题 13-20 解答 


13-21 图 示 物体 系统 位 于 铅 垂 平面 内 ,两 个 杆 件 的 重量 均 为 W, 长 度 均 为 !。 当 0=0 
时 弹簧 长 度 为 原 长 , 当 0=60 "时 杆 件 处 于 平衡 状态 。 试 确定 弹簧 的 刚度 系数 & ,并 判断 该 位 


置 的 稳定 性 。 
A B k 
’ 
Y 


习题 13-21 图 
13-22 ”图 示 均 质 物 体 由 一 个 半球 和 一 个 圆柱 体 组 合 而 成 ,并 置 于 水 平面 上 。 试 证 明 该 
平衡 位 置 只 有 当 * 盖 V27 才 是 稳定 的 。 
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习题 13-22 图 习题 13-22 解答 


13-23 已 知 0 一 90" 时 弹簧 为 原 长 。 试 确定 系统 处 于 平衡 时 ,在 0 生 0 一 90" 范 
0 的 数值 ,并 判断 其 稳定 性 。 


内 角度 


习题 13-23 图 习题 13-23 解答 


13-24 图 示 均 质 杆 件 重量 为 友 , 当 杆 件 位 于 铅 垂 位 置 (0= 王 0) 时 弹簧 为 原 长 。 证 明 ， 
(1)0=0 时 的 位 置 杆 件 处 于 平衡 ,(2) 当 2&1 二 W 时 .0=0 的 平衡 位 置 是 稳定 的 。 


习题 13-24 图 习题 13-24 解答 


专 题 


本 篇 主要 讨论 几 个 专题 ,包括 :分 析 动力 学 基础 ( 含 动力 学 普遍 方程 .第 二 类 拉 格 朗 上 日 方 
程 . 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 .哈密 尔 顿 正 则 方程 和 哈密 尔 顿 原 理 ) 碰撞 和 振动 基础 。 

分 析 力 学 的 黄 基 人 是 拉 格 朗 日 ,他 在 1788 年 发 表 的 (分 析 力 学 》 开 创 了 分 析 力 学 的 新 领 
域 。 可 以 看 到 ,第 13 章 介绍 的 虚 位 移 原理 是 利用 虚 功 的 概念 讨论 静 力 学 平衡 问题 应 满足 的 
条 件 以 及 系统 在 平衡 位 置 的 稳定 性 问题 , 称 之 为 分 析 静 力学 。 这 样 只 用 一 个 原理 就 概括 了 
各 种 类 型 的 平衡 方程 ,简洁 而 统一 。 对 于 动力 学 问题 ,首先 通过 施加 惯性 力 将 动力 学 问题 转 
化 为 形式 上 的 静 力学 问题 ,然后 再 利用 虚 位 移 原理 建立 虚 功 方程 ,得 到 解决 动力 学 问题 的 动 
力学 普遍 方程 。 这 种 方法 虽然 应 用 普遍 但 运算 复杂 。 拉 格 朗 日 通过 对 约束 方程 和 动能 的 讨 
论 ,将 动力 学 发 展 到 了 一 种 尽善尽美 的 境界 ,形成 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 及 第 一 类 方程 。 哈 密 
尔 顿 正则 方程 与 拉 格 朗 日 方程 完全 等 价 , 形 式 简 洁 而 对 称 ,而 哈密 尔 顿 原理 是 应 用 最 普遍 的 
变 分 原理 之 一 ,不 仅 简洁 、 紧 次, 而 且 在 非 力学 领域 也 有 重要 作用 。 

作为 动力 学 理论 的 应 用 ,本 篇 介绍 了 碰撞 和 振动 基础 。 
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分 析 动 力学 基础 


在 本 章 之 前 ,由 牛顿 定律 ma 二 建立 起 来 的 动力 学 体系 中 , 除 动能 定理 外 ,在 求解 问 
题 过 程 中 ,都 不 可 避免 地 出 现 大 量 的 未 知 约束 力 , 而 动能 定理 本 身 难以 求解 一 般 多 自由 度 系 
统 的 问题 ,因此 对 多 约束 、 多 自由 度 系统 的 动力 学 问题 , 拉 格 朗 日 (J-L. Lagrange 1736 
1813) 应 用 达 朗 贝尔 原理 ,并 将 虚 位 移 原 理 推广 到 动力 学 ,从 而 建立 了 著名 的 “ 拉 格 朗 日 方 
程 ”, 开 创 了 分 析 动 力学 新 体系 ,继而 哈密 尔 顿 等 人 又 开创 了 哈密 尔 顿 力 学 ,从 而 将 古典 力学 
推进 到 一 个 新 高 度 。 

在 本 章 讲述 的 分 析 动 力学 基础 中 ,主要 以 完整 系统 为 对 象 ,介绍 动力 学 普遍 方程 、 拉 格 
朗 日 方程 .哈密 尔 顿 原 理 等 基础 知识 。 


14.1 动力 学 普遍 方程 


应 用 达 朗 贝尔 原理 ,可 将 动力 学 问题 从 形式 上 转化 为 静 力 学 平衡 问题 ,而 虚 位 移 原 理 是 
解决 静 力 学 平衡 问题 的 普遍 原理 .因此 .将 达 朗 贝尔 原理 与 虚 位 移 原理 相 结合 ,就 可 以 得 出 
求解 动力 学 问题 普遍 适用 的 方程 一 一 动力 学 普遍 方程 。 

根据 达 朗 贝尔 原理 ,在 质点 系 运动 的 任意 瞬时 ,在 每 个 质点 上 都 假想 地 加 上 相应 的 惯性 
力 Fi 二 一 mia;， 则 作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 约束 力 与 惯性 力 构 成 一 平衡 力 系 。 

给 质点 系 一 虚 位 移 , 由 于 约束 是 理想 的 , 故 所 有 约束 力 在 任意 虚 位 移 中 的 元 功 之 和 为 
零 , 于 是 得 到 


3 或 0 人 

也 可 写成 解析 形式 ,为 本 
CE。 —mizi)* zr; 二 CR —miyi) * yi (Fi — mizi) * 6z; |]=0 (14.1.2) 
式 (14. 1.1) 或 式 (14. 1. 2) 即 为 动力 学 普遍 方程 .也 称 作 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 。 此 方 


程 表明 : 任 一 瞬时 ,作用 在 受理 想 约 束 的 质点 系 上 的 主动 力 与 惯性 力 ,在 质点 系 任 意 虚 位 移 
中 的 元 功 之 和 为 零 。 
由 于 达 朗 贝尔 原理 给 出 的 主动 力 ,约束 力 和 惯性 力 的 平衡 关系 是 对 每 一 瞬时 的 ,质点 系 
的 虚 位 移 也 是 对 给 定 瞬 时 的 ,因此 只 须 考虑 约束 的 瞬时 性 质 , 即 把 时 间 看 成 是 不 变 的 。 因 
此 ,动力 学 普遍 方程 对 定常 和 非 定 常 约束 都 是 适用 的 ,是 动力 学 中 普遍 而 统一 的 方程 。 涉 及 
非 定常 约束 时 ,可 将 非 定常 约束 在 此 瞬时 “冻结 "起 来 ,和 定常 约束 一 样 来 应 用 虚 位 移 原理 。 

【 例 14.1.1】 一 摆 长 按 规律 /==1, 一 vi (v= 二 const.) ; 
而 变化 的 单 摆 ( 图 14.1.1(a)), 其 质量 为 m .试用 动力 学 
普遍 方程 建立 此 摆 的 运动 微分 方程 。 

【 解 】 (1) 运动 分 析 

由 于 摆 长 的 变化 规律 已 知 , 摆 锤 A 的 位 置 可 由 广义 
坐标 0 确定 , 即 系统 是 一 个 受 非 定常 约束 的 单 自由 度 系 (a) Cb) 
统 。 取 直角 坐标 系 如 图 14. 1. 1(b) 所 示 , 摆 锤 A 的 加 速 图 14.1.1 例 14.1.1 图 
度 由 解析 法 表示 如 下 : 


X=(lo—vt)sin0, yy 一 (Lo 一 办)cosb 


ty 4 
mg 


z=(lo—v)Ocos0 —vsing, y=—(lo— vw)Osing — veosO 
r=(lo wt) (Ocos0 — Osing) 一 2ogcosb 
| (a) 
y us vi) (Osing 十 bcos0) 十 2ubsin0 
(2) 虚 位 移 分 析 
摆 锤 A 的 虚 位 移 也 可 用 解析 法 计算 ,这 时 将 1 视 为 常量 (时 间 冻 结 ) , 即 
6r 一 (一 zt)cos080 
(b) 


6y 一 (一 vt)sin060 
(3) 应 用 动力 学 普遍 方程 
运用 动力 学 普遍 方程 式 (14. 1.2), 有 
(0—mz)6r+ (mg —my)dy=0 (Ce) 
将 式 (a)、(b) 代 入 式 (c) 化 简 后 可 得 


m(lo ul)2080 + 2m (lo vvO0 — mg (lo — vt)singd0 =0 
由 于 60 去 0, 易 得 变 氛 长 单 摆 的 运动 微分 方程 为 


2v 8 


0 sin0 一 0 


2 一 焉 1 一 三 

【 例 14. 1. 2〗 质量 为 ms、 半径 为 的 匀 质 圆柱 , 放 在 粗糙 的 水 平面 上 作 纯 滚动 
(图 14.1. 2(a) ) ,一 摆 长 为 !、 摆 锤 的 质量 为 ms 的 单 摆 , 铵 结 在 圆柱 的 质心 上 。 试 用 动力 学 
普遍 方程 建立 此 质点 系 的 运动 微分 方程 。 

【 解 】 (1) 运动 分 析 

显然 系统 是 具有 两 个 自由 度 的 完整 系统 ,选取 x、9 为 广义 坐标 。 圆 柱 的 角 加 速度 、 圆 
柱 质心 的 加 速度 以 及 摆 锤 的 各 项 加 速度 , 均 可 通过 广义 速度 2 和 广义 加 速度 工 .9 来 表示 
(图 14.1. 2(b)) ,其 中 
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(a) 


图 14.1.2 例 14.1.2 图 


(2) 受 力 分 析 
圆柱 惯性 力 系 的 简化 结果 、 摆 锤 的 各 项 惯性 力 以 及 圆柱 和 摆 锤 的 重力 如 图 14. 1. 2(b) 
所 示 ,其 中 


1 
Mu =Jaa = FmAr'a, Fu =maaa 


(ps Fi=msaBba, Fi=msaBA 
(3) 虚 位 移 分 析 
令 9 保持 不 变 ,而 给 工 有 一 变 分 ra ,可 得 质点 的 虚 位 移 如 图 14. 1. 2(c) 所 示 , 其 中 

60 二 8ra/r,6rs 二 6xa; 再 令 Z 保持 不 变 , 而 给 pg 有 一 变 分 yp ,可 得 质点 系 的 虚 位 移 如 
图 14.1.2(d) 所 示 , 式 中 Srs 一 r8p。 

这 两 个 虚 位 移 是 彼此 独立 的 ,由 动力 学 普遍 方程 可 建立 两 个 运动 微分 方程 。 

(4) 应 用 动力 学 普遍 方程 

分 别 对 虚 位 移 8x。 和 sy 应 用 动力 学 普遍 方程 有 
Mud0— Fudra— Firdrs — Ficosporst Fisingors =0 


6 


一 CFielcosp)89 — (Fil)69— (mpglsing)d9=0 
将 式 (a)、(b) 代 入 式 (c) 化 简 后 为 两 自由 度 系统 的 运动 微分 方程 组 


| (Fm | ma )2 maplgcosg + malg’sing =0 


(ee +lp+gsing=0 


14.2 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 


动力 学 普遍 方程 虽然 是 普遍 而 统一 的 方程 ,但 由 于 该 方程 采用 直角 坐标 系 描述 
质点 he i etre 如 采用 
义 坐 标 , 则 可 以 得 到 与 自由 度数 相同 的 独立 的 运动 微分 方程 。 这 种 用 广义 坐标 表示 的 动力 
学 普遍 方程 称 为 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ,简称 为 拉 格 朗 日 方程 。 

设 n 个 质点 组 成 的 具有 完整 、 理 想 约束 的 质点 系 , 有 个 自由 度 , 以 & 个 广义 坐标 


gq1v4qz、… qx 确定 质点 系 的 位 置 , 则 质点 系 中 任 一 质点 m; 的 矢 径 为 广义 坐标 与 时 间 的 矢量 
函数 , 即 
天 一 ri(glygz ge; 1), i=1,2,,n (a) 
质点 m; 的 虚 位 移 为 
or; > Fg, » =D an 
将 上 式 代 入 动力 学 普遍 方程 式 (14. 1. 1) ,可 得 


ar; 
> (F; ~— mia:i) > =—6g; 一 0 
i=1 jg 7 


大 as ar， n 。 
We Da ea, 0。 又 可 简写 为 
天 
>) (Qi +Qy)dg; =0 (b) 
j=1 
其 中 , Q; = Dr,. 称 为 广义 惯性 力 , 即 
ar; ww ar 
0 (c) 
由 于 6q1、6gs、…、6gx 是 彼此 独立 的 ,要 使 它们 取 任 意 值 时 方程 (b) 都 能 满足 ,必须 有 
Qi +Qy =0, j=1,2,°,k (d) 
广义 惯性 力 Qv 可 由 质点 系 的 动能 来 表示 。 有 
时 oAr; < dv; Or; d /这 Ar; d /9r; 
Qs 之 wa， ag, Om 二 . a 本 (Dm mi， 强 ) a 之 ”iv 。 la 
(e) 
o. 
为 了 简化 式 (6)， .需要 导出 5 、 2 ) 与 速度 w, 的 两 个 关系 式 。 式 (a) 对 时 间 4 求 导 为 
4 ar; or; 
-> ERR 二 六 (f) 
dv 
其 中 ,全 一 -为 广义 速度 。 将 式 (D 对 9 求 偏 导数 得 
9v; _ gr; 
aG; 9gi Ca) 
式 (g) 为 第 一 个 关系 式 。 再 将 式 (f) 对 任 一 广义 坐标 g, 求 偏 导数 ,有 
9v; 区 27; & oar; Chy 


6 
dg Eg 9g, 


另 一 方面 ,直接 由 矢 径 ~ 对 某 个 广义 坐标 g, 求 偏 导数 后 ,再 对 时 间 1 求 导 , 得 
d /9r; ET 9 /9r; 
di ( 雹 ) 之 ag; (i)s a () 人 


比较 式 (h)、(i) ,可 得 


ami d/or; 
9g; i 
式 0j) 为 第 二 个 关系 式 。 将 式 (g)、(j) 代 入 式 (e) ,得 


六 am n av, 切 半 a 
一) 


9g; 9g; 


注意 到 > (miv? ) 是 质点 系 的 动能 了 , 便 得 到 Qs 用 动能 表示 的 关系 式 


0) 


d /9T aT 
a -gl a9, (lk) 
将 式 (k) 代 入 式 (d) ,得 
d /oT aT 
人 二 Cl 


这 是 一 组 用 广义 坐标 表示 的 二 阶 微分 方程 ,也 就 是 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 。 因 为 第 二 类 
拉 格 朗 日 方程 采用 动能 和 广义 力 来 表示 ,所 以 ,应 用 它 可 简便 地 得 到 与 系统 的 自由 度 相 同 
的 ,相互 独立 的 运动 微分 方程 。 


如 果 系 统 中 的 主动 力 均 为 有 势力 , 则 广义 力 可 表达 为 ， Q=- 守 Gl,2 hh) 这 


时 式 (14. 2. 1) 可 写成 : A 


aT 6 6 
( 开 )- 开 = 9V 。 注 意 到 势能 函数 V 中 不 包含 广义 速度 人 ， 


dt ad ) 0 9g; 
aV 
即 5 一 一 0, 于 是 有 
9g; 
同一 站》 9 一 
| - ) (T—V) We 
dt di 9g; 
或 
aL aL 
6 (=) pe (14.2.2) 
dt\ag;/! 9g; 
式 中 
L=T—V GIA.2. 3 
称 为 拉 格 朗 日 函数 ,又 称 为 动 势 。 


如 果 质 点 系 所 受 的 力 除 有 势力 外 还 有 非 有 势力 ,将 有 势力 部 分 的 广义 力 由 势能 V 来 表 
示 , 而 非 有 势力 部 分 的 广义 力 由 Q; 来 表示 , 则 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 可 写 为 


d (一 ) aT aV i 
| a 而 
NE) Do”™ oh (14. 2. 4 
或 
2 
£0 ) ge Qj;, j=1,2,.,k 全 入 党. 区 
i 


5 
拉 格 朗 日 方程 是 解决 具有 完整 约束 的 质点 系 动力 学 问题 的 普遍 方程 ,对 离散 质点 系统 
和 多 自由 度 的 刚体 系统 尤为 适用 。 
【 例 14. 2.1】 半径 为 ~、 质 量 为 2 的 半圆 柱 体 在 粗糙 水 平面 上 作 无 滑动 的 滚动 
(图 14. 2. 1) , 试 求 其 在 平衡 位 置 附近 微 幅 摆 动 的 微分 方程 及 固有 振动 频率 。 


【 解 】 显然 半圆 柱 体 受到 的 约束 是 完整 的 理想 约束 ， 
用 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 求解 。 

(1) 判定 自由 度 和 选取 广义 坐标 。 

半圆 柱 体 作 纯 深 动 ,自由 度数 为 1, 取 广义 坐标 为 0。 

(2) 列 写 质点 系 的 动能 了 (表示 为 广义 速度 的 函数 ) 。 


Ps 一 
取 点 C 为 半圆 柱 体 的 质心 ,可 知 OC 一 区 ,半圆 柱 体 对 于 速度 图 二 21 例 1 图 
瞬 心 了 的 转动 惯量 为 
Ji 一 Jo mOC’ + mCr’ mr mOC’ +m(OC’+r’ — 20Crcos0) 


3 8cos0 . 
2 ) mr 


p a ll evsd 
半圆 柱 体 的 动能 为 : T= 也 J10 ?二 也 (也 一 

(3) 列 写 出 广义 力 Q; 。 由 于 主动 力 是 重力 , 即 为 有 势力 ,利用 势能 函数 来 列 写 , 取 通过 
点 O 的 水 平面 为 重力 势能 的 零 势 面 , 则 半圆 柱 体 的 重力 势能 为 


8 
2 mr? 57 cos0 ( 


mr262。 


4 
了 三 一 mgOCcosb0 三 一 mg cos0 
3 


oaV 4 
则 广义 力 为 : Qs=— = amesin0. 


(4) 将 动能 和 广义 力 代 入 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 
aT ( 3 ee i op (全 到 ps 


a6 2 3 oa0 37x 
d 全)- 3 8cos0\) 2» ) 8sing 22 
EE\a6 一 ( 了 3 )m 0 十 3 mr 


d=) aT 
“dod 90 


Qo 可 得 系统 的 运动 微分 方程 为 


3 Se) 2 4sin0 y; ,4gsing 
2 3 3 3mr 

对 于 微 幅 摆动 ,9 和 4 都 很 小 , 取 sin0、0b,cos0=1, 并 略 去 高 阶 微量 项 , 则 得 出 圆柱 体 
作 微 幅 摆 动 的 微分 方程 为 


3 人 8g 
上 gn) be Ot 
故 固有 振动 频率 为 
一 8g _ 
Vn AC9x 二 16)7 


【 例 14. 2. 2】 一 单 摆 借 连 杆 AB 挂 在 刚度 系数 为 & 的 铝 垂 弹 簧 上 ,如 图 14. 2. 2(a) 所 
示 , 摆 长 BD 为 !, 摆 锤 DD 的 质量 为 m。 杆 AB 与 摆 BD 的 质量 均 不 计 。 试 用 拉 格 朗 日 方程 
建立 此 摆 的 运动 微分 方程 。 

【 解 】 (1) 判定 自由 度 和 选取 广义 坐标 。 

整个 系统 受 有 定常 .完整 的 理想 约束 ,有 两 个 自由 度 , 取 杆 AB 的 竖 直 移动 距离 y( 以 点 


B 的 静 平 衡 位 置 为 坐标 原点 0O, 轴 y 铅 垂 向 下 为 正 ) 和 

杆 BD 的 转角 0 为 广义 坐标 (图 14. 2.2(b))。 be 
(2) 列 写 质点 系 的 动能 工 (表示 为 广义 速度 的 函数 )。 4 
摆 锤 D 的 动能 为 2 


玫 1 Fm 上 12 人 2 一 2007sin0) 
(3) 列 写 出 广义 力 Qi 。 站 
姑 系 统 中 的 主动 力 均 为 有 势力 ,所 以 用 势能 来 列 
二 广义 为 。 (a) 
取 弹 簧 原 长 处 为 弹性 势能 的 零 位 置 及 坐标 原点 O 为 图 14.2.2 例 14.2.2 图 


重力 势能 的 零 位 置 , 则 系统 的 势能 为 
1 mg \” i (mg)? 
V3t(y +e) —mg(lcos0 oe 一 mglcos0 十 2k 


因而 ,对 应 于 广义 坐标 y 和 0 的 广义 力 分 别 为 
aV 9V 
3 ky， Qs= 0 = maglsin0 
(4) 将 动能 和 广义 力 代 入 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 。 


pi Eo QL 0 ee , 
因 一 = 二 m(y 一 /0sin0 ) ， ( - ) My 一 0sin0 一 /0 cos0), 0, 可 得 
di\ay ay 


(a) 


my— ml sin0 一 mlO? cos0 十 ky=0 


mly6 cos0, 故 有 


四 二 m(lO—ly sin0) (5 ) m (lO0—LysinO 30 cos0) .2 
LO 一 ysin0 十 gsin0 一 0 (b) 

由 (a)、(b) 组 成 的 方程 组 即 为 此 摆 服 从 的 运动 微分 方程 。 

【 例 14.2.3】 如 图 所 示 , 均 质 圆 轮 的 质量 为 m 二 4 kg, 半 径 为 7 ,在 固定 水 平面 上 作 纯 
深 动 。 从 轮 心 A 系 一 水 平 软 绳 并 绕 过 定 滑轮 ,在 绳 的 另 一 端 系 一 动 滑轮 ,在 动 滑轮 两 侧 用 
另 一 软 绳 悬 挂 重 物 B 和 C, 其 质量 分 别 为 m, 二 2 kg 和 ms 三 1 kg。 假 设 绳 与 滑轮 表面 没有 


度 


相对 滑动 ,不 计 滑 轮 和 绳子 的 质量 , 试 求 轮 心 A 和 重 物 B、C 的 加 速度 。 


图 14.2.3 例 14.2.3 图 


从 上 面 的 例子 中 可 以 看 出 ,为 了 利用 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 正确 列 出 一 个 系统 的 动力 学 
方程 ,应 注意 以 下 几 个 基本 步骤 : 

(1) 分 析 系 统 的 约束 条 件 及 主动 力 的 性 质 ,对 系统 的 类 型 (完整 或 非 完 整 系统 、 定 常 或 
非 定 常 系统 、 保 守 或 非 保守 系统 ) 作 出 正确 判断 。 

(2) 确定 系统 的 自由 度 并 选取 广义 坐标 。 

(3) 用 选 定 的 广义 坐标 对 系统 做 运动 学 分 析 , 并 写 出 用 广义 坐标 表示 的 动能 函数 及 势 
能 函数 , 求 出 对 应 于 广义 坐标 的 广义 力 。 

(4) 代入 相应 的 拉 格 朗 日 方程 ,并 简化 结果 。 

【思考 】 @ 在 拉 格 朗 日 方程 中 ,理想 约束 的 约束 反 力 自动 消除 ,不 出 现在 方程 中 ,这 正 
是 拉 格 朗 日 方程 的 一 大 优点 。 但 在 菜 些 情况 下 ,往往 不 仅 要 求 系统 的 运动 规律 ,也 要 求 出 约 
东 反 力 ,是 否 还 能 利用 拉 格 朗 日 方程 求解 约束 反 力 ? 如 何 求解 ? 试 以 例 14. 2. 1 为 例 求解 平 
面 对 半 圆柱 体 的 摩擦 力 。 回 若 拉 格 朗 上 日 函数 二 中 不 显 含 某 个 广义 坐标 (如 dj ) 或 者 不 显 含 
时 间 41, 通过 积分 会 得 到 什么 结论 ?结论 有 什么 物理 意义 

【评述 】 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 建立 了 一 种 不 含 约束 力 的 动力 学 方程 , 它 减 少 了 动力 
学 方程 的 个 数 , 给 动力 学 系统 的 建 模 带 来 了 方便 。 回 若 将 (qi ,gs，…,qi) 形 成 的 空间 称 为 位 
形 空间 , 则 位 形 空间 中 的 每 一 个 点 都 对 应 着 系统 的 一 个 位 置 或 形状 ; 而 将 广义 速度 和 广义 
坐标 (qi ,ga ,gtygi02 94) 所 形成 的 空间 称 为 状态 空间 ,也 称 相 空间 , 则 利用 拉 格 朗 
日 方程 ,就 可 以 在 相 空间 中 研究 系统 的 动力 学 行为 。 相 空间 中 的 每 一 个 点 ( 称 为 相 点 ) 都 对 
应 着 系统 的 一 个 状态 。 图 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ,只 涉及 广义 坐标 和 广义 速度 ,这 就 使 得 我 们 
能 够 方便 地 观察 系统 在 相 空 间 中 的 动力 学 行为 。 所 以 有 人 说 分 析 力 学 中 的 动力 学 实际 上 就 
是 相 空间 中 的 几何 学 。 


14.3 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 
> 


上 一 节 介 绍 的 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ,虽然 能 够 非常 方便 地 解决 很 多 力学 问题 ,但 它 只 能 
运用 于 完整 系统 。 如 果 一 个 力学 系统 包含 运动 约束 , 即 包 含有 速度 的 约束 方程 , 当 它们 不 能 
先行 积分 时 ,这 个 力学 系统 为 非 完 整 系统 。 对 于 这 种 非 完整 系统 ,第 二 类 拉 格 朗 日 方程 不 适 
用 。 因 此 , 拉 格 朗 日 在 导出 第 二 类 方程 的 同时 还 得 出 以 直角 坐标 表示 的 第 一 类 拉 格 朗 日 方 
程 ,该 类 方程 可 用 于 处 理 非 完整 系统 。 过 去 由 于 该 方程 数 较 多 不 便 应 用 ,近年 来 随 着 计算 机 
技术 的 发 展 ,第 一 类 拉 格 朗 日 方程 也 得 到 广泛 应 用 , 故 在 此 作 一 简单 介绍 。 

具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


14. 3 节 内 容 


1 折 
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14.4 哈密 尔 顿 正 则 方程 


在 前 几 节 中 ,用 广义 坐标 描述 了 系统 在 位 形 空 间 的 位 形 ,同时 给 出 了 建立 完整 系统 的 动 
力学 微分 方程 的 一 些 方法 。 但 是 我 们 所 建立 的 拉 格 朗 日 微分 方程 组 ,一 般 来 说 都 是 非 线 性 
的 ,除了 数值 解 以 外 ,很 难得 到 其 解析 形式 的 解 。 在 动力 学 微分 方程 的 积分 理论 上 有 重要 进 
展 的 是 哈密 尔 顿 (W. R. Hamilton,1805 一 1865) 和 雅克 比 (C. G. J. Jacobi,1804 一 1851) 的 工 
作 , 即 哈密 尔 顿 正则 方程 。 下 面具 体 介 绍 哈密 尔 顿 正则 方程 。 

具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


14.5 哈密 尔 顿 原理 


哈密 尔 顿 原理 也 叫 “ 哈 密 尔 顿 最 小 作用 量 原理 ”, 是 哈密 尔 顿 于 1834 年 建立 的 。 哈 密 尔 
顿 原理 在 数学 上 是 求 某 个 泛 函 的 极 值 ( 驻 定 值 ) 问 题 ,或 称 为 变 分 问题 。 有 关 变 分 的 概念 及 
运算 规则 ,请 见 本 教材 附录 A。 

哈密 尔 顿 原理 是 一 种 积分 形式 的 变 分 原理 。 设 一 个 系统 具有 
完整 ,理想 约束 ,在 主动 力 的 作用 下 , 自 4 到 1s 时刻, 系统 的 真实 
运动 轨迹 为 ACB( 图 14. 5. 1) ,真实 运动 的 轨迹 称 为 正路 ,除了 这 
正路 之 外 ,还 可 能 有 许多 与 正路 非常 接近 的 ,为 约束 所 容许 的 可 
能 轨迹 ,如 曲线 AC'B 或 AC”B 等 ,这 些 可 能 运动 的 可 能 轨迹 ,也 O 0 1 mn 1 


9 


称 为 旁 路 。 除 4 与 1 瞬时 外 ,都 存在 旁 路 与 正路 的 差异 , 即 图 14.5.1 
6qj =ej7;(t), j=1,2,",k 
(8q;) i =0, (30))-。 =0 


哈密 尔 顿 原理 给 我 们 提供 了 一 条 区 别 真实 运动 和 可 能 运动 的 准则 ,从 而 得 到 真实 运动 
所 必须 遵循 的 规律 。 
具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


14-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1. 下 述 关 于 广义 力 的 说 法 中 ,正确 的 是 ( 思 
A. 广义 力 是 用 广义 坐标 表达 的 质点 系 所 受 的 力 
B. 对 应 于 每 个 广义 坐标 都 有 一 个 广义 力 
C. 质点 系 受 有 多 少 主动 力 , 就 有 多 少 广义 力 
D. 广义 力 是 主动 力 在 广义 虚 位 移 上 所 做 的 虚 功 
2. 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 适用 的 系统 是 ( % 
A. 具有 理想 约束 的 系统 B. 具有 完整 .定常 约束 的 系统 
C. 非 完 整 约束 的 系统 D. 理想 的 、 完 整 约束 系统 
3. 均 质 杆 AB 的 质量 为 m\ 长 为 1, 用 光滑 贸 链 贸 结 于 不 计 质 量 的 滑 块 A 上 。 滑 块 A 置 
于 滑 槽 之 中 ,并 用 刚度 系数 为 &、\ 原 长 为 0 的 弹簧 悬 吊 , 如 图 所 示 , 则 系统 的 动能 工 为 ( “)。 


(全 本 1 py 1 yr 
A. A tad a B. Bmve 十 31 a 
wp， 起 1 1 
人 Bmve t+ Ap’ D. Tmve 


4. 量 为 mi ,半径 为 > 的 均 质 圆柱 可 在 水 平面 上 作 纯 滚动 ,其 中 心 用 光滑 铵 链 O 与 质量 
为 ms \ 长 为 1 的 均 质 杆 OA 贸 结 。 车 取 gp .0 为 广义 坐标 , 则 系统 的 功能 了 为 ( > 
人 .本 war2g2 十 于 Jo(82 十 0 


1 1 1 2 
RB Fmr p+ Fmar "+ oe 


1 1 bp 
C. gmr p+ Fop”1 Fmave pe 


1 1 二 
D. FMVO+T mvo 十 3 O00 


选择 题 3 图 
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5. 选择 题 3 中 , 若 重力 势能 的 零 位 置 在 O 点 ,弹性 势能 零 位 置 在 弹簧 原 长 , 则 系统 的 势 
能 V 为 (  )。 
1 2 1 2 
A. 了 kz —mg (z+Seosg) | 2 Er— 1) —myg (x 5 cosp 
L Ll 1 l 
C， Dkr +mg (x + eosp) | 2 k(x—lo)’ mg (x 2 cosp】 


6. 在 图 示 的 行星 轮 系 中 ,两 轮 半 径 均 为 ”>。 曲 柄 OA 上 作用 有 和 矩 为 M 的 力 偶 。 若 以 轮 
开 的 绝对 转角 p 为 广义 坐标 , 则 对 应 的 广义 力 为 ( js 
A. M B; 一 M C. 2M D. M/2 
7. 质量 为 m\ 长 为 1 的 均 质 杆 AB ,其 一 端 A 与 滑 块 A 贸 结 , 滑 块 A 的 质量 不 计 。 滑 
块 A 沿 光滑 斜面 滑动 。 若 以 z 和 9 为 广义 坐标 , 则 相应 的 广义 力 为 ( Ds 


1 
A. Q,—=mgsin0,Q,= gamesl sing 


1 
B. Q;=mgcos0,Q, = gm8lsing 


1 
zmsl cosg 


C. Q,=—mg sin0,Q。 一 一 
2 1 : 
D. Q;=—mgsin0,Q,=— zmsl sing 


8. 一 质量 为 到 ,半径 为 的 均 质 圆柱 体 , 沿 倾角 为 9 的 粗糙 斜面 自由 滚 下 ,如 图 所 示 。 在 用 
哈密 顿 正则 方程 建立 系统 的 运动 微分 方程 时 , 若 取 图 示 x 为 广义 坐标 , 则 广义 动量 为 (  )。 


A. p= Dm 党 B. p;=mz BG. ga= Dm D. p;=2mz 


选择 题 6 图 选择 题 7 图 选择 题 8 图 


14-2 判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 人 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 
打 “X”) 


1. 动力 学 普遍 方程 是 动力 学 中 的 普 适 方程 , 它 的 应 用 没有 任何 限制 。 ( ) 
2. 使 用 动力 学 普遍 方程 解 题 时 ,如 系统 中 有 刚体 , 则 刚体 的 惯性 力 必须 加 在 质心 上 

( ) 
3. 动力 学 普遍 方程 中 应 包括 内 力 的 虚 功 。 (Oe 


4. 用 拉 格 朗 日 方程 解 题 的 优点 在 于 以 整个 系统 为 研究 对 象 而 不 必 取 分 离 体 ,因而 所 有 
的 内 力 均 不 出 现在 拉 格 朗 日 方程 之 中 。 ( ) 


VN 
377 
NA/ 


5. 对 于 受 非 理 想 约束 的 系统 ,只 要 把 非 理想 约束 解除 , 代 之 以 约束 反 力 ,并 视 其 为 主动 


力 , 则 仍 能 应 用 拉 格 朗 日 方程 。 ( ) 
6. 对 于 非 完 整 约束 ,如 果 广 义 坐 标 是 独立 的 ,那么 广义 虚 位 移 也 一 定 是 独立 的 。 

( ) 

7. 动力 学 普遍 方程 可 适用 于 非 定常 约束 。 ( ) 

8. 对 一 个 系统 来 说 ,可 以 列 与 自由 度 个 数 相 等 的 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 。 t ) 

9. 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 也 称 为 带 拉 格 朗 日 乘 子 的 动力 学 方程 。 其 乘 子 的 物理 意义 是 

理想 约束 中 约束 力 的 组 合 形式 。 ( ) 

10. 一 个 动力 学 系统 的 哈密 尔 顿 函数 是 唯一 的 。 t ) 


11. 如 果 哈 密 顿 函数 也 二 >) ps6; 一 工 完全 与 时 间 1 无 关 , 则 哈密 顿 函数 昌 = 常数 。 
t ) 

12, 微分 原理 反映 系统 瞬时 运动 状态 的 规律 ,积分 原理 反映 系统 有 限 运动 过 程 的 规律 ， 
不 变 分 原理 反映 系统 真实 运动 的 规律 , 变 分 原理 提供 把 真实 运动 与 在 相同 条 件 下 运动 学 上 
可 能 的 运动 区 别 开 来 的 准则 。 ( ) 

14-3 ”为 什么 动力 学 普遍 方程 中 要 考虑 惯性 力 的 虚 功 ,而 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 中 计算 
虚 功 时 只 计算 主动 力 的 虚 功 ? 

14-4 ”能 否 利用 拉 格 朗 日 方程 推导 出 刚体 的 平面 运动 微分 方程 ”如 何 推导 ? 

14-5 ” 试 比较 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 与 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 建立 动力 学 方程 的 异同 。 

14-6 ” 试 比较 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 与 哈密 尔 顿 原理 建立 动力 学 方程 的 异同 。 

14-7 ”试用 哈密 尔 顿 原理 推导 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 。 


习题 


14-1 ”如 图 所 示 模 块 的 质量 为 mi ,其 上 有 一 水 平 力 F 作用 ,使 质量 为 ms 的 铅 垂 杆 BC 
运动 。 已 知 角 0 二 45", 不 计 摩擦 ,试用 动力 学 普遍 方程 求 杆 BC 的 加 速度 。 

14-2 ”如 图 所 示 物 系 由 定 滑轮 O1 、 动 滑轮 O, 以 及 3 个 用 不 可 伸 长 的 绳 挂 起 的 重 物 A 、 
B 和 C 所 组 成 。 各 重 物 的 质量 分 别 为 mi ms 和 ms. 且 mi 二 ms 十 ms ,滑轮 的 质量 不 计 ; 各 
重 物 的 初速 均 为 零 。 求 质量 mi ms。 和 ms 应 具有 何 种 关系 , 重 物 A 方 能 下 降 ; 并 求 维持 重 
物 A 的 绳子 的 张力 。 


习题 14-1 图 习题 14-2 图 习题 14-2 解答 


14-3 ”如 图 所 示 , 绕 在 圆柱 体 A 上 的 细 绳 , 跨 过 质量 为 m 、 半 径 为 R 的 均 质 滑轮 O ,与 
质量 为 ms 的 重 物 相 连 。 已 知 圆柱 体 的 质量 为 maA ,半径 为 r ,对 于 轴 心 C 的 回转 半径 为 p。 
如 细 强 与 滑轮 之 间 无 滑动 ,开始 时 系统 静止 , 试 确定 质量 ma ma 和 回转 半径 o 在 满足 什么 
条 件 时 ,物体 B 才 会 向 上 运动 。 


习题 14-3 图 习题 14-3 解答 


14-4 质量 为 m, 的 水 平台 用 长 为 ! 的 绳子 悬挂 起 来 ,如 图 所 示 。 小 球 的 质量 为 ms , 半 
径 为 , 沿 水 平台 无 滑动 的 滚动 。 试 以 0 和 x 为 广义 坐标 列 出 此 系统 的 运动 微分 方程 。 

14-5 ”两 均 质 实心 圆 盘 的 半径 均 为 ~, 质量 均 为 六 ,两 轴 O 和 O，, 用 弹簧 相连 ,如 图 所 
示 。 弹 簧 的 刚度 系数 为 &, 其 自然 长 度 为 (,。 如 运动 自 静止 状态 开始 ,此 时 弹簧 的 变形 等 于 
3 。 设 斜面 与 水 平面 成 0 角 , 圆 盘 沿 斜面 只 滚 不 滑 。 试 列 出 系统 的 运动 微分 方程 。 

14-6 均 质 细 杆 AB 长 为 / ,质量 为 m, 其 A 端 与 刚度 系数 为 & 的 弹簧 相连 ,可 沿 铅 垂 
方向 振动 ,同时 杆 AB 还 可 以 绕 A 点 在 铅 垂 面 内 摆动 ,如 图 所 示 。 滑 块 A 的 质量 忽略 不 计 。 
试用 拉 格 朗 日 方程 导出 杆 的 运动 微分 方程 。 


习题 14-4 图 习题 14-5 图 习题 14-6 图 


14-7 ” 定 滑 轮 工 的 半径 为 7 ,质量 为 mi; 滑轮 上 跨 有 绳子 , 绳 的 两 端 分 别 缠 在 轮 卫 和 
轮 亚 上 ,这 两 轮 的 半径 分 别 是 >* 和 rs ,质量 分 别 是 mx。 和 mm;, 且 ms 二 ms ,如 图 所 示 。 设 强 
的 垂下 部 分 都 是 铅 直 的 ,又 绳 与 各 轮 间 都 没有 相对 滑动 , 绳 的 质量 和 轴承 的 摩擦 不 计 , 各 轮 
都 可 以 看 成 均 质 圆 盘 。 试 求 滑轮 工 的 角 加 速度 ,以 及 轮 开 、 亚 质心 的 加 速度 。 


习题 14-7 图 
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14-8 半径 为 ”\ 质 量 为 m, 的 圆柱 体 A ,可 在 物 块 B 的 半圆 形 覃 内 作 纯 滚动 ,如 图 所 
示 。 物 块 B 的 质量 为 m; ,可 在 光滑 的 水 平面 上 运动 ,两 根 水 平 放置 的 弹簧 的 刚度 系数 均 为 
& ,在 物 块 的 平衡 位 置 ,两 弹簧 都 不 受 力 。 试 列 写 系统 的 运动 微分 方程 。 


习题 14-8 图 习题 14-8 解答 


14-9 ”如 图 所 示 , 两 根 长 为 /、 质 量 为 m 的 均 质 杆 ,用 刚度 系数 为 & 的 弹簧 在 中 点 相连 。 
设 弹簧 原 长 为 ,系统 在 铅 垂 面 内 摆动 。 试 列 出 其 运动 微分 方程 。 若 /二 0 时 ,0, 二 0, ,0, 二 
0,6 ,二 0 ,二 0, 求 在 微 振动 条 件 下 杆 的 运动 方程 0, 二 01(1) ,0, 二 0,(1)。 


习题 14-9 图 习题 14-9 解答 


14-10 ”质量 为 疡 的 均 质 圆柱 体 在 三 角 块 斜 边 上 作 纯 滚动 ,如 图 所 示 。 如 果 三 角 块 的 
质量 也 为 六 , 置 于 光滑 水 平面 上 ,其 上 有 刚度 系数 为 & 的 弹簧 平行 于 斜面 系 在 圆柱 体 轴 心 O 
上 。 设 0 二 30”, 取 三 角 板 向 右 的 位 移 zx; 和 弹簧 的 伸 长 量 x, 作为 广义 坐标 , 试 建立 系统 的 


k 
~ 


~ 


习题 14-10 图 习题 14-10 解答 


14-11 均 质 杆 AB 长 为 !, 质 量 为 M ,弹簧 的 刚度 系数 为 &, 小 球 的 质量 为 闷 , 杆 、 弹 簧 
和 小 球 连 成 图 示 系 统 . 且 在 光滑 水 平面 内 运动 , 设 杆 以 匀 角 速度 w 绕 垂 直 于 图 面 的 固定 轴 
A 转动 ,试用 拉 格 朗 日 方程 求 此 系统 的 运动 微分 方程 。 


习题 14-11 图 习题 14-11 解答 
14-12 半径 为 ~ 的 均 质 半圆 柱 体 在 重力 作用 下 在 平衡 位 置 作 微 振动 。 试 用 哈密 尔 顿 
正则 方程 求 其 微 振动 的 固有 频率 。 已 知 质心 C 与 O 点 的 距离 为 。 一 闻 


A 


14-13 ”如 图 所 示 , 质 量 为 m、 半 径 为 7 的 均 质 小 圆柱 ,在 半径 为 R 的 固定 大 圆柱 面 上 
的 顶端 无 初速 地 深 下 。 试 用 哈密 尔 顿 正则 方程 求 小 圆柱 的 运动 方程 及 任 一 瞬时 的 角速度 。 


习题 14-12 图 习题 14-13 图 


14-14 ”试用 哈密 尔 顿 原理 推导 出 图 示 的 非 线性 弹性 系统 自由 振动 的 微分 方程 。 假 设 
材料 的 应 力 与 应 变 的 关系 为 : o 二 El(e 一 Be’) ,不 考虑 摩擦 。 


一 一 一 ko 


习题 14-14 图 


15.1 碰撞 问题 的 特征 与 恢复 因数 


15.1.1 碰撞 问题 的 分 类 及 其 特征 


碰撞 是 工程 中 常见 的 现象 ,也 是 物体 运动 的 一 种 特殊 形式 。 其 特点 是 在 极 短 的 时 间 间 
隔 内 (例如 百 分 之 一 秒 甚至 千 分 之 一 秒 ) ,物体 的 速度 发 生 急 剧 的 改变 ; 加 速度 很 大 ,因而 出 
现 了 巨大 的 碰撞 力 。 有 时 候 人 们 需要 利用 这 种 碰撞 力 , 例 如 银 锤 .冲床 .打桩 机 等 就 是 利用 
碰撞 力 工作 的 ; 而 有 时 则 需要 减 小 这 种 碰撞 力 , 例 如 飞机 着 陆 、 航 天 器 对 接 等 ,就 应 避免 或 
减轻 碰撞 造成 的 危害 。 

碰撞 时 ,在 巨大 的 碰撞 力作 用 下 ,物体 的 碰撞 部 位 发 生变 形 、 碰 撞 力 与 变形 以 弹性 波 的 
形式 在 物体 内 传播 。 如 果 物 体 是 完全 弹性 的 , 则 变形 可 以 完全 恢复 ; 如 果 物 体 是 部 分 弹性 
的 , 则 有 一 部 分 不 能 恢复 ,成 为 永久 变形 , 称 为 塑性 变形 . 且 一 部 分 动能 将 转化 为 热能 、 声 能 、 
光 能 而 散失 。 因 此 ,碰撞 过 程 是 一 个 十 分 复杂 的 物理 过 程 。 

两 个 物体 碰撞 时 , 按 其 相处 的 位 置 ,可 分 为 对 心 碰撞 、 偏 心 碰撞 与 正 碰撞 、 斜 碰撞 。 若 碰 
接力 的 作用 线 通过 两 物体 的 质心 , 称 为 对 心 碰撞 ,否则 称 为 偏心 碰撞 ,如 图 15.1.1(a)、(b) 
所 示 。 图 中 ,A 一 A 表示 两 物体 在 接触 处 的 共 切 面 ,B 一 B 为 其 在 接触 处 的 公法 线 , 若 碰撞 
时 各 自 质心 的 速度 均 沿 着 公法 线 , 称 为 正 碰撞 ,和 否则 称 为 斜 碰撞 。 按 此 分 类 还 有 对 心 正 碰 
撞 、 偏 心 正 碰撞 等 。 

两 个 物体 碰撞 时 , 按 其 接触 处 有 无 摩擦 ,可 分 为 光滑 碰撞 和 非 光滑 碰撞 。 

两 个 物体 碰撞 时 , 按 其 碰撞 后 的 变形 恢复 程度 (或 能 量 有 无 损失 ) ,可 分 为 完全 弹性 碰 
撞 、 弹 性 碰撞 与 塑性 碰撞 。 

为 研究 碰撞 过 程 的 动力 学 问题 ,必须 进行 简化 ,以 获得 较 简 单 的 物理 模型 。 下 面 是 研究 
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(a) Cb) 
图 15.1.1 对 心 碰撞 与 偏心 碰撞 


碰撞 过 程 动力 学 的 几 个 基本 假设 。 

(1) 采用 准 刚体 模型 。 参 与 碰撞 的 物体 仍 考虑 为 刚体 ,但 在 碰撞 点 的 局 部 很 小 范围 内 
可 以 允许 变形 ,这 样 就 忽略 了 弹性 波 在 物体 内 部 的 传播 。 物 体 的 碰撞 过 程 分 为 两 个 阶段 : 
压缩 变形 阶段 与 变形 恢复 阶段 ,简称 变形 阶段 与 恢复 阶段 。 

(2) 碰撞 过 程 中 ,碰撞 力 极 大 ,是 常规 的 非 碰撞 力 ( 如 重力 、 弹 性 力 等 ) 的 数 十 倍 , 甚 至 数 
百倍 ,因而 ,在 研究 碰撞 过 程 中 ,与 碰撞 力 相 比 , 非 碰撞 力 均 忽略 不 计 。 但 约束 力 、 摩 擦 力 的 
情况 不 同 ,它们 随 着 主动 力 的 加 大 而 加 大 ,因此 在 碰撞 情况 下 也 是 碰撞 力 , 不 能 忽略 。 

(3) 碰撞 过 程 的 时 间 极 短 ,由 于 物体 的 速度 有 限 , 在 这 么 短 的 时 间 间 隔 中 来 不 及 运动 ， 
位 移 极 小 ,因而 可 以 忽略 。 亦 即 认为 碰撞 前 后 物体 的 位 置 不 变 。 但 碰撞 力 的 功 是 巨大 的 , 碰 
撞 力 与 微小 位 移 的 乘积 ,是 有 限量 ,因此 不 能 忽略 。 

(4) 不 考虑 碰撞 过 程 中 物体 运动 的 细节 ,只 研究 碰撞 前 后 物体 速度 的 变化 ,因而 也 不 研 
究 在 碰撞 过 程 中 碰撞 力 变化 的 细节 ,只 考虑 其 整体 效应 , 即 碰撞 冲 量 。 


15.1.2 恢复 因数 

前 面 指出 ,刚体 的 碰撞 可 划分 为 变形 和 恢复 两 个 阶段 。 由 两 物体 开始 接触 到 两 者 沿 接 
触 面 公法 线 方向 相对 趋 近 的 速度 降 到 零 时 为 止 ,这 就 是 变形 阶段 ; 以 后 立即 开始 恢复 ,两 物 
体重 新 在 公法 线 方向 获得 分 离 速度 ,直到 脱离 接触 为 止 ,这 就 是 恢复 阶段 。 恢 复 的 程度 主要 
取 
接 


决 于 相 撞 物体 的 材料 性 质 。 实 验 表 明 .对 于 给 定 的 两 个 物体 ,碰撞 前 后 ,两 物体 的 碰 点 沿 
触 面 法 线 方向 的 相对 速度 之 比值 近似 为 一 常数 , 记 作 。, 即 


n n 
uli— uz 


e = 一 一 (C15.1, 2 


vi CO— v2 
比值 e 称 为 恢复 因数 。 式 中 v? .v2 是 碰撞 开始 时 ,两 物体 的 磁 点 速度 在 过 接触 点 的 公法 线 
方向 上 的 投影 ,u? .u3 是 碰撞 结束 时 ,两 物体 的 碰 点 速度 在 过 接触 点 的 公法 线 方 向 上 的 投 
影 。 分 式 前 的 负 号 是 使 。 取 正 值 。 

恢复 因数 e 是 大 于 等 于 0 和 小 于 等 于 1 的 数 , 即 0<e 二 1。e 一 0, 表示 物体 的 全 部 变形 
均 为 塑性 变形 ,只 有 变形 阶段 ,而 无 恢复 阶段 ,这 样 的 碰撞 称 为 完全 塑性 碰撞 , 即 碰撞 结束 
时 ,碰撞 物体 的 接触 点 黏合 在 一 起 ,具有 相同 的 速度 ; e 王 1, 表 示 不 存在 塑性 变形 ,全 部 变形 
均 为 弹性 变形 ,在 变形 阶段 所 产生 的 变形 可 在 恢复 阶段 内 完全 恢复 ,这 样 的 碰撞 称 为 完全 弹 
性 碰撞 ; 0 过 e 志 1 ,表示 变形 不 能 完全 恢复 ,保留 了 部 分 塑性 变形 ,这 样 的 碰撞 称 为 弹性 碰 
撞 。 恢 复 因数 e 是 研究 碰撞 问题 的 主要 物理 参数 , 表 15.1. 1 列 出 了 几 种 常见 材料 的 恢复 因 
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狂人 克 证 二 志和 ES 二 二 让 和 HE 二 生 二 证 和 后 
数 e ,以 供 参 考 。 
表 15.1.1 几 种 常见 材料 的 恢复 因数 
相 撞 物体 的 材料 铁 和 铬 木 和 胶木 木 和 木 钢 和 钢 玻璃 和 玻璃 
恢复 因数 e 0. 14 0. 26 0. 50 0. 56 0. 94 


15.2 研究 碰撞 运动 的 动力 学 普遍 定理 
< 


在 碰撞 过 程 中 ,碰撞 物体 一 般 将 产生 变形 ,同时 伴 有 发 光 、 发 热 ,发 声 等 现象 ,这 表明 物 
体 在 碰撞 过 程 中 有 能 量 的 转换 ,动能 会 发 生变 化 。 动 能 的 变化 量 取决 于 碰撞 物体 的 材料 性 
质 及 其 他 更 为 复杂 的 因素 ,难以 用 力 的 功 来 计算 。 因 而 ,碰撞 过 程 中 不 便于 应 用 动能 定理 。 
同时 在 碰撞 过 程 中 ,因为 碰撞 力 的 变化 很 大 ,时 间 很 短 , 故 难 以 确定 准确 的 碰撞 力 ,从 而 也 不 
便 应 用 动量 定理 和 动量 矩 定理 的 微分 形式 , 故 动量 定理 和 动量 矩 定理 的 积分 形式 就 成 为 研 
究 碰撞 问题 的 基本 理论 (当然 也 可 以 应 用 动力 学 普遍 方 程 或 拉 格 朗 日 方程 的 积分 形式 ) 。 


15.2.1 碰撞 的 动量 定理 一 一 冲 量 定理 
设 质 量 为 m 的 质点 ,碰撞 前 后 的 速度 分 别 为 w 和 zu ,由 质点 动量 定理 的 积分 形式 ,有 
mu —mo=| Pd =1 Cl52. 1 


式 中 ,I 为 作用 于 质点 的 碰撞 冲 量 。 说 明 巨 大 的 碰撞 力 在 极 短暂 的 时 间 里 对 物体 的 冲 量 是 
有 限 值 , 若 不 考虑 碰撞 力 下 在 极 短 时间 内 的 急剧 变化 , 测 出 碰撞 进行 的 时 间 r, 就 可 算出 平 
均 碰 撞 力 F” , 即 


F" = 155.2, 2 
对 于 质点 系 ,由 式 (15. 2.1) 则 有 : Dmia; Fx Dimov = Pr, 或 
muc —mve = DI: (15. 2. 3) 


式 中 ,IT; 表示 外 碰撞 冲 量 ,wc .uc 分 别 表示 质点 系 质心 磁 撞 前 后 的 速度 。 式 (15. 2. 3) 表 明 
碰撞 时 质点 系 动量 的 改变 量 等 于 作用 在 质点 系 上 所 有 外 碰撞 冲 量 的 矢量 和 。 


15.2.2 磁 撞 的 动量 算 定 理 一 一 冲 量 什 定理 
任 选 定 矩 心 0, 设 质点 相对 和 矩 心 O 的 矢 径 为 r ,如 图 15. 2. 1 所 示 。 
将 矢 径 r 左 又 乘 式 (15. 2.1) 的 两 边 ,有 
rxmu—rxXmv=rxXxI (15. 2. 4) 
上 式 表明 ,在 碰撞 过 程 中 质点 对 于 任意 点 O 的 动量 矩 的 改变 量 , 等 于 
此 质点 所 受 的 碰撞 冲 量 对 同一 点 的 矩 。 这 称 为 质点 的 冲 量 矩 定理 。 


图 15.2.1 质点 的 冲 
量 矩 定理 
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对 于 质点 系 , 任 选 定 矩 心 0, 设 质点 i 相对 和 矩 心 O 的 矢 径 为 r;。 将 矢 径 7r; 左 又 乘 
式 (15. 2.1) 的 两 边 ,有 


下 3 
对 于 质点 系 , 由 于 内 碰撞 冲 量 对 任意 点 的 矩 之 和 等 于 零 ,由 式 (15. 2. 5) 可 得 
Dri x ma — Dr X mw = Dr XT = >)Mo(G) (15. 2. 6) 
式 中 ,1; 和 I 分 别 表示 质点 i 所 受到 的 总 碰撞 冲 量 和 外 碰撞 冲 量 ，》>) Mo (I;) 表示 外 碰撞 
冲 量 对 点 O 的 主 矩 。 此 式 表 明 ,在 碰撞 过 程 中 质点 系 对 于 任意 定点 的 动量 矩 的 改变 量 , 等 
于 作用 在 质点 系 上 的 外 碰撞 冲 量 对 同一 点 的 主 矩 。 式 (15. 2.6) 也 可 写 为 

—Loi = 2 M61:) C5 2 0 
式 中 ,Lo .Los 人 点 的 动量 矩 。 
为 方便 应 用 , 式 (15.2.3)、 式 (15.2.4)、 式 (15. 2.6) 和 式 (15. 2.7) 都 可 写成 在 直角 坐标 
轴 上 的 投影 形式 。 


15.2.3 ”刚体 平面 运动 的 碰撞 方程 


质点 系 相 对 于 质心 的 动量 矩 定理 与 对 于 固定 点 的 动量 矩 定理 具有 相同 的 形式 。 与 此 推 
证 相似 ,可 以 得 到 用 于 碰撞 过 程 的 质点 系 相 对 于 质心 的 动量 矩 定理 
Les 一 La 一 >)Me(T3) (52 动 
式 中 Lc Les 为 碰撞 前 、 后 质点 系 相 对 于 质心 C 的 动量 矩 , 右 端 项 为 外 碰撞 冲 量 对 质心 之 
和 矩 的 矢量 和 (对 质心 的 主 矩 ) 。 
对 于 平行 于 其 质量 对 称 面 运动 的 平面 运动 刚体 ,相对 于 质心 的 动量 矩 在 其 平行 平面 内 
可 视 为 代数 量 , 且 有 


Lc 三 Jcw C15 2. 0 
由 此 , 式 (15. 2. 8) 可 写 为 
Je(ws—w) = DMT) (15. 2. 10) 
式 中 wi .wz 分 别 为 平面 运动 刚体 碰撞 前 后 的 角速度 。 上 式 中 不 计 普 通力 的 冲 量 矩 。 
式 (15. 2.4) 与 式 (15. 2. 10) 结 合 起 来 ,可 用 来 分 析 平 面 运动 刚体 的 碰撞 问题 , 称 为 刚体 
平面 运动 的 碰撞 方程 。 


15.3 两 球 的 碰撞 
= 


作为 平 动 刚体 碰撞 的 实例 ,研究 两 自由 球体 的 光滑 碰撞 。 若 碰撞 前 后 两 球 的 速度 矢量 
与 两 球 的 连 心 线 重合 , 称 为 正 碰撞 。 在 正 碰撞 中 ,主要 研究 两 球 碰撞 后 的 速 有 
度 和 碰撞 过 程 中 的 碰撞 冲 量 以 及 动能 损失 等 。 
具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


15. 3 节 内 容 


15.4 平面 运动 刚体 的 碰撞 问题 举例 


【 例 15.4.1】 一 均 质 圆柱 体 ,质量 为 m ,半径 为 ,其 质心 以 匀速 vc 沿 水 平面 作 纯 滚 
动 , 突 然 与 一 高 度 为 h(h 二 7 ) 的 平台 障碍 碰撞 ,如 图 15. 4. 1 所 示 。 设 碰撞 是 塑性 的 , 求 圆柱 
体 碰撞 后 质心 的 速度 、 柱 体 的 角速度 和 碰撞 冲 量 。 

【 解 】 (1) 研究 柱 体 ,这 也 是 一 个 突 加 约束 的 问题 。 

(2) 分 析 碰 撞 过 程 的 受 力 情况 , 设 圆柱 体 与 平台 凸 缘 的 碰撞 冲 量 为 工 , 因 碰 撞 接 触 并 非 
光滑 的 , 故 有 法 向 和 切 向 分 量 I" 和 天 ,如 图 15.4. 1 所 示 。 

(3) 分 析 碰 撞 前 、 后 的 运动 : 碰撞 前 柱 体 作 平面 运动 ,由 纯 滚动 条 件 ,可 求 得 柱 体 的 角 
速度 w= 二 vc/r。 碰 撞 后 瞬时 , 柱 体 上 O' 轴 线 (垂直 于 图 面 ) 与 平台 凸 缘 上 O 轴线 不 分 离 , 柱 
体 突然 变 成 绕 固定 轴 的 转动 , 设 其 角速度 为 w* ,这 时 ,质心 的 速度 uc 一 rows ,方向 如 图 所 示 。 

(4) 在 碰撞 过 程 中 , 柱 体 对 O 轴 的 动量 矩 守恒 ,有 


mr J 
ww 一 Jows 
2 


Lo =Los: Wivc (Cr 一 产 ) 十 


vc mr 3mr? 时 3r—2h 
式 中 ,w Jo 2 二 mr? 2 , 解 得 : w, 二 By vce 
一 2 
磁 后 质心 速度 为 ; vc 一 roz 一 一 uc 
由 冲 量 定理 求 碰撞 冲 量 。 


h 
muc 一 mvc 一 六 Ti: muc —mvccos0 =I', I'=m(uc— veccos0) 3 Mve 
or 


mut — mvet 一 当头 0—m(— vecsin0)=1I", 六 一 mvcsin0 


ne h (2r—h) 
Pr 


r 


式 中 ,sin0 


【 例 15.4.2】 铅 直 平 动 的 均 质 细 杆 质量 为 m ,长 为 !, 与 铅 垂 线 成 8 角 , 当 杆 下 端 A 碰 
到 光滑 水 平面 上 时 , 杆 具 有 铅 直 向 下 的 速度 w 。 假 定 接触 点 的 碰撞 是 完全 塑性 的 , 求 碰撞 结 
束 时 杆 的 角速度 w 和 A 点 的 碰撞 冲 量 工 。 

【 解 】 研究 AB 杆 , 因 水 平面 是 光滑 的 , AB 杆 受 到 的 碰撞 冲 量 沿 铅 直方 向 , 如 
图 15. 4.2 所 示 。 


图 15.4.1 例 15.4.1 图 图 15.4.2 例 15.4.2 图 
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AB 杆 在 碰撞 前 作 平 动 ,速度 为 v ,在 碰撞 过 程 中 及 碰撞 后 均 作 平面 运动 。 设 碰撞 后 质 
心 的 速度 为 uc ,角速度 为 w。 
因为 AB 杆 在 碰撞 过 程 中 水 平 动量 守恒 ,又 vc, 二 0, 可 知 磁 撞 后 的 质心 速度 uc 沿 铅 直 
方向 , 设 其 指向 向 下 。 又 因 碰撞 是 完全 塑性 的 , 即 ws, 二 0, 可 知 wa 沿 水 平方 向 ,于 是 可 得 


由 。 
uc 一 了 osinp (a) 
由 碰撞 的 冲 量 定 理 和 对 质心 的 冲 量 矩 定理 ,有 
mucy — mvey 一 >) Tu :Mm(—uc)—m(—vw)=1 (b) 
Las =—ibo = Mos hy 0 一 1 Ssing (0) 
1 = 1 十 he ds 
d 
以 上 三 式 (a) 、(b) 、(c) 联 合 求解 ,得 
6vsinB mvy 
(1 十 3sin28)27” 1 十 3sin28 


在 上 述 求解 中 , 若 对 碰撞 点 A RS 比较 简便 。 


a = Bas muc Ssing + oo 一 mv sing 0 


6sin8 a 
1+3sinp Ll° 
由 式 (a) 和 (b) 求 碰撞 冲 量 工 。 
【 例 15.4.3】〗 质量 均 为 m ,长 为 ! 的 均 质 杆 OA 和 AB, 以 贸 链 A 连接 ,并 用 匀 链 O 支 
持 , 如 图 15.4. 3 所 示 。 今 在 AB 杆 的 中 点 C 作用 一 水 平 冲 量 工 , 求 两 杆 的 角速度 以 及 C 点 
的 速度 。 


将 式 (a) 代 入 上 式 , 解 得 ; w= 


(ce) 


图 15.4.3 例 15.4.3 图 


【 解 】 (1) 研究 由 OA 和 AB 杆 组 成 的 质点 系 。 由 于 约束 限制 ,OA 杆 只 能 作 定 轴 转 
动 ,AB 杆 作 平 面 运动 ,该 系统 有 两 个 自由 度 . 设 OA 、AB 杆 的 角速度 分 别 为 a 和 ws ,转向 
如 图 示 , 则 


¢ 
ac 一 xkA 十 二 oz 一 /ol 十 


2 
由 质点 系 对 O 点 的 冲 量 矩 定理 ,有 


Wy (a) 


& 
2 


2 
下 一 下 3 0 ne 下 一 全 (b) 


(2) 研究 AB 杆 , 贸 链 A 处 有 碰撞 力 。 
对 A 点 应 用 冲 量 矩 定理 ,有 


ml? l 
42 — Ln 一 i muc 二 5 二 可 (c) 
(a)、(b)、(c) 三 式 联合 求解 ,得 
| I 6 I 6 I 
2 7 ml 人 


15.5 ”碰撞 冲 量 对 绕 定 轴 转动 刚体 的 作用 ”撞击 中 心 


15.5.1 刚体 角速度 的 变化 


设 绕 定 轴 转动 的 刚体 受到 外 碰撞 冲 量 工 的 作用 , 如 
图 15. 5. 1 所 示 。 根 据 对 轴 < 的 冲 量 矩 定理 ,有 : :一 L-: 一 M.。 

设 刚体 对 转轴 的 转动 惯量 为 1 ,刚体 在 碰撞 前 后 的 角 速 
度 分 别 为 w 和 ow* , 则 有 J.(o* 一 oi) 一 M.， 

ye (总 四 
J 

上 式 表 明 ,在 碰撞 时 ,转动 刚体 角速度 的 变化 ,等 于 作用 于 刚体 
的 外 碰撞 冲 量 对 转轴 的 主 矩 除 以 刚体 对 该 轴 的 转动 惯量 。 


图 15.5.1 受 冲 量 作用 的 
定 轴 转 动 刚 体 


15.5.2 ”轴承 的 约束 碰撞 冲 量 ”撞击 中 心 
当 绕 定 轴 转 动 的 刚体 受到 外 碰撞 冲 量 了 的 作用 时 ,一 方面 刚体 转动 的 角速度 要 发 生 突 
然 变化 , 另 一 方面 在 轴承 0 处 要 引起 相应 的 约束 碰 扩 力 。 pe tenth Eh 


撞 冲 量 ， 多 后 再 研究 在 什么 情形 下 ， 碰撞 不 臻 引起 轴承 处 的 冲击 。 
具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


15. 5.2 节 内 容 


思考 题 
一 


15-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 
1. 两 个 质量 相同 的 球 A 和 球 B 相 碰 。 碰 撞 开 始 时 球 A 的 速度 为 v4 , 球 B 静止 。 恢 复 
因数 为 e, 则 碰撞 结束 时 球 B 的 速度 大 小 为 ( J 
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骂 
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A tev B. Foo GC, 人 十 页 BD 人 一 co 

2. 图 示 为 两 个 完全 相同 的 复 摆 , 对 其 各 自转 轴 的 转动 惯量 分 别 为  、J: ,' 摆 长 为 !。 两 

摆 锤 发 生 中 心 正 碰撞 。 碰 撞 开 始 时 , 摆 A 的 角速度 为 wo, 摆 B 静止 不 动 。 磁 撞 结束 时 两 氛 
的 角速度 分 别 为 w .oz ,' 则 其 恢复 因数 为 ( }s 


Jawz 一 Jiwl lws — lw1 、/Loi 一 /os， lwo 


A 


J 1wo lwo - lwo los 一 Lol 


A977 B 
选择 题 1 图 选择 题 2 图 


3. 一 小 球 自 , 二 10 m 处 无 初速 自由 下 落 到 光滑 地 板 上 ,并 发 生 中 心 正 碰撞 。 已 知 恢 

复 因数 e=0.1, 当 连续 发 生 两 次 碰撞 后 ,第 二 次 回 跳高 度 As 为 ( Ws 
A. 1 m B. 0. 1 m C.0.01 m D. 0. 001 m 

4. 两 小 球 A 、B 质量 分 别 为 mA 和 ws, 在 水 平面 内 发 生 中 心 碰撞 。 磁 撞 开 始 时 , 球 A 、 

B 质心 的 速度 分 别 为 va 、vws ,碰撞 结束 时 ,其 质心 的 速度 分 别 为 wa .ps ,其 方向 如 图 所 示 。 

下 列 恢复 因数 表达 式 中 正确 的 为 册 


/ / 
WA 一 TB VA 十 UB 
A. e= B. e= 
VB 一 WA UB TUA 
/ / / / 
VBCOSP2 一 WACOSP1 VBCcOSsps 十 UAcOS9p1 
es CS 
VACOsSO1 — vpcos0, vACOSO1 vpcosO, 


5. 质量 为 m 的 小 球 A 与 光滑 固定 曲面 相 磁 。 磁 撞 开始 时 小 球 的 速度 为 ,水 平 向 右 。 
碰撞 结束 时 ,小 球 的 速度 为 uo', 其 方向 与 铅 垂 线 之 间 的 夹 角 为 pg。 在 如 下 恢复 因数 的 表达 式 
中 ,正确 的 为 ( )。 


站 
_v sing 


vsing 容 ,8= vcoOs0 D _v cos0 
和 = 


v vcosB vcosB 


A.e 


选择 题 4 图 
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理论 力 


站 


Es 


6. 为 了 测定 子弹 的 速度 而 采用 图 示 装 置 。 质 量 为 m。 的 子弹 射 人 质量 为 m 的 砂 箱 A 
后 与 砂 箱 一 同 运动 。 砂 箱 置 于 光滑 水 平面 上 并 系 以 刚度 系数 为 k 的 弹簧 。 若 子弹 射 人 砂 
箱 后 使 弹簧 压缩 了 》 的 距离 , 则 子弹 的 速度 为 ( Ws 


A A 
A. Vo Vk mo tm) B. Vo Vk no tm) 
0 0 
sw = 2 
| vo— Vk (mo tm) D. vo 二 km 
7. 质量 为 m ,长 为 1 的 均 质 杆 OA ,其 撞击 中 心 K 的 位 置 AK 为 (  )。 
A 0 B. 1/2 GC. 2073 D: 1/3 


选择 题 6 图 选择 题 7 图 


8. 图 示 为 施工 中 使 用 的 落 锤 式 打桩 机 简 图 。 已 知 锤 的 质量 为 m , 自 高 h 处 无 初速 落 
下 , 打 在 质量 为 m* 的 木 桩 上 ,使 柱 下 降 $ 距离 。 设 锤 击 时 不 发 生 回 跳 , 则 木 桩 所 受 土壤 的 
平均 阻力 下 的 下 列表 达 式 中 ,正确 的 为 ( 人 


丽 ， 节 三 (mitm2)’6+m?h 


mm TN mh 
~ Qn 2) :0—m?h 


(mitm,)6 3 EB (mtm2)6 . 
C Fi tm)’d D. F= mh 
ee (mitm,)6 8 “ ntm2)os 


9. 质量 为 m 的 气 锤 以 速度 v。 打 在 桩 顶 上 ,经 过 时 间 r 后 , 气 锤 的 速度 为 w , 若 锤 受到 
的 碰撞 冲 量 为 1 ,根据 碰撞 过 程 的 冲 量 定理 ,所 写 出 的 如 下 方程 中 ,正确 的 为 ( Ds 


选择 题 8 图 选择 题 9 图 


大 第 15 章 碰撞 977 


A Ws B. mvt+mvo=I, 


GC. mv—nooO—— 1 DD: mw Tmvy—— 1 
10. 设 锤 的 质量 为 M, 桩 的 质量 为 mi ,锻件 连同 砧 座 的 质量 为 m,。 为 了 提高 打桩 和 锻 
造 的 效率 , 则 应 ( 。”)。 


A. M<=m],M~>m,; B. M>mi,M<=m, 
C. M>m',M~>m,: D. M=m,M<=m; 
15-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命 题 ,并 将 结果 填 和 人 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 打 "X”) 
1. 碰撞 力 之 所 以 非常 大 主要 是 因为 碰撞 时 间 非 常 短 。 ( ) 
2. 弹性 碰撞 与 塑性 磁 撞 的 主要 区 别 在 于 是 否 有 塑性 变形 。 ( ) 
3. 弹性 碰撞 与 塑性 碰撞 的 主要 区 别 是 前 者 在 碰撞 结束 时 两 物体 有 不 同 的 速度 而 彼此 
分 离 , 后 者 则 不 分 离 。 ( ) 
4. 两 物体 发 生 中 心 正 碰撞 时 ,其 恢复 因数 是 碰撞 结束 时 法 向 相对 速度 与 碰撞 开始 时 法 
向 相对 速度 大 小 的 比值 。 发 ) 
5. 由 于 碰撞 的 时 间 极 短 ,所 以 碰撞 过 程 中 没有 机 械 能 损失 。 ( ) 
6. 碰撞 时 之 所 以 有 动能 损失 ,主要 是 因为 碰撞 时 会 发 声 \ 发 热 。 ) 


7. 在 塑性 碰撞 中 损失 的 动能 可 由 两 物体 的 质量 比 与 碰撞 前 的 相对 速度 完全 确定 。 
( ) 
8. 不 计 摩 擦 ,物体 与 固定 面 斜 碰撞 时 ,恢复 因数 应 为 碰撞 后 与 磁 撞 前 速度 在 接触 面 法 


线 方向 的 投影 之 比 。 ( ) 
9. 在 光滑 水 平面 上 运动 的 两 个 球 发 生 对 心 碰撞 后 , 互 换 了 速度 , 则 其 碰撞 为 完全 弹性 
碰撞 。 ( > 


10. 绕 定 轴 转 动 的 刚体 ,如 果 质 心 正好 和 转轴 重合 , 则 找 不 到 刚体 的 撞击 中 心 。 ( 

15-3 ”碰撞 问题 为 什么 不 宜 从 力 的 变化 角度 来 研究 ?为 什么 也 不 宜 用 运动 微分 方程 来 
研究 ? 为 什么 当 碰 撞 过 程 有 机 械 能 损失 时 也 不 能 用 动能 定理 ? 

15-4 ”碰撞 过 程 中 可 以 用 动量 矩 定理 的 积分 形式 ( 称 为 冲 量 矩 定理 ) ,为 什么 非 碰撞 情 
况 下 一 般 不 使 用 动量 矩 定理 的 积分 形式 ? 

15-5 ”一 球 静 止 在 粗糙 水 平面 上 ,怎样 殴 击 此 球 使 它 一 开始 就 作 无 滑动 的 滚动 ? 

15-6 ” 均 质 杆 AB 向 下 作 铅 直 平移 如 图 , 当 A 端 与 地 面 磁 撞 B 
是 完全 弹性 碰撞 和 塑性 碰撞 两 种 情况 时 , 哪 种 情况 下 碰撞 终了 时 ， 


AB 杆 的 角速度 大 ? 
15-7 试 从 能 量 的 观点 解释 完全 弹性 碰撞 、 弹 性 碰撞 、 塑 性 4 vo 

碰撞 。 PT TTI 
15-8 ”什么 是 撞击 中 心 ? 如 何 确定 撞击 中 心 ? 思考 题 15-4 图 


习题 


15-1 如 图 所 示 , 用 打桩 机 打 入 质量 为 50 kg 的 桩 柱 , 打 桩 机 的 重 锤 质 量 为 450 kg, 由 高 
度 /) 一 2m 处 落下 ,其 初速 度 为 零 。 如 恢复 因数 e 一 0, 经 过 一 次 锤 击 后 , 桩 柱 深 入 1 cm , 试 求 


桩 柱 进 入 土地 时 的 平均 阻力 。 
15-2 球 1 速度 ww 三 6 m/s, 方 向 与 静止 球 2 相 切 ,如 题 图 所 示 。 两 球 半径 相同 .质量 相 
等 ,不计 摩 探 。 碰 撞 的 恢复 因数 e 王 0.6。 求 碰撞 后 两 球 的 速度 。 


HN ev 


习题 15-1 图 习题 15-2 图 习题 15-2 解答 


ESsssssssss 


15-3 ”如 图 所 示 质 量 为 ,长 为 / 的 均 质 杆 AB, 水 平地 自由 下 落 一 段 距离 后 ,与 支 座 DD 
碰撞 ( BD 二 直 ) 。 假 定 磁 擅 是 塑性 的 , 求 磁 挤 后 的 角速度 w 和 础 擅 冲 其 1 


15-4 质量 为 mi 的 物 块 A 置 于 光滑 水 平面 上 , 它 与 质量 为 ms ,长 为 ! 的 均 质 杆 AB 
相 匀 结 。 系 统 初始 静止 ,AB 铅 垂 ,mi 二 2m:。 今 有 一 冲 量 为 1 的 水 平 碰撞 力作 用 于 杆 的 B 
端 , 求 碰撞 结束 时 , 物 块 A 的 速度 。 


习题 15-3 图 习题 15-4 图 习题 15-4 解答 


15-5 ”图 示 质 量 m 二 2 kg 的 均 质 圆 盘 无 初速 地 从 高 度 h 二 1m 自由 下 落 , 碰 到 一 个 固定 
尖 角 O 上 ,车 圆 盘 半 径 += 二 20 cm ,距离 a 二 8 cm, 设 碰撞 时 的 恢复 因数 。 二 0. 8, 假 设 接触 时 
没有 滑动 。 求 碰撞 后 圆 盘 的 角速度 和 质心 的 速度 ,以 及 碰撞 前 后 机 械 能 的 损失 。 


15-6 ”图 示 3 根 长 均 为 ! 的 均 质 杆 AB、BC、CD 铵 结 成 正方 形 的 3 个 边 并 置 于 水 了 
上 。 DD 贸 固 定 , 在 A 点 作用 一 沿 DA 方向 的 冲 量 I。 求 碰撞 后 三 杆 的 角速度 


也 
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习题 15-6 图 习题 15-6 解答 


15-7 ”处 在 铅 直 平面 内 的 均 质 杆 AB ,长 度 为 1, 质量 为 , 今 以 铅 直 向 下 的 平行 移动 束 
度 4 与 光滑 地 面 发 生 碰撞 ,此 时 杆 与 名 直线 的 夹 角 为 0(0<0 二 下 ) ,如 图 所 示 。 假 设 是 完全 


非 弹性 的 碰撞 , 求 以 下 力学 量 : (1) 碰 撞 结束 瞬时 杆 的 角速度 大 小 ; (2) 在 碰撞 过 程 中 杆 所 
受到 的 冲 量 的 大 小 ; (3) 碰 撞 结束 后 杆 的 一 端 B 点 的 运动 轨迹 : (4) 当 杆 整 个 地 与 地 面 即将 
接触 瞬时 的 角速度 大 小 ; (5) 当 杆 整 个 地 与 地 面 即将 接触 瞬时 地 面 的 约束 反 力 大 小 。 


习题 15-7 图 


15-8 杆 OA 和 AB 长 均 为 !, 质 量 均 为 六 ,在 铅 垂 位 置 处 于 静止 。 现 有 一 水 平 碰撞 冲 
量 工 ,为 使 O 处 不 产生 瞬时 反 力 ,2 应 为 多 少 ? 碰撞 结束 时 AB 杆 速度 瞬 心 已 的 位 置 d 应 为 
多 少 ? 


习题 15-8 图 习题 15-8 解答 


振动 基础 


机 械 或 结构 系统 在 平衡 位 置 附近 的 往复 运动 称 为 振动 。 工程 上 涉及 的 机 械 和 结构 的 振 
动 称 为 机 械 振动 。 各 类 机 械 的 振动 对 我 们 来 说 既 有 有 利 的 一 面 也 有 有 害 的 一 面 。 剧 烈 的 振 
动 常 常会 危害 结构 物 的 强度 或 妨碍 机 器 的 正常 功能 ,影响 加 工 精度 ; 振动 的 噪声 还 会 妨害 
人 体 的 健康 。 另 一 方面 ,振动 也 有 积极 的 一 面 ,如 地 震 仪 振动 打桩 机 ,振动 送料 机 ,振动 第 、 
超声 电动 机 等 ,都 是 利用 振动 的 特性 而 进行 工作 的 。 因 此 研究 振动 的 目的 ,一 方面 是 防止 或 
限制 剧烈 的 振动 对 于 工程 .生产 实践 的 危害 ; 另 一 方面 是 利用 振动 的 特性 为 生产 实践 服务 。 

按 振动 产生 的 原因 ,可 把 振动 分 为 自由 振动 和 强迫 振动 ; 按 振 动 系统 的 自由 度数 ,可 把 
振动 分 为 单 自由 度 系统 振动 .多 自由 度 系 统 和 无 限 多 自由 度 系统 即 弹 性 体 的 振动 ; 按 振 动 
系统 的 参数 特性 ,可 把 振动 分 为 线性 振动 和 非 线性 振动 。 本 章 只 研究 单 自由 度 和 两 自由 度 
系统 的 线性 振动 。 单 自由 度 系统 的 振动 反映 了 振动 的 一 些 最 基本 规律 ; 两 自由 度 系统 的 
些 特点 可 推广 到 多 自由 度 和 无 限 自 由 度 系统 。 


16.1 无 阻尼 单 自 由 度 系统 的 自由 振动 
-as 


16.1.1 自由 振动 微分 方程 


典型 的 单 自 由 度 振动 系统 力学 模型 如 图 16. 1. 1 所 示 , 质 量 
块 m( 可 视 为 质点 ) 悬 于 弹簧 的 下 端 , 弹 得 的 质量 不 计 , 自 然 长 度 
为 1 ,刚度 系数 为 &k。 其 中 质量 块 是 运动 发 生 的 实体 ,是 研究 运 
动 的 对 象 ,运动 方程 是 针对 质量 块 建立 的 。 这 样 的 一 个 单 自 由 
度 系 统 模型 是 对 实际 振动 系统 的 高 度 抽象 和 概括 。 例 如 ,升降 
机 吊 篮 、 列 车 的 一 节 车 厢 、 固 定 在 梁 上 的 电动 机 、 高 楼 的 一 层 等 
都 可 简化 为 该 模型 。 图 16.1.1 无 阻尼 单 自 由 度 

现在 分 析 质 量 块 沿 铅 垂 方向 作 直 线 运动 的 规律 。 如 系统 自由 振动 
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图 16.1. 1 所 示 , 质 量 块 在 静 平衡 位 置 时 弹簧 的 变形 称 为 静 变 形 , 以 9s 表示 ,由 平衡 条 件 可 
知 ,mg 二 k6,。 取 静 平 衡 位 置 对 应 的 点 为 坐标 原点 O,z 轴 铅 垂 向 下 建立 坐标 系 。 由 牛顿 第 
二 定律 可 得 


7 并 一 18 一 人 (0 十 工 ) Cl 1 
令 
We (16.1.2) 
m 
则 得 

十 wx = 二 0 (16.1.3) 

式 (16. 1.3) 为 无 阻尼 自由 振动 微分 方程 的 标准 形式 ,其 通 解 为 
X=Cicoswotl + Cosinwot (16. 1. 4) 


式 中 Ci、C 为 积分 常数 ,由 系统 运动 的 初始 条 件 来 确定 。 初 始 条 件 是 指 系 统 在 初始 时 刻 的 
速度 和 位 移 。 设 1=0 时 ,+= 二 x。o ,X= 二 XZ。, 可 解 得 


Py 


TX =XocOswot 十 —sinwot COL 咒 
Wo 
根据 三 角 函 数 公 式 , 式 (16. 1.5) 又 可 写成 
z=Asin(wot+t0) (16. 1.6) 
式 中 
| 2 
4= /zi+(22) ， 0 =arctan (ee) (16.1.7) 
wo To 


A 和 0 分 别称 为 振幅 和 初 相位 ,而 ws: 十 0 总 称 为 相位 。 以 式 (16. 1.5) 和 式 (16. 1.6) 两 种 形 
式 描 述 的 物体 振动 , 称 为 无 阻尼 自由 振动 ,简称 自由 振动 。 


16.1.2 振幅 、 初 相位 和 频率 


称 式 (16. 1.6) 所 确定 的 振动 为 简 谐 运动 。 无 阻尼 自由 振动 是 简 谐 振动 ,是 一 种 周期 运 
动 , 其 周期 为 


_2x _ m 


Te 2r C16,1. 8) 


单位 是 s, 周 期 的 倒数 即 每 秒 内 振动 的 次 数 , 称 为 振动 的 频率 ,用 f 表示 . 即 
/= 去 -= 尖 -去 全 (16.1.9) 
频率 的 单位 为 Hz,1 Hz 表示 每 秒 振动 1 次 。 
而 系统 振动 的 圆 频 率 为 
wo =2xf (16. 1. 10) 
式 (16.1.10) 表 明 , 圆 频率 w。 是 物 块 在 自由 振动 中 每 2x 秒 内 振动 的 次 数 , 单 位 为 rad/s。 
还 可 以 看 出 ,f .wo 完全 取决 于 系统 本 身 的 参数 , 即 只 与 振动 系统 的 刚度 系数 & 和 物 块 的 质 
量 m 有 关 , 而 与 运动 的 初始 条 件 无 关 , 它 反映 了 振动 系统 固有 的 动力 学 特性 。 因 此 ,通常 将 


理论 力 


站 


频率 了 称 为 固有 频率 ,将 圆 频率 w。 称 为 固有 圆 频率 (有 时 也 称 固 有 频率 )。 显 然 ,振动 系统 
的 固有 频率 可 通过 调整 系统 的 参数 mx 和 k 来 加 以 改变 。 

振幅 、 初 相位 和 频率 称 为 简 谐 振动 的 三 要 素 。 固 有 频率 是 振动 理论 中 一 个 极其 重要 的 
概念 ,计算 固有 频率 w。 是 振动 理论 中 的 一 个 重要 课题 。 系 统 在 铅 垂 方向 振动 时 ,we 除了 可 


直接 由 式 (16. 1. 9) 求 得 ,还 可 以 根据 弹簧 的 静 变 形 6。 来 求 得 。 由 平衡 方程 4 一 5, 代入 
式 (16. 1.2) 得 


wo = Fs (16.1.11) 


因此 只 要 求 出 (计算 或 测量 ) 振 动 系 统 在 重力 作用 下 的 静 变 形 就 可 得 到 系统 的 固有 
频率 。 


16.1.3 ”弹簧 的 串联 与 并 联 


如 果 系 统 有 多 个 弹性 元 件 ,由 于 连接 方式 不 同 , 可 构成 弹性 元 件 的 并 联 和 串联 的 组 合 方 
式 。 为 简化 振动 分 析 , 可 用 其 总 刚度 (又 称 等 效 刚度 ) 表 示 其 弹性 特征 。 

图 16.1.2 和 图 16. 1. 3 中 ,已 知 物 块 的 质量 为 m, 分 别 求 弹 簧 并 联 与 串联 系统 的 等 效 
刚度 。 


图 16.1.2 两 弹簧 并 联 图 16.1.3 两 个 弹簧 串联 


(1) 弹簧 并 联 。 图 16. 1. 2 表示 刚度 系数 分 别 为 Rs 的 弹簧 并 联系 统 。 其 特征 是 : 物 
块 在 重力 mg 作用 下 作 平 移 , 两 弹簧 变形 相等 。 处 于 平衡 位 置 时 ,两 根 弹簧 的 静 变 形 都 是 
6 ,而 弹性 力 分 别 是 : FF 一 Aiou,F: 一 As0s。 系 统 平衡 方程 是 

mg 一 下 十 一 (Ri 十 有 2)G。 
若 用 一 根 刚 度 系 数 为 eu 的 弹簧 来 代替 原来 的 两 根 弹簧 ,使 该 弹簧 的 静 变 形 与 原来 两 根 弹 
簧 所 产生 的 静 变 形 相 等 ,如 图 16. 1. 2(b) 所 示 , 则 mg 一 Abs。 比 较 可 得 
Ru =ki 二 kz 

这 表明 ,并 联 后 的 等 效 弹簧 的 刚度 系数 是 各 并 联 弹簧 刚度 系数 的 算术 和 。 这 一 结论 也 可 以 
推广 到 多 个 弹簧 并 联 的 情形 。 

(2) 弹簧 串联 。 图 16. 1. 3 表示 刚度 系数 分 别 为 &,、ks 的 弹簧 串联 系统 ,其 特征 是 : 两 
弹簧 受 力 相等 。 当 物 块 在 静 平 衡 位 置 时 , 它 的 静 位 移 6. 等 于 每 根 弹簧 的 静 变 形 之 和 , 即 
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6. 一 0is 十 9zs 
由 于 每 根 弹簧 所 受 的 拉力 都 等 于 重力 mg , 故 它们 的 静 变 形 分 别 为 


mg mg 
人 一 一 6 4 二 一 一 
lst ki 2st ks 


如 果 用 一 根 弹 簧 刚度 系数 为 &。 的 弹 答 来 代替 原来 的 两 根 弹簧 ,如 图 16. 1. 3(b) 所 示 ， 
此 弹 得 的 静 变 形 等 于 3.,6。 = 。 故 有 
1 1 1 kik;, 
和 
上 式 表 明 ,串联 后 的 弹 竹 的 刚度 系数 的 倒数 等 于 各 串联 弹簧 的 刚度 系数 倒数 的 算术 和 。 这 
一 结论 也 可 以 推广 到 多 个 弹簧 申 联 的 情形 。 
【 例 16.1.1】 升降 机 笼 的 质量 为 ,由 钢丝 强 泰 挂 以 等 速度 v。 向 下 运动 。 钢 丝 绳 的 
刚度 系数 为 ,质量 可 忽略 不 计 。 如 果 升 降 机 运行 中 急 刹 车 ,钢丝 绳 上端 突 然 停止 运动 , 求 
此 时 钢丝 绳 所 受 的 最 大 张力 。 
【 解 】 当 升降 机 等 速 运动 时 ,钢丝绳 内 的 张力 为 箱 笼 所 受 重力 , 记 为 Fi, 一 mg 。 钢 丝 强 
上 端 突然 停止 运动 时 , 箱 笼 由 于 惯性 继续 向 下 运动 ,开始 在 静 平衡 位 置 作 上 下 自由 振动 。 这 
种 情况 可 简化 成 单 自由 度 无 阻尼 系统 的 自由 振动 ,其 固有 频率 为 we 一 VR77 ,自由 振动 的 
初始 条 件 是 : :一 0 时 ,ze 一 0,z 一 we , 故 振幅 为 


人 
A= |zs + 至) 本 条 
由 振动 而 引起 的 钢丝 强 中 最 大 动 张力 为 
F, =kA =vo Vmk 
于 是 ,钢丝 强 中 总 张力 的 最 大 值 是 
F=Fi++F;,=mg vo Vmk 
显然 ,振动 增加 了 钢丝 强 中 的 张力 。 当 钢丝 绳 的 刚度 系数 和 运动 速度 wv。 比较 大 时 ， 
最 大 动 张力 也 会 很 大 ,可 能 导致 钢丝 绳 的 损坏 。 因 此 ,运行 中 应 避免 这 种 情况 。 由 于 最 大 动 
张力 F 与 钢丝 绳 的 刚度 系数 & 的 平方 根 成 正比 , 故 对 承受 这 种 突然 冲击 荷载 的 零件 ,刚度 
系数 小 反而 安全 。 为 此 ,人 们 在 吊 钩 与 钢丝 绳 间 加 一 个 圆柱 形 螺旋 弹簧 ,这 等 于 在 钢丝 绳 上 
串联 一 个 刚度 系数 较 小 的 弹簧 ,降低 了 系统 的 刚度 系数 。 这 种 吊 钩 称 作 弹 簧 的 减 振 钩 。 


16.1.4 计算 固有 频率 的 能 量 法 


计算 固有 频率 的 能 量 法 ,其 理论 基础 是 机 械 能 守恒 定律 。 在 图 16. 1. 1 所 示 无 阻尼 单 自 
由 振动 系统 中 ,作用 在 该 系统 上 的 重力 和 弹性 力 都 是 保守 力 。 根 据 保守 力 场 中 的 机 械 能 守 
恒定 律 , 该 系统 在 振动 过 程 中 ,其 势能 与 动能 之 和 保持 不 变 , 即 : 了 十 V 一 常量 , 式 中 了 是 动 
能 ,V 是 势能 。 如 果 取 平衡 位 置 O 为 势能 的 零点 , 则 系统 在 任 一 位 置 时 ， 


一 了 站 一 了 ka 


当 系 统 在 平衡 位 置 时 ,x 一 0, 势能 为 零 , 速 度 最 大 ,动能 有 最 大 值 Tu; 当 系 统 在 最 大 


偏离 位 置 时 ,速度 为 零 ,动能 为 零 , 势 能 有 最 大 值 w。..。 由 于 系统 的 机 械 能 守恒 ,因此 
Ts = Ws Ci 
可 用 式 (16. 1.12) 计 算 固 有 频率 。 现 以 图 16. 1. 1 所 示 的 弹簧 -质量 系统 为 例 进行 说 明 。 
由 式 (16. 1.6) 知 ,系统 的 自由 振动 方程 为 xz 二 Asin(wot 十 0), 速 度 方程 为 v 二 x 二 
Awocos(wot 十 0), 故 速度 的 最 大 值 ,二 Aw。o。 
该 系统 的 动能 、 势 能 的 最 大 值 分 别 为 


ee | } 下 
Tmax = mz ox = mA wo ， Vs 一 二 ro 一 一 


2 
代入 式 (16. 1.12), 即 可 得 系统 的 固有 频率 


“ 
m 
这 与 式 (16. 1.2) 完 全 相同 。 根 据 上 述 道理 ,我 们 还 可 以 求 出 其 他 类 型 机 械 系统 的 固有 频率 。 
【 例 16.1.2】 如 图 16.1.4 所 示 , 质 量 为 m 、 半 径 为 
及 的 均 质 圆柱 沿 地 面 做 往复 纯 滚动 ,圆柱 体 在 A、B 点 挂 
有 刚度 系数 分 别 为 &! 和 , 的 弹簧 ,A、B 点 到 圆心 的 距 
离 分 别 为 a 和 4。 试 求 微 振动 的 固有 频率 。 一 一 一 一 一 一 
【 解 】 选 圆 柱 体 微 转角 0 为 广义 坐标 。 圆 柱 作 平面 人 
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T=3 (FmR )4 

由 于 接触 点 C 为 速度 瞬 心 , 则 A 、B 两 点 的 速度 分 别 为 
vA=(R+a)d, vs=(R—0)0 


由 此 得 出 A 、B 两 点 的 位 移 分 别 为 
xXxA=(R++a)0, zs =(R—6b)0 


故 系统 的 弹性 势能 为 


V FRVR Ha)?0° + > 2k) CR 0)20° 


设 系 统 作 自由 振动 时 0 的 变化 规律 为 
0=Acos(wot 十 DB) 


则 系统 最 大 动能 
xg” .dfs 2 妆 
ss =3 (FmR ) oiA 
系统 最 大 势能 
Wa 7 ZR R Fa)*A? 1 于 (242)CR 0D)2A? 


由 机 械 能 守恒 定律 ,有 Tu 二 Vsx* 解 得 固有 频率 为 


i /去 4) + 名 | 
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16.2 有 阻尼 单 自由 度 系统 的 自由 振动 


无 阻尼 自由 振动 为 简 谐 运动 ,其 振幅 及 周期 是 恒定 的 ,运动 将 一 直 持续 下 去 。 但 实际 系 
统 由 于 存在 阻力 而 不 断 地 消耗 系统 的 能 量 , 使 自由 振动 随时 间 逐 渐 衰 减 直 至 完全 停息 。 工 
程 中 常见 的 阻尼 有 各 种 不 同 的 形式 ,如 物体 在 介质 (空气 ,水 ` 油 等 ) 中 运动 时 的 黏 滞 阻尼 、 物 
体 沿 接触 面 滑 动 时 的 干 摩擦 阻尼 ,物体 内 部 摩擦 产生 的 结构 阻尼 及 高 速 运动 物体 所 受到 的 
非 线性 阻尼 等 。 由 实验 得 知 , 当 物体 以 低速 在 阻尼 介质 中 运动 时 ,介质 给 予 物 体 的 阻力 近似 
地 与 物体 速度 的 一 次 方 成 正比 ,方向 与 速度 方向 相反 , 即 
下 R 一 一 cm (16.2. 1) 
式 中 ,c 称 为 黏 滞 阻 尼 系 数 , 它 取 决 于 物体 的 形状 .尺寸 及 介质 的 性 质 ,单位 是 N，s/m; 负 
号 表示 阻力 的 方向 恒 与 速度 的 方向 相反 。 这 种 阻尼 称 为 线性 阻尼 。 我 们 仅 研 究 线性 阻尼 对 
于 自由 振动 的 影响 。 


16.2.1 运动 微分 方程 


具有 阻尼 的 单 自由 度 系 统 的 振动 模型 如 图 16. 2. 1(a) 所 
示 。 取 平衡 位 置 O 为 坐标 原点 ,x 轴 铅 垂 向 下 。 当 重 物 


在 离 原点 x 处 时 , 重 物 除 受 重力 mg 及 弹性 力 F 作用 全 
外 ,还 有 黏 汪 阻尼 力 F., 如 图 16. 2. 1(b) 所 示 , 则 力 P 和 ”0s 
FF 在 x 轴 上 的 投影 为 & 
Fs =—E(6. +2), Fs =—rv=—¢z 训 mg mg 
于 是 重 物 的 运动 微分 方程 为 (a) (b) 
mz =mg 一 此 (© 二) 一 < kr— 人 ez 图 16.2.1 有 阻尼 的 单 自由 度 
上 式 各 项 同时 除 以 mn, 并 令 w; 二 人 ,二 一 5 ES 人 
”7 2Vmk 2mwo 
¢ 是 一 相对 阻尼 系数 , 称 为 阻尼 比 ,为 无 量 纲 参 数 , 则 上 式 可 写 为 
十 2towo 之 十 o8z 一 0 (a 
这 就 是 具有 阻尼 的 自由 振动 微分 方程 的 标准 形式 ,其 特征 方程 的 两 个 根 为 
si2 =—two two VE CO—1 Cl.2. 3 
显然 ,对 于 不 同 的 阻尼 比 , 上 式 将 给 出 实 特征 根 或 复 特征 根 , 现 分 别 讨论 之 。 
16.2.2 过 阻尼 情形 (6 二 1) 
在 此 情形 下 式 (16. 2. 3) 是 一 对 互 异 的 实 根 , 方 程 (16. 2. 2) 的 通 解 为 
w= Dat pat Mi (16.2.4) 


式 中 Ci、C， 是 积分 常数 ,由 初始 条 件 确定 。 图 16. 2. 2 所 示 为 一 典型 过 阻尼 系统 的 位 移 时 


YS 
400 
NM 


理论 力 


站 


间 历 程 。 显 然 , 其 运动 是 非 周期 性 的 ,而 且 随 着 时 间 的 增 大 ,x 逐渐 趋 于 零 ,运动 按 指数 规律 
衰减 。 可 以 证 明 , 这 种 运动 至 多 只 过 平衡 位 置 一 次 就 会 逐渐 回 到 平衡 位 置 , 没 有 振荡 特性 。 


=0.02 
=0m/s X00.02m 


三 0.00| 
| 已 =-05m/s 
-0.01 
0.005 
=-l m/s 
、 -0.02 
0.000| 《=1.03 | | 
00 05 10 15 ~ 23.0 00 0.3 10 15 2.0 
ts tls 
图 16.2.2 过 阻尼 系统 的 自由 衰减 运动 图 16.2.3 临界 阻尼 系统 的 自由 衰减 运动 


16.2.3 临界 阻尼 情形 (6 =1) 


在 此 情形 下 特征 根 有 一 对 相等 的 实 根 s1,, 二 一 w。 ,方程 (16. 2.2) 的 通 解 为 
工 一 (Ci 十 Cat)e (16. 2. 5) 
其 中 Ci 、Cs 是 积分 常数 ,由 运动 的 初始 条 件 确定 。 显 然 ,这 种 运动 也 按 指数 规律 很 快 衰减 ， 
至 多 只 过 平衡 点 一 次 ,没有 振荡 特性 。 它 是 过 阻尼 情形 的 下 边界 ,同一 个 系统 , 受 相同 的 运 
动 初始 条 件 激励 ,临界 阻尼 情形 中 位 移 最 大 ,而 且 返 回 平衡 位 置 最 快 。 图 16. 2. 3 给 出 了 不 
同 初始 条 件 下 临界 阻尼 系统 典型 的 位 移 时 间 历 程 。 


16.2.4 从 阻尼 情形 (0 二 6 二 1) 


这 时 特征 根 是 一 对 共 罗 复 根 
s12 =—twotiwo VI— Ct 
在 此 情形 下 方程 (16. 2. 2) 的 通 解 为 
x =e€ (Cicoswat + Czsinwat) (16.2.6) 
式 中 ww, 二 wo V1 一 多 , 称 为 系统 的 阻尼 振动 频率 或 自然 频率 。 显 然 , 它 小 于 系统 的 固有 频 
率 。 设 在 初 瞬 时 上 一 0 时 ,zz 一 zo, 工 一 2o, 代 人 式 (16. 2. 6) 解 出 积分 常数 C =zoyC，: 一 
Sa 


, 即 系统 的 位 移 响 应 
zr =e -A 十 ee C1652. 7) 
Wa 
式 (16. 2.7) 还 可 等 价 地 写作 
z=Ae sin(wat 十 9) 中 [和 :着 
式 中 
- 和 2 ~ 
A wh ed ， 9 一 arctan 一 W620 


wa Xo twoxo 


a 第 16 章 ”振动 基础 


图 16. 2. 4 中 实 线 描述 了 一 种 典型 从 阻尼 自由 
振动 的 位 移 时 间 历 程 。 它 是 在 系统 平衡 位 置 附近 
的 往复 振动 ,但 幅 值 不 断 训 减 ,不 再 是 周期 振动 。 
工程 实际 中 的 系统 多 属于 欠 阻 尼 情 况 , 且 一 般 5 二 
0.2。 所 以 ,通常 所 说 的 阻尼 系统 自由 振动 ,都 是 指 
欠 阻 尼 系 统 。 现 在 来 分 析 其 振动 特性 。 


(1) 阻尼 系统 的 自由 振动 是 非 周 期 振动 ,但 其 56 1 3 4 
相 邻 两 次 沿 同一 方向 经 过 平衡 位 置 的 时 间 间 隔 “ 册 62 4 大 隅 尼 系 红 的 自 出 讲 减 拓 动 
均 为 
二 2 (16. 2. 10) 


ws wo /ie Vi 一 到 
这 种 性 质 称 为 等 时 性 。 借 用 周期 这 一 术语 , 称 该 时 间 间 隔 T。 为 阻尼 振动 周期 或 自然 周期 。 
显然 它 大 于 无 阻尼 振动 周期 了。 必须 指出 ,衰减 振动 的 周期 只 是 说 明 它 具 有 等 时 性 ,并 不 
意味 着 它 具 有 周期 性 。 

(2) 阻尼 振动 频率 ws 和 阻尼 振动 周期 T。 是 阻尼 系统 自由 振动 的 重要 参数 。 当 阻尼 比 
# 很 小 时 ,阻尼 对 周期 的 影响 不 大 。 当 阻尼 比 5<1 时 ,可 近似 认为 有 阻尼 自由 振动 的 周期 
与 无 阻尼 自由 振动 的 周期 相等 。 

(3) 阻尼 系统 自由 振动 的 振幅 按 指数 规律 Ae“" 衰减。 为 描述 振幅 衰减 的 快慢 ,定义 
经 过 一 个 自然 周期 相 邻 两 个 振幅 之 比 的 自然 对 数 为 振幅 对 数 衰减 率 , 即 


人 
0 i two Ts < (16. 2. 11) 
Ae 有 二 一 区 


可 见 ,振幅 对 数 衰减 率 仅 取决 于 阻尼 比 。 例 如 , 当 5=0.05 时 ,6 二 e "io 一 0.7301, 这 就 是 
说 每 振动 一 次 振幅 衰减 27% ,经 过 10 次 振动 后 振幅 将 减少 为 原来 的 0.730 1” 二 0.043, 即 
4.3%。 虽 然 阻尼 很 小 ,但 是 振幅 的 衰减 是 很 显著 的 。 对 于 小 阻尼 情况 , 式 (16. 2.11) 可 近似 
取 为 
8 一 2 (16. 2. 12) 
P| 平衡 位 置 0 【 例 16.2.1】 已 知 一 阻尼 缓冲 器 ,质量 块 在 静 荷 载 P 的 作用 
下 ,初始 位 移 为 x。, 如 图 16. 2.5 所 示 。 弹 得 的 刚度 系数 为 ,阻尼 
系数 为 c<。 当 静 荷 载 已 去 除 后 ,质量 块 越过 平衡 位 置 的 位 移 为 初 
始 位 移 的 10% , 求 : 缓冲 器 的 相对 阻尼 系数 5。 
【 解 】 根据 题 意 可 知 , 当 静 荷载 P 去 除 后 ,系统 作 自 由 振动 ， 
1 二 0 时 ,z= 二 0,z 三 zo。。 代 入 式 (16. 2.6) ,得 


图 16.2.5 例 16.2.1 图 一 和 oot bwoxro . 
立 一 e ocoswdt 十 sinwat 
上 式 两 边 求 导 
a wixo 一 zol . 
2 sinwat 
Cd 


设 在 时 刻 4 质量 块 越过 平衡 位 置 到 达 最 大 位 移 , 这 时 速度 为 


je 
401 
和 -MA 


通 衣 放 莹 = 
Wi 
i(1)= oe on inwati 一 0 
Wa 
得 
工 
让 三 一 
wa 
即 经 过 半 个 周期 后 出 现 第 一 个 振幅 zi ， 
a = 
1 一 一 立 a 
由 题 知 
三 
2 = 
Wy 
解 得 
5 一 0. 59 


16.3 单 自 由 度 系统 的 受 迫 振动 
> 


下 面 研究 系统 在 外 界 干扰 力 ( 或 激 振 力 ) 作 用 下 引起 的 振动 。 干 扰 力 是 指 随时 间 变 化 的 


谐 激 振 力 的 情形 。 estes 
具体 内 容 详 见 二 维 码 。 和 


16.4 振动 的 隔离 


振动 的 隔离 (简称 隔 振 ) 就 是 研究 物体 之 间 振 动 的 传递 关系 , 减 小 相互 间 所 传递 的 振动 
能 量 。 隔 振 一 般 可 分 为 主动 隔 振 和 被 动 隔 振 。 主 动 隔 振 是 指 通过 弹性 支撑 ,将 振动 的 机 器 
( 振 源 ) 与 地 基 隔 离 ,以 减 小 振 源 传 到 基础 上 的 力 , 也 叫 隔 力 。 水 泵 ,发动 机、 锻 锤 机 械 等 的 隔 
振 就 属 此 类 。 被 动 隔 振 是 指 通过 弹性 支撑 将 需要 保护 的 精密 仪器 或 设备 与 振动 的 地 基 ( 振 
源 ) 隔 离 ,来 减 小 基础 传 到 设备 上 的 振动 幅 值 ,因此 也 叫 隔 幅 。 车 辆 的 乘坐 、 同时 qs 
精密 仪器 的 安装 、 环 境 运输 的 包装 .舰艇 上 导弹 发 射 架 的 隔 振 等 都 属 此 类 。 咒 
这 两 类 问题 中 ,弹性 支撑 均 称 为 隔 振 器 。 a 

具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


16.4 节 内 容 


16.5 两 自由 度 系统 的 振动 
~ 


应 用 单 自由 度 系统 的 振动 理论 ,可 以 解决 机 械 振动 中 的 一 些 问题 。 工 程 中 有 很 多 实际 问 
题 必须 简化 成 两 个 或 两 个 以 上 自由 度 , 即 多 自由 度 的 系统 ,才能 描述 其 机 械 振动 的 主要 特征 。 
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多 自由 度 系统 的 振动 特性 与 单 自由 度 系统 的 振动 特性 有 较 大 的 差别 ,例如 ,多 回 
自由 度 系统 有 多 个 固有 频率 ,有 主 振 型 . 主 振动 和 多 个 共振 频率 等 。 本 书 只 讨 底 
论 两 自由 度 系统 的 机 械 振动 。 让 

具体 内 容 详 见 二 维 码 。 
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思考 题 
一 > 


16-1 选择 题 (请 在 给 出 的 选项 中 ,将 正确 的 选项 填 人 括号 内 ) 

1. 对 一 个 作 简 谐振 动 的 物体 ,下 面 哪 种 说 法 是 正确 的 ? ( i 
A. 物体 在 运动 正方 向 的 端点 时 ,速度 和 加 速度 都 达到 最 大 值 
B. 物体 位 于 平衡 位 置 且 向 负 方 向 运动 时 ,速度 和 加 速度 都 为 零 
C. 物体 位 于 平衡 位 置 且 向 正方 向 运动 时 ,速度 最 大 ,加 速度 为 堆 
D. 物体 位 于 负 方 向 的 端点 时 ,速度 最 大 ,加 速度 为 零 

2. 简 谐 振动 的 三 要 素 不 包括 ( Ds 


A. 振幅 B. 初 相位 C. 频率 D. 周期 
3. 两 个 刚度 系数 分 别 为 e: As 的 弹簧 并 联 ,其 等 效 刚 度 系数 是 (  )。 
A. Ai 十 Ra B. kiks/(kithks) C. ki—kz D. ks—ki 


4. 一 个 轻 质 弹簧 紧 直 悬挂 , 当 一 物体 系 于 弹簧 的 下 端 时 ,弹簧 伸 长 了 / 而 平衡 , 则 此 系 
统 作 简 谐 振动 时 振动 的 角 频 率 为 ( 


这 3 、/ L 
A. py BB 下 C， 
5. 阻尼 振动 的 频率 ( ) 系 统 的 固有 频率 。 
A. 大 于 有 :水 于 CC 等 于 D. 不 一 定 


6. 如 图 所 示 ,质量 为 m 的 物体 ,由 刚度 系数 为 Al 和 As 的 两 个 轻 弹 簧 连接 ,在 光滑 导轨 
上 作 微 小 振动 ,其 振动 频率 为 ( js 


kik: Al 十 Ra 
A. wow 一 2r B. ww 一 2 
m m 


a D. w= /2 
“© 2xN mk kz “~ 2xN mitka) 
7. 图 示 为 一 摆 振 系统 ,尺寸 如 图 ,a/l 二 a ,不 计 刚性 摆 杆 质量 , 则 系统 绕 O 点 小 幅 摆动 


的 阻尼 振动 频率 为 ( 和 


RN 


k 


粤 h 局 : : 
用 1 2 H re 1 
| MAMMA A A sm : 
区 : : 


选择 题 6 图 选择 题 7 图 
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A. 了 4mk—c? B. 炬 昭 
8. 在 有 阻尼 单 自由 度 系统 受 迫 振动 中 ,初始 条 件 会 影响 系统 的 ( 
A. 稳 态 振动 的 振幅 和 相位 差 B. 瞬 态 振动 的 振幅 和 相位 差 
C. 固有 频率 D. 阻尼 固有 频率 
9. 在 隔 振 器 的 设计 中 , 当 频 率 比 ( ) 时 , 才 有 隔 振 效果 。 
A. A>V2 BE XN i 项 让 < 
10 ”自由 度 为 n 的 振动 系统 ,上 且 没 有 重合 的 固有 频率 ,其 固有 频率 的 数目 ( 
A. 为 n B. 为 1 C. 大 于 n D. 小 于 nn 
16-2 ”判断 题 (请 判断 下 列 命题 ,并 将 结果 填 入 括号 内 ,认为 正确 的 打 “V”, 错 误 的 
打 “ 光 2 


1. 自由 振动 是 初始 激励 引起 的 振动 ,因此 ,对 于 一 个 单 自由 度 线性 系统 ,初始 条 件 不 

同 ,自由 振动 的 振幅 、 相 位 、 频 率 均 不 同 ; ( 
一 个 振动 系统 当 示 受到 外 力 的 持续 激励 时 ,不 会 发 生 振动 。 ( 
. 线性 谐振 子 的 振动 周期 与 其 振幅 有 关 ,振幅 越 大 , 则 周期 越 长 。 ( 
单 自由 度 无 阻尼 系统 的 自由 振动 频率 为 其 固有 频率 。 ¢ 
单 自由 度 欠 阻尼 系统 的 自由 振动 具有 等 时 性 ,所 以 是 周期 运动 。 ( 
( 

( 

( 

( 


单 自由 度 无 阻尼 系统 的 自由 振动 频率 由 系统 的 参数 确定 ,与 初始 条 件 无 关 。 
. 阻尼 在 共振 区 对 减 小 振幅 具有 显著 作用 ,而 在 非 共 振 区 影响 不 大 。 
. 单 自由 度 系 统 具 有 一 个 固有 频率 ,而 两 自由 度 系统 有 两 个 固有 频率 。 
. 单 自由 度 系 统 自由 振动 一 定 为 简 谐 振动 ,多 自由 度 系 统 则 为 非 周期 运动 。 
10. 主 振动 这 一 概念 是 多 自由 度 系统 所 特有 的 ( 单 自 由 度 系统 中 不 存在 ) , 仅 取决 于 系 
统 的 质量 和 刚度 等 物理 参数 ,为 系统 的 固有 特性 。 ( ) 
16-3 在 简 谐 运动 三 要 素 中 ,哪些 参数 是 系统 的 固有 参数 ?哪些 参数 是 依赖 于 外 部 条 
件 的 参数 ? 
16-4 ”应 将 仪表 盘 的 指针 系统 设计 成 临界 阻尼 系统 还 是 过 阻尼 系统 ? 
16-5 ”实际 系统 在 共振 时 ,其 振幅 会 是 无 限 大 么 ? 为 什么 ? 
16-6 如何 理解 “共振 时 弹性 恢复 力 与 惯性 力 相 平衡 , 激 振 力 全 部 用 于 克服 阻尼 力 , 系 
统 基 本 呈 阻 尼 特 性 ?? 
16-7 某 阻尼 器 的 阻尼 比 是 0. 1, 这 句 话 对 么 ? 
16-8 ”图 示 系统 初始 条 件 为 :二 0 时 ,x 二 x。,ZX 二 Zo: 求 系统 在 外 激励 
下 一 Fusinwt 作用 下 的 响应 ,w 冯 wo。, 下 面 的 解法 是 否 正确 ? 


的 而 而 避 
Wp i We i Wi ME i ri, i 


Ke 


et k 
【 解 】 系统 方程 : mz 十 kx 二 Fosinwt , 即 Ft = Lsinot, 
齐 次 方程 的 通 解 : x 二 Aicoswot 十 A,sinwot 。 | 
由 初始 条 件 可 得 A 一 x。,As 一 疡 ,/wo ,所 以 齐 次 方程 的 通 解 为 ”dr 
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T=Xxocoswot 站 这 一 sinwot 
wo 
非 齐 次 方程 的 特 解 为 
Fo i 
WE = ——— 
2 m(w? 一 2?) 
所 以 系统 的 响应 为 
Fo 
工 一 TocOSswot + sinwot zsinwt 
m(w—w ) 


习题 
> 


16-1 一 物体 悬挂 在 弹簧 上 ,如 图 所 示 。 当 物体 的 质量 为 mi 时 , 测 得 的 周期 为 Ti， 如 
物体 的 质量 为 mw* 时 , 测 得 其 周期 为 T。。 求 弹簧 的 刚度 系数 &。 

16-2 写 出 图 示 系 统 等 效 刚度 的 表达 式 。 当 m 二 2. 5 kg,: 一 As 一 2X10  N/m,As 一 
3X10” N/m 时 , 求 系统 的 固有 频率 。 


习题 16-1 图 习题 16-2 图 


16-3 ”质量 为 六 一 400 kg 的 物体 悬挂 如 图 。 简 支 梁 AB 的 质量 不 计 , 长 ! 王 4m', 抗 弯 
刚度 EI 二 1. 96X10” N。m?, 求 物体 自由 振动 的 频率 。 


习题 16-3 图 习题 16-3 解答 


16-4 图 示 均 质 圆柱 的 质量 为 m ,半径 为 ,可 沿 水 平面 作 纯 滚动 。 在 横向 对 称 面 内 ， 
距离 圆心 为 a 处 联 有 两 根 刚度 系数 缘 为 & 的 弹簧 。 平 衡 时 弹簧 为 原 长 求 圆柱 体 作 微 振动 
的 固有 频率 。 

16-5 物 块 A 的 质量 为 m, 均 质 滑轮 O 与 轮 B 的 半径 相同 , 且 质 量 缘 为 xm, 。 和 斜面 与 水 
平面 的 夹 角 为 9, 弹簧 BD 与 斜面 平行 ,弹簧 的 静 伸 长 为 g. 交 二 maisin0, 轴 承 O 的 摩擦 不 
计 。 求 轮 B 只 滚 不 滑 时 ,系统 的 振动 周期 。 


和 -MA 


习题 16.4 图 习题 16-5 图 


16-6 ”在 图 示 的 系统 中 ,已 知 &;(i 二 1,2,3) mw 和 2, 横 杆 质量 不 计 。 求 系统 的 固有 频率 。 


Sn 
习题 16-6 图 习题 16-6 解答 


16-7 质量 为 m ,长 为 的 均 质 杆 和 弹簧 & 及 阻尼 器 c 构成 振动 系统 ,如 图 所 示 。 以 杆 
偏 角 0 为 广义 坐标 ,(1) 建 立 系统 的 动力 学 方程 ,并 给 出 存在 自由 振动 的 条 件 。(2) 若 在 弹簧 
原 长 处 立即 释 手 , 问 杆 的 最 大 振幅 是 多 少 ? 发 生 在 何 时 ? (3) 求 (2) 中 最 大 角速度 是 多 少 ? 
发 生 在 何 时 ? 是否 在 过 静 平 衡 位 置 时 ? 

16-8 一 单 自由 度 阻 尼 系 统 ,m 二 10 kg 时 ,弹簧 静 伸 长 $.=0.01 m。 自 由 振动 20 个 循 
环 后 ,振幅 从 6.4X10 sm 降 至 1.6X10“，m。 求 阻尼 系数 c。 

16-9 ”质量 为 mi 的 物 块 在 倾角 为 a 的 光滑 斜面 上 从 高 h 处 滑 下 无 反弹 碰撞 质量 为 mm。 
的 物 块 ,如 图 所 示 。 确 定 系统 由 此 产生 的 自由 振动 。 忽 略 质 量 块 的 几何 尺寸 。 


PIT 


TC Me 
习题 16-7 图 习题 16-9 图 


16-10 。 某 路 面 沿 长 度 方向 可 近似 为 正弦 波 ,波长 为 !: 波 峰 高 为 ,一 汽车 质量 为 j, 减 
振 板 弹簧 总 刚度 系数 为 A ,在 该 路 面 上 以 速度 w 行驶 。 不 计 阻尼 , 求 汽车 铅 垂 振动 的 稳 态 响 
应 和 临界 行驶 速度 。 


习题 16-10 图 9 160 解答 
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16-11 在 图 示 系 统 中 ,已 知 mx、k1、ks、F。 和 w, 初 始 时 物 块 静止 且 两 弹簧 均 为 原 长 。 

16-12 ”由 一 对 带 偏 心 质量 的 等 速 反 向 旋转 齿轮 构成 的 振动 机 械 安装 在 弹簧 和 阻尼 
器 构成 的 支承 上 ,如 图 所 示 。 当 齿轮 转动 角速度 为 w 时 ,偏心 质量 惯性 力 在 垂直 方向 大 
小 为 mew? sinwt。 已 知 偏心 重 W= 二 125.5N, 偏 心 距 e 二 15.0 ecm, 支承 弹簧 总 刚度 系数 & 二 
967.7 N/cm, 测 得 垂直 方向 共振 振幅 A, 二 1.07 cm, 远 离 共 振 时 垂直 振幅 趋 近 常 值 Au 一 
0. 32 cm。 求 支承 阻尼 器 的 阻尼 比 及 在 w= 二 300 r/min 运行 时 机 器 的 垂直 振幅 。 


Fo sin Of 


习题 16-11 图 习题 16-11 解答 习题 16-12 图 


16-13 一 个 质量 为 1. 95 kg 的 物体 在 黏 性 阻尼 介质 中 作 强 迫 振 动 , 激 振 力 为 忆 王 
25sin(2xf1)(N)。(1) 测 得 系统 共振 时 的 振幅 为 1. 27 cm, 周 期 为 0. 20 s, 求 系统 的 阻尼 比 & 
及 阻尼 系数 c; (2) 如 果 f= 二 4 Hz, 除 去 阻尼 后 的 振幅 是 有 阻尼 时 的 多 少 倍 ? 

16-14 ”图 示 系 统 中 ,m= 二 1 kg, 三 144 N/m,c=48 N。s/m,L 一 /一 0.49 m,l,=0.5l， 
4 三 0.254 ,不 计 刚 杆 质量 , 求 无 阻尼 固有 频率 w。 及 阻尼 “5。 

16-15 不 计 杠杆 质量 , 按 图 示 坐 标 建立 系统 的 运动 微分 方程 ,并 求 出 固有 频率 和 固有 


习题 16-14 图 


习题 16-15 图 


16-16 ”建立 图 示 双 氛 系 统 的 微 振动 微分 方程 ,并 求 固有 频率 和 固有 阵型 。 车 当 1 二 0 
时 ,0, 三 0。 ,0, 二 0,0 1 二 0,0, 二 0, 求 其 自由 摆动 规律 。 


习题 16-16 图 习题 16-16 解答 
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16-17 双 层 建筑 结构 简化 模型 如 图 所 示 , 其 中 二 澡 ,ms 一 272, 剪 切 刚 度 Ai 一 人 ， 
ks 二 2k。 试 求 : (1) 结 构 的 固有 频率 和 固有 阵型 。(2) 若 在 m， 上 作用 力 产生 单位 位 移 , 然 
后 无 初速 释放 , 求 其 自由 响应 。(3) 由 于 地 震 , 基 础 产生 水 平方 向 运动 x 二 zosinwt , 求 结 构 的 
稳 态 响应 。 

16-18 图 示 两 自由 度 系统 , 已 知 m1 二 4m ,mz 二 m ,ki 二 3k ,ks 一 4k ,ks 二 k ,在 质量 块 
m1 上 作用 一 简 谐 激 振 力 Fosinwt。 求 : (1) 系 统 固有 频率 和 固有 阵型 。(2) 若 要 使 左边 质量 
块 的 稳 态 振幅 取 最 小 值 , 激 振 力 的 频率 应 该 为 多 少 ? 此 时 右边 质量 块 的 位 移 是 多 少 ? 


和 2 


> x 


Fsinot 
一 


CC 
- BHI 
习题 16-17 图 习题 16-18 图 


附录 A 


基础 知识 


A.1 矢量 及 其 运算 
< 


具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


A.2 等 时 变 分 
< 
变 分 对 经 典 力学 而 言 是 非常 重要 的 一 个 概念 。 无 论 是 分 析 静 力学 还 是 哈密 尔 顿 原理 等 内 容 


都 会 应 用 变 分 ,同时 变 分 原理 也 是 很 多 学 科 的 重要 基础 。 本 小 节 仅 介绍 等 时 变 分 的 基本 概念 。 
具体 内 容 详 见 二 维 码 。 


A. 3 常 微分 方程 及 其 求解 


常 微分 方程 是 描述 力学 系统 常用 的 数学 工具 .在 高 等 数学 中 有 一 些 介绍 。 下 面 对 有 关 
知识 简单 总 结 。 


附录 A. 3 内 容 


附录 B >》 


简单 均 质 几何 体 的 重心 和 转动 惯量 


物 体 简 图 重心 位 置 转动 惯量 
y Fee=0 
细 直 杆 c C 为 杆 的 重心 有 
Jo=Jc= FEA 
本 2 
1 
JE 一 天 2 
C 在 中 线 AB 的 
角 板 1 Je =iem(a’ tb —ab) 
= ” 18 
3 处 1 
Yo = (a’ t+b’*+h’ —ab) 
J cz =12m6" 
2 ‘ i 1 
和 矩形 板 C 为 对 角 线 的 交点 J = Iam 
1 2 112 
Je=jsm(a’ +b’) 
1 2 
Jce=J6, = 
圆 板 C 为 圆心 
Jc = hr 
1 2 0972 
= oe (9 了 一 64) 
dr 1 
半圆 板 yc 一 可 Je 一 二 


mr (97 一 32) 


1 
Jc 一 18 


让 


------------------------ 附录 B ”简单 均 质 几何 体 的 重心 和 转动 惯量 


物体 简 ”图 重心 位 置 转动 惯量 
Je 一 本 
椭圆 板 C 为 椭圆 中 心 J =Tma’ 
Jce=—m(a’tb’) 
球体 C 为 球 心 Je=J6 =Jc =—Emr 
83 
J cz Jecy 二 
320 
半球 体 = 一 忆 ， 
2 
Jc 一 可 or 
1 2 2 
Je= Fm(b 十 < 
椭 球 体 C 为 椭 球 中 心 J =m(e* +a’) 
1 2 2 
Je= ma +b") 
= ( % 
而 时 从 C 为 上 .下 底 圆心 连 |Tc 一 Je 一 人 mr 十 34 
线 的 中 心 1 
Je= sm 
= 
中 空间 为 上 ,下 底 国 心 加 | Tc 一 Ja 一 二 严 (R 十 亚 十 可 妈 
ELE 线 的 
柱 体 线 的 中 心 Re ay 
1 闵 2 
Toam 4 
长 方 体 C 为 对 角 线 的 交点 “|Jo, = 证 m(e* 十 a*) 
Ss 2 
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4-2 
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8-1 


10-1 
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0. A; 
10-2 
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11-1 
-Bs 
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11-2 
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2 B.D; 
li 


2. 


2. 


2 


Xs 


B; 
ls 


AD; 


xX; 
5 


Cs 


2. /3 


1 


2. 


Ls 


xX; 


Dy 3; 


12. BD; 13. CD; 


2. 


1 


Ns 
/3 


3. 


3. C.A.B; 4. 


12: (Cs 


A 
V2 


V; 4. 


3. C; 4. 


2 BH 


3 
lo Xs 


4. V/s 


Xs 


4. 


3 
a 


a 


Ai; 


xX; 


D; 4 Ay 5 


3. Xs 
1. od 


4. 
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部 分 习题 参考 答案 


1-1 (a)240N。mji (b) 一 208 N。mji (c)50.7 N。mji (d)248 N。mji (e) 一 40N。m。 

il2 P=86,0N,Fs = Ni Fs =30Ns Fs 40 Ny Fis =0%Fs, =60Nys Fi 
一 56.6 N,F,,=56.6 N。 

13 Fi,.=—1.2kN;Fi,=1.6kN;Fi.=0% F;,=0.424 EN;Fs, =0. 566 kN:F;; = 
0:.707 ENs Fs =Fsy=0,F;s=3 EEN. 

4 Fs=0s5l Nts =3.0M NE = NM: 

1-5 Fr=7.25 N。 

1-6 F=(48i—64j++60k) N。 

1-7 (1)F!,: (80,0, 一 60) N,F,: (一 28.3,35.3, 一 21.2) N; (2)F,: (—3,2.4,—4) 
N。m, 下 ;: (一 1.06,0,1.41) N。mji (3)F,: 一 2.06 N* m,F,: 一 0.73 N。m。 

1-8 一 112.3 N。myv1299N。m, 一 431.1 N。m。 

1-9 M,(F)=—580 N。 m,M,(F)=40 N. m,M.(F)=—280 N. m, 


1-10 ME N。m。 


2-1 Fr 二 68.8 kN ,指向 左上 方 且 与 水 平成 88"28' 之 角 。 

2-2 (1) Fg 二 150 N< 一 ,Mo 二 1 000 N，mm( 逆 时 针 ); 
(2) F=150 N<—,y=—6 mm。 

2-3 Fr 二 V2 下 ,方向 与 x 轴 成 135°。 

2-4 (1) Fg 二 104. 18 N, 合 力作 用 线 与 AB 线 夹 角 0 一 28.7", 且 在 第 三 象限 内 ; (2) 在 
AB 线 上 的 位 置 xs 一 265.68 mm; (3) 在 BC 线 上 的 位 置 ye 一 145. 3 mm。 

2-5 力 偶 ,M=v 而 Fa'cosOD=eos0 7 一 调 'eosOD- 一 三 . 

2-6 ”此 力 系 的 最 终 简化 结果 为 一 合力 Fk 二 V2F (i 十 k) ,其 作用 线 方程 为 + 二 ai 十 yj 十 yk。 

2-7 M=—29.3i—70.7j+100k N。m。 

2-8 ” 力 螺 旋 ,Fk 二 4Y3F,M= 二 V3 Fa 。 

33 w= = ls 

2-10 F=40N, 


Rr’ 4(R’—r’) -Rr) 
是 i ,yc 一 0; (b): 
2-11 (dr aR ry bze= 3 RT) Ri 
2-12 ze=1.67 myc 王 2.15 m。 
2-13 (上 略 )。 
2R sina (nt+1)b 2a 
2-14 (a)xrec aa (bre Per (c)zc 一 yc SC 。 


21s MB...=0.8346. 


2-16 


一 732N。 


/ 
(a) F=gl, MA 一 一 分 ， 

LM 
(b) F=$ ,MA = -SO; 

gliLa) gq (2l2+3l1ls +s) 
(OF ,Ma p 

2 6 

(Ca 十 oa (qi+2ga)7’ 

Cd) EF 5 一 ,MA 
sing 和 Sin0 
i 

Fac 二 10 kN( 压 力 ) ,Fgc 二 5 kN( 拉 力 )。 


(1)0 一 65"; (2)0=25°; (3)0<57. 5°; (4)0 之 69"。 


3 
/2 
0=arcsin i 


9 一 了 一 0,0A 一 (sin0。 


1 


1 1 
Q= FWsing, Fn = FW,Fys= WceoshB。 


2 2 2 


W=2F, * (1 一 二 ) 。 


a 
Fo=—1414N,Fs=Feo=707 N。 
FA=Fs=—26.4 kN,Fc=33.5 kN。 

M,=]1 kN. m 
FA=1 kN,Fe=1414 N,Fs =1 kN, 


人 
Pw 7。 


太一 一 500 N;F.=1'000 NyFy,=500N;h;,=—1000 N; Fs,=0, 


人 
Pa TPs 


0 一 arctan( 


Fs=7.69 kN,F,;=57.69 ENs Fa 一 一 57.69KN Fp;y=142, 3 kN;s 


Fe 一 一 57.69 kN, Fc, =42.31 kN。 
0 一 p 一 15",Fr 一 1.115W。 


和 
G pi 


FA 一 5kN,Fca 一 1kN( 拉 力 ) ,Face 一 一 5.66 kN( 压 力 )。 


Fa =Fn, =0,Fs=0,F,=F. 
FA=—0. 25 kN,Fs=3.75 kN。 
1/, My, _1/, M 
Ca) Fu 一 0,Fw 一 一 于 (F 二 ,Fa 了 (3F 二 二 
1/、M 5 1 M 1 
(b) Fa =0,Fa, (F+7 zaa),Fs = (3F1 


4-10 
4-11 


和 部 分 习题 参考 答案 
2M—F,, 
1 
2ab 
Fa =8 kN, Fn, =6 kN, Feo, =8 kN,Fo,=1 kN,Fw =7 kN, 


Fas =—1.5 kN,Fa,=0,Fg,=—1.5kN,Fs,—=4kN. 
Fas =0,F, =6 kN,Ma=4kN. m,Fsg=2 kN, 


i sy 3 V2 
I 2 ga°Fs 2 9a Fos 2 gas Fo, 2 gda "Pes 7 94。 


Fu 一 2.67 kN, Fe,=34 kN,Mc=92 kN m, 


EY 
一遍 
WE 区 
Fa = Fs Fe — TF Fe Se 
5V2 
Fa=5kN,Fa BE kN, Fo, —8.46 kN, Ms —6.42 kN + m 


Ey 8ga ,Fa, 3ga ,Fp 4ga ,FDp, = 3da 。 
FA 一 6N,FA 王 20N,MA 王 16N。m。 


入 人 业 人 
FA 一 可 FT)Fw 一 FFe 一 RCRFo 一 3FCy7 


M M M 
Feo=/2 PF (>) FA 一 2 Fs, =2F+ s Fr » Fe, = 2F + 3 sFe 
- 2a a 和. 2a 
M 
V2(F+—). 
a 
Fs =—4.5kN,Fa,=2kN,Ma=6.25kN. m,Fs 0.5 kN,Fc, =0,Fc, =1.5 kN, 


FAs 一 0,Fap 王 FFco 一 Fce 王 下 ,Fos VZF。 
Fi=—F,F,=0,F,=1.414F,F,=—F,Fs=0,Fs=2F,F;,=—1.414F, 
Fs=—F,F,=F 

RE 

Fuej 一 一 22.5(kN) 。 

下 ,一 一 60.9 kN,F,=20.3 kN,F,=—36.6 kN。 

FAs 一 0.43F。 

Fs 二 一 F( 压 力 )。 


Fm=3'Fw=PFw=—TF,Pm= ,Pw = ,Fw=0, 
/i 3 BP 

Fu Fw- Pw/P ,Pu Fw Pw- 

i i V11 

Fns Fuse Fs 0,FNao 下 Naz 区 卫 ,Fa 4P。 


f=50 m,707 kN。 
27. 4 EN,27.6 kN。 
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4-38 


4-39 


5 000 kN,5 016 kN。 
1.97 kN,2.56 kN。 
(1) 100 m; (2) 4. 15 kN 。 
(1) 12 kN; (2) 16 kN; (3) zc=1.5 my,zp 一 2 m(Czp 一 8/3 m); (4) A 处 最 大 ， 
28. 84 kN; D 处 最 小 ,16 kN; (5) Fs 二 16 kN(<),Fn. = 二 24 kKN( 个 ), Fs, = 
16 kN( 一 ) ,Fa 一 32kN(C 人 人 )。 
(a) F=140 N; (b) F=265 N。 
1 

parctan(2+). 

3r 厂 
4 十 3rF。 
了 .一 0. 268。 
9 一 16.7" ,0 一 42.6"。 
( 略 ) 。 
折 梯 平衡 ,此 时 摩擦 力 Fa 二 Fs 二 72 N。 


0 一 arcsin 


会 地 塌 ,0 二 30. 9"。 
946 N。 
( 略 ) 。 
2acosp 2a cosp 


/ 了 。 
"cos?bgcos(0 十 P) coszgcos(0 一 p) 


49.6 N。m 委 Mo 委 70.4N .mo。 
yr a 到 
(1) tanb>f, 时 "a < < (sing— /cos0) 
pr 


去 f 时 ,ES rr 
CS Ta(sin0+ f/f.cos0)" 


FA 一 Fa 一 126.6 Nyzamwx 一 86.2mm。 
Ma 一 19.81 N» m, 

首先 滑动 : a 二 f6; 首先 翻 倒 : a 二 /6。 
Mu 一 2.94N。m。 

/ax 一 156. 6mm。 


l 
2; 37 委 一 委 8. 14, 


d 
( 略 ) 。 
站 h h 
F(1—$ /+ 00)</6. 


Wo 
(RsinB+OcosB—r)(sing— fcosa)”™ 


Wad[Lcos(0—B)— fsin(0—B)J 
ReosB+Osing 
208.3N; 


QAimax 


HWi(sing— fcosa)。 


------------------------------------- 部 分 习题 参考 答案 

0 
4 COND 0. 7 

(3) 0 一 10. 30°,fs,8=0.095 2。 
4-42 0.377,13.7 N。 
4-43 22.8 kg,109.7 kg。 
5-1 自由 度 : 3。 
5-2 椭圆， fe 

(0 十 0)2 1 
vy 


5-3 ”运动 方程 : x 二 200cos FCmm) sy 100sin FtCmm)s 轨迹 : 


5-4 (1) yi1=2x? ,ys=2zxi; (2) 1 s; (3) 41.3 mm/s,8.25 mm/s; 
(4) 4 mm/s’ ,241mm/s’。 

5-5 v=uV(wt) tl ,a=uwV(wt) t+4., 

5-6 v=(—1.46i+3.33j) m/s,a=(5.12i—4.48j) m/s’:。 


到 


1 1 
S$ w= "y= pl costrt); y= (1—eos 


5-8 z=4cos21,y=5+5sin2; Ey | (手下 


5-9 一 600! mm/s,a'=600 mm/s’: ,an 一 480002 mm/s’。 
5-10 y’:—2y—4x=0,v=2.24 m/s,a=2 m/s’,a'=0. 894 mm/s’, 
a"=1.79 mm/s’ ,p=2.8 m。 
101 


140000110000 一 1 


S-11 ys 一 10V64 一 所 一 80(mm); vs 一 一 一 一 一 mm/s。 
V64 一 全 
汪 esin2wt 

5-12 z=r(< ,a ): = (Sino tS Oo). 

FR Be oe 2 Vri—er sin? wt 

LL hwsinwt 

5-13 (1) u 一 一 全 ，(2) ww 一 -Soc 。 

COS wt COS wt 


2 
5-14 运动 方程 : 工 一 rcoswL 十 0 ne sin? wt y=r (1 )sinC 


当 4=0 时 ,0 二 (1 一 也 jro, 和 (wv 六 一 于 ,方向 垂直 向 上 。 


ae l 区 
5-15 ”运动 方程 : Tc 一 了 c0s93; ?yc 一 7 sinp。 

i Ln u u 

i 这 -2 2 一 — 了 一 一 一 一 一 

运动 轨迹 :xz 十 y GG 。 速 度 ; v。 了 2y 2 cotp。 

Pe ur 

BM 2lsin’ pg” 

i ; Wb . 
5-16 ”运动 方程 : zx 一 /cosp,y 一 /sinp。 速 度 ， "一 访 加 速度 : 


Vb +4du’t? 。 


wt )。 


加 速度 : az 一 0， 


lbu? 


4 Gt 
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Lo 和 让 RaRR 


Sa7 (CD 119i (2) a8/ 


2 2 A 2 一 02)si 区 
5-18 ”运动 轨迹 : 三 十 六 一 1。 切 向 加 速度 : a' 一 一 
ao bo 2 Va’? sin: wt 十 03 cos:wt 
aobow’ 


法 向 加 速度 : a 二 一 一 一 一 一 一 一 。 
Va’? sin: wt +b? cos’: wt 


5-19 速度 : v 二 80 cm/s。 加 速度 : a 二 322. 5 cm/s?。 
5-20 AB 杆 : 角速度 : w= 二 1 rad/s。 角 加 速度 : a 二 1.73 rad/s*。B 点 的 加 速度 
as 一 1 300 mm/s’。 
bvuo 
oe 
5-22 v=200 mm/s,a=50 mm/s’ ,uc 一 200 mmy/s,ac 一 271 mm/s’。 


5-23 uagc 一 一 0.4 m/s,aac 一 一 2.77 m/s’。 


5-21 0=arctan (ee) ,四 


LOw2 
S-24 w,=0,as=— 2 o 
rs 
Gv? 
二 = 5 
Sa 2xr’ 


‘ 


2 
6-1 (1) p=(v/w) sinwt; (2) 2 十 (过 y) van 2wv 。 


3 
6-2 vac 一 rwcos(60 十 p)/sin60 ; 当 9 一 0 时 ,ve 一生 ow, 向 左 ; 当 ?三 30" 时 ,uac 一 


几 呈 一 pg 一 60 时 ,voc 一 一 起 mo, 向 有 。 


6-3 v,=20x V3 mmy/su 一 10r2V3 mmy/s。 
6-4 (a) w,=3.09 rad/s; (b) os 一 1.82 rad/s。 


nnrcosO 
vac 一 a 
wm 15sing 


6-6 ac=a.。=136.6 mmy/s: ,a, 一 36.6 mmy/s: 。 


6-7 vac 一 ww 一 400 mmy/syaac 一 a。 一 3 180 mm/s’。 


出 _V3 2 
6-8 w= 3 rad/s,a = 37 rad/s 。 


2 

vo 
R* 
2 


6-10 woe = Faoc ni) 


6-9 v=0.577v06,4a=1.54 


6-11 (1) v,=wR(—sin20i+cos20j) .qa:=—w’R(cos20i 十 sin201 ) ; 
(2) ac 一 一 2w2?R(cos20 十 sin207 ) ,其 中 0 一 oti 
(3) v=wR[— (sin0+2sin20)i+ (cos0++2cos20)j |], 
qs,=— Ro’[(cos0++4cos20)i+ (sin0+4sin20)j ]。 
6-12 vw,=346.4 mm/s($^);a,=]1400 mm/s:(y)。 


a 部 分 习题 参考 答案 《421) 


2 10W3 
6-13 和 


3 9 
6-14 vu=173.2 mm/s,am=350 mm/s’。 


6-15 (1) v=w V4dr’—zr’ (<); a=zrw’(<); 
(2) v 二 2rw, 圆 的 切线 方向 ; a 二 xw’ (一 )。 
V3 2 


Fl w=roy a= 。 


| 
6-17 w=100 mm/s,a=22.4 mm/s’。 
6-18 v=894 mm/s,a=2 890 mm/s’。 
6-19 (1) 2 m/s; (2) 1 m/s; (3) 8.25 m/s’。 
6-20 vu=600 mm/saw 王 3 630 mm/s: ,vn=825 mm/s,an=3450 mm/s’。 
6-21  wce 一 0.866 rad/s,ace=0.134 rad/s’。 
6-22 aas 一 0.65 rad/s*( 逆 时 针 )。 
6-23 v=54 mm/s,a=48.8 mm/s’。 
6-24 v=722 mm/s,a=4 800 mm/s’。 


小 2 


1 1 
7-1 za=(R+r)cos ,yA=(R+r)sin® 


1 2 
了 本 或 ga 一 入 (CR 二 r)al 。 


UA . 
7-2 wp=5sin0tan0.。 


R 


; 


7-3 v4 二 vo ( 旦 ) 一 1. 与 vw 方向 相反 ， vs 一 ms 1+(E) vancwawx) =e 


r 


vo=vo (1+ 民 ) ,与 vo 方向 相同 ; vg 二 v。 /1 十 EY atv 
K 


天 
7-4 was 一 3 rad/s,wois 一 5.2 rad/s。 

7-5 vs 一 1.577v。 

7-6 wpg 一 0.5 rad/s。 

7-7 vp=537 mmy/s。 

7-8 wp=216 mm/s。 

7-9 w=2.6 rad/s。 

7-10 vo=R * wv/(R—r),ao=R «a/(R—r)。 

7-11 ws=3.62 rad/syas 一 2.2 rad/s’:。 


7-12 waB 1 aas 一 


7-13 as 一 了 rooyaois 一 本 wo。 
7-14 aaA 王 10 m/s’,a=1.5 rad/s’。 


_2V3 2 


7-15 ac 一 9 7 本 


7-16 uc 一 1wo ,ac 一 2.08/wi 。 


7-17 vc 一 1058 mm/s, 加 速度 有 两 个 解 : ec 一 2.88 m/s ,ac 一 4m/s 。 
7-18 wapc—=8 rad/s,agc—=20rad/s’。 
7-19 vec=2.05 m/s。 


3 EE] 
7-20 ES 


多 
7-21 aB=2aw’,as =a.: (2a5—=A/3w:) 
7-22 ve=120 mm/s( 人 + ) ,ac 一 0.4mm/szCy )。 


wor 


(0) ,ap = (0), 


7-23 vc=wor(<),ac—=aor(<),wp= RR 
7-24 w=2 rad/s。 

7-25 vo=6 m/ssao=112.9 m/s’。 

7-26 vwF=lw ,ar =/la。 

7-27 wu=104.8cm/s。 

7-28 as 一 96 cm/s: ,ac 一 480 cm/s’。 

7-29 wu=VI0Rwo ,am=R V10(aitws)—12wiao 。 

8-1 FN,mx=714.3N,FN,mn=461.7 N。 


2r2z0u? 


8-2 Fas 一 下 十 ma(& 二 二 二 上) Dh 人 


六 
8-3 一 78.3 mm。 


R 
8-4 t=2 /一 。 
区 


8-5 9 一 48.2"。 


8-6 F=m (s ey 1 十 名 


Zz ww 


mtm,。 h 
Sy Py 


mo—m2 8 


8 


8-8 (1) Fmx—=m(gew’); (2) wx = eo 
. acos0 
.9 y mm 一 7 十 osing。 


8-10 F=95.2N, 


8-11 Fng 可 


8-12 (上 略 )。 
8-13 w=10.43 rad/s。 


_ |/ gtan0 
SI Q& 十 Lsin0“ 


i dms—2m1 
‘aB 四 
rn rr 


8-15 


| 
| 
| 


9-12 


9-13 


9-14 


-15 


9-16 


10-1 


rn 部 分 习题 参考 答案 
(SNM: (2 Ds 
1 
(a) los (b) 0; (c) mRw; (d) mvu; (e) 72p。 
1 
(tay 0% Chy P 二 Frolm 二 ms), 方 向 垂直 向 上 ; PP 二 Fro 十 2ms 十 2m3), 方 向 
5 5 
水 平 向 左 ; (cec) p= 二 一 lw (Fm tim) py, = V3 lw (Fm tms); 
5 s 
/一 2lo (了 mi 十 ms) ,pOC, 指 向 左上 方 。 
(1) v==1.87 m/s; (2) 距 B 端 ;==0.112 m。 
| 
0 
MW 
4 M+m° 
, Mia— Mb 
~ m+Mi+M,° 
mit2m;, 十 2723 )Lsincwl tmsl (2721 十 2722 )LSinct 
Ctl} we syc 日 
2(mitm;stms) 2(mitmstms) 
2 
(2) Foww = Cm + 2ms +2ms), 
T=0.138 m。 
SA 一 170 mm( 向 左 ) ,sg 二 90 mm( 向 右 )。 
l=0. 266 m 。 
I mzlw’ 
六 mn 
| 
Py—W TW 3 COW Wa 
椭圆 : 4x? 十 y? 二 1?。 
WwW i 
Fo = (lo cosy tlasing); Por Wh Sine Hoes 
a 1 | FE a E x W, 
Fun,—=Wi+W+W,sin 0 机 (Wi—W,sin0),F 0 
人 
J = 一 J -= 一 和 2 。 
1 
有 G7 a 
( 略 ) 。 
72(Q2z 十 3a0 十 402) 
FO 
3 
二 2 2 m(a’+b’) 


3 3 5 12 - 
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和 -MA 


10-27 


10-28 


_29 pz 
Jo=somR 


1 1 1 
区。 过 .WN 2 机 攻 志 
(a) ml’w; (b) omR w; (c) (= mR’+ml )o; (d) mR (FmR 1)o. 


Miri—m2rz 

i 
2 2 
mr 二 mers 


均 质 杆 先 到 达 水 平 位 置 。 


i 
ogf tf 


2 
vc 一 3VY38gA ‘FPF=3mg 和 
FN 一 252 N。 
wo= A861n/8。 


mag (Ri+r)’ 
ma(R+z) Em(p + RY 


4 1 i 
4 一 了 8 sin0, 下 一 了 mgsin0( 受 压 ) 


F—fa(Wi+W,) 
WitW,/3 8° 
a 一 14.7 rad/s:,F=10.5 N,FN 一 35 N。 


ee= 


6F 30F 
aap 7 hap TO) 
l8g 


0 i 
Fy=0.266W ,a 131° 


4 
(1) a=— 
5 


1' 2g 1 
p=posin( Te + 于) ,FF, 一 二 mgsing。 


fuin=0.38,a=40.0 rad/s? 。 


g; (2) M2mgr。 


a M 
全 MHR 
Ce 2 2 
~ mgp sin0 ‘le 
FR < ( ze 由 


(M—Gr)R’rg 
Ce FR eR 
(1) a=13. 06 rad/s’; (2) FN 一 424.35 N。 


10-29 


10-30 
10-31 
1 
11-2 
于 3 


11-4 


ils 


11-6 


9 


11-8 


11-9 


11-10 


Li 


11-12 


JS 
11-14 


11-15 


11-16 


11-17 


11-18 
11-19 
11-20 


11-21 


11-22 


11-23 


i ea 部 分 习题 参考 答案 
0 
8/ "1 
(1) a=14. 846 rad/s*; (2) aa 一 11.2 m/s’; (3) Fw 一 2.8 N。 
Fns =36. 33 N。 
[a 
一 2.071 N 。m。 
6.2N 。m。 


天 Co 十 3maz)m 。 

(1) 1 (2) a rw (3H —h) 
6 eis 2 ; 

1. 294 m/s。 


/于 ( 一 12) 


( 略 ) 。 


2 有, 
WAB 一 了 (sinp 一 singo) 
| 2ge(cosp 一 cospo) 
6 0’ +r’te’—2recosg 


i l6g (1—cos0o) 
” NN rigx—16) ° 
_2/ 3xM 
7221 十 7722 “ 
waBs 一 10. 62 rad/s。 


v=5. 66 m/s。 


要 2kg ) 
vo AN15W 
2. 47 风 上 
(a) w= 4 rad/s; db rad/s。 
Va Va 


Bmoeg 
m 2 2 i 
3mir’ 二 +2m:(r—e) 


mA=13.06 kg。 
v=3.984 m/s。 
vA=0.788 m/s。 
_ 2g(M— RiW,sing) 
oc Ri(2Wi+3W) ° 
7. 67 rad/s。 
vA 二 3 -og eos0))| 


m 


(428 


入 -MA 


VO 


11-24 wvw,=0.508 m/s,ao=4.7 m/s’。 


V17 
11-25 了 ,一 3 mg. 
mag sin20 
| 7 
人 3mit+m++2msin’0 
2(M—migRsin0) 、 m1 ,mzgR . 
11-27 (1l)a eR C2) Po, Re (3Meos0 2 sin20) 。 


11-28 0 一 48"11'23”。 
36a2 
2 


11-29 /一 (1 十 一 全)tang。 


从 
进 


11-30 (1) d=r(1 /ms), (2 Fs ng V1 十 挛 ,与 法 向 约束 力 的 于 


0=arctanf 。 
89 


。 = - “89 
11-31 (1) /ou 一 0.322; (2) 一 AR 下 一 OPSE。 


_24V2g8  _9g 
Zh ooops 


和 La 3gsin0 4 一 6cospcos0 十 3cos -0 
L(1+3sin’0) l (1+3sin’0)? 

_4—6cosBcos0+ 3cos’0 
(1 二 +3sin’0)? 

11-34 (1) 733 N,479 N; (2) 1 668 N,352.8N。 


11-32 aas 


FN mg。 


人 2 4 
11-35 0=arccos (5) "3mg. 


11-36 1.578 m/s; Fs=82.53 N,F/,=67.06N, 


i migtan’0 migtanO 
mitan20 十 ms ec )itan20 十 722 
3Wisin0 一 W， W， 
本 rt i 
UB OD fe et Pom Do a Wa > sr 
i DR Bi sb 


mitms 0. 5773 十 721 十 7 2 


i | 


mil’sin20 


wy i 
(mz 3mi)l’sin20cos0 
12-3 (1) Fs=73.2 N,Fs=273.2 N; (2) FA=Fsg=25.36N, 
12-4 (1) a=47 rad/s’; (2) Fa,=—95N,Fa,=138 N。 


(M—migr)r . ,mm(M—migrn)r 
Ee ee i Dy 


12-5 4 


2 2 2 
7217 +mzp 7217 十 7220 


和 部 分 习题 参考 答案 /427 


NA 
2V3 次 
12-6 下 上， 13 Eva 一 13 "人 。 
12-7 121 ms 0 
We 
Weos0 6gcos’0 18g 
12-8 F 一 0.266W ,a 一 = 次 
N 1+3cos’0 ® (+3cos0) 13/ 
和 2g COM 一 WiRsin0) 他 六 息 Wi ( i ,WsR . ) 
a RW FW) ; or RW FW,) 3Mcos0 + 2 sin20 | 。 


12-10 ac 一 2.80 m/s ;ac 一 2.45 m/s: 。 

12-11 a=51.3 rad/s? 。 

12-12 a=14.7 rad/s: ,下 王 10.5 N,FN 王 35 N。 

12-13 (1) a 二 1. 85 rad/s* , 道 时 针 转 向 ; (2) F==64 N; (3) Fr 一 321 N。 
12-14 a=2.53 m/s: ,a 一 一 18.96 rad/s: 。 

12-15 ax 一 0.8g。 

12-16 (1) a=12.1 rad/s2; (2) aaA 王 11.14 m/s’; (3) Fn=14.7 N。 


l2gd’sing , _ mgl’sing 
12-17 ac:=gcosgp,ac, L212d: 了 N 一 12 十 1222 
6F 30F 
12-18 aap Tm tap 7 CO)。 
12-19 mas : msgc=14: 3。 
Wisin20 


12-20 uc 一 一 一 二 一 一 5。 
“cc 3W,+2Wisin’0s 


四 WwW sin20 -2 

12-21 Fw 一 下 [ecos1 2 (2e + ) os 
WwW sin20 r? 2 
Fey 天 [eeow 2 (2e 2 Wg 


13-1 Fn=1865N, 
M 
13-2 下 一 三 cot20。 


13-3 (a) M=V3FL; (b) M=F!l, 
F! 2lising 
下 。 1,—2lisin’0° 

sin0(1 一 cosO) 


13-5 M=450 一 一 CN.m)。 
cos 0 


Pk 

13-6 AC=z=a+ 天 (六 ) 。 
13-7 下 as 一 1.5Fcot0O 一 AGocotO 。 

mi 
on 二 m2) 
13-9 5cosbsin(8 十 yY) 一 2cospsin(0 一 7) 十 2cosysin(0O 十 B) 。 


cot0 。 


cos20 1/ 


cos0 2r° 
13-11 M=2FR,F,.=F. 


2V3 


13-12 人 

a 2 
13-13 Fb,= 3p Fp,— oF 
13-14 Ms=7 kN。m。 


2M 2M 


0 一 arccos 


13-15 0 一 arccos 


72L9 
13-16 F,=F;=0,F,=F, F,F,=1.414F。 
13-17 Fas 一 3.46 kN。 

13-18 Fncp 王 一 6.34kN,Fncc 王 一 10 kN。 


13-19 0 一 艺 (不 稳定 ),0. 一 区 (不 稳定 ),0, 一 至 (稳定 ),0, 一 秋 ( 稳 定 )。 0 为 大 轮 的 转角 。 


37m2lg“ 


3 加 
13-20 0 一 0( 当 FL 一 2ka2 时 ,稳定 ; FL 之 2ka? ,不 稳定 ); 0, 二 arccos 人 ) ‘Fi> 
2ka2 时 ;稳定 )。 


13-21 k 一 ,稳定 。 

13-23 0 一 arcsin 人 (2 ) ,不 稳定 。 

14-1 a 

We > Er mi me: 区 
14-3 ma—>ms pr 


14-4 U0 十 [rns/ mitms)] rcos0t gsing =0,7z+ 5L0cosb 一 5L6 2sin0 一 0。 


二 
了 Ta &Rzl 十 zz 一 0。 


14-5 2 Xl tHkri—krs=2meg sin0; 


1 .1 , i 
14-6 mztkzr 2 ml sin00 gmlO cos0 mg =0; 210 —37zsin0+ 3g sin0=0。 


14-7 m2 —ms a 3(m1 二 Tm;)ms 
0 rimatms tam /2)s "1 3Cmz tmst3mi/2)s’ 
3(mi 二 ma) 二 Tm; 
a 


Bm tm tr/ De° 


Gmi ms)t+miR 7 六)gcosb mi(R—r)0?sin0+2kzr =0 
14-8 


| (有 R 一 r)0 十 寺 cos0 十 gsin0 一 0 


和 部 分 习题 参考 答案 《429) 


= 


0 
2 (coskit tcosk,t) 0s = (coskit —cosk2t)。 


14-10 4z1—V3z,=0,3mts—V3mii+2krs—meg =0。 


14-11 mir—mlw’cos(g—wt)—mrg +k(r—ro)=0, 


rot+2rrG tlo rsin(g—w)=0。 


_ /_lg 
14-12 w,= 15x—32° 
2pe g 1 /4g(R+r) 
- ， 了 SO) 。 
14-13 BR 0 .mg (Rir)sinn=po; wi 3 (1—cos0) 


15-1 799.5 N。 
15-2 vi 一 (3r 十 1.039m)(m/s) ,us 一 4.157 m/s。 


3 4 
15-3 wo 一 了 V251 ,一人 gh 。 


je == 
A 972 
15-5 中 一 5. 90 rad/s,uc=3.45 m/s,T 一 T 一 7.00N。m。 
661 61 
13 Toml” Qa 19m/l 
CE 
tsinOl 1+3sin’0’ J 
96uzsin20 十 3gLcos0 i 
(4) w= /8 (UV)), (5) FN 一 一 mg。 
a CL Eas ol Maen ee 
_ 名 ,。 绿 
15-8 0 一 全 4 一 本 。 


dnim: dx:mz 
= 7 = 4 9 
16-2 wo=261.86 rad/s。 
16-3 wo,=30.3 rad/s。 


4k (r+a)’ 
er 


m+ 2m1 再 


16-1 


9 m—mising 9 [0 
-wy / kiksks(atb) 
Nm[kiks (Ca 十 0)2 十 Rs (kia’ tk2b:)] 
2 1 
16-7 (1) 振动 方程 为 : ml*0 十 3cL?6 十 3ka?0 0'c< 了 和 时 ,存在 自由 振动 ; 


megl 
Co ,tt 二 0 时 ; 
2ka? 时 


M0 


: 
OW [a 在 过 平衡 位 置 时 。 
a 


16-8 “一 6.91 N。s/m。 


忆 


16-9 X=xocoswot—— sinwot 。 
wo 
Fo . 1 Jk 
16-10 zx en sinwt; vom ° 
Fok, ww 
16-11 zz(t) Si Si 。 
Xz eT ey (sinet sinoot ) 


16-12 3.8X10™” m。 
16-13 (1) 阻尼 比 为 0. 51, 阻 尼 系 数 为 62. 66 N。m/s; (2) 2. 48。 
16-14 wo 一 6rad/s, 5 一 0.25。 


E Ek A A 
16-15 wi=0.81 - hai 一 2.62 层 , 力 一 下 条 一 1. 09,7: 一 不休 一 一 0. 46。 
EE 8 i 
16-16 w=0.7654 /1 ,wz 一 1.8478 /1 ;71=1.414, 7; 1.414。 
和 ) 二 工 6 ( 8 ) +1g ( s) 
1(t 一 5 0.765 4 3 Os 1.8478 TY to 
0.(1) =0. 7070ocos(o. 765 4 E):o.7070scos(1. 847 8 E):. 
[2k 1 
16-17 (1) wi : » Wy A ， YY, 1; 
2m m 名 
8 1 1 [2k 4 k 1 2 
《2 站 六 一 Teos 人 a | 2 = 了 cos | 2 
2m 他 m PE 2m Ts m 


2k? zo 2k(k—w’m)zo 


sinwt ,xs 一 
2&2 —5kw’? m+2wm’ 2 2k’—5kw’ m+2wtm? 


Jk /|k 
16-18 (1) wi=0.89 ,ws—=2.44 三 4 小 4.2; 
m m 


02) 。 ==, 下 时 ,左边 质量 块 位 移 最 小 ,为 零 此 时 ,右边 质量 块 位 移 为 


1 . /5k 
A Fosin 的 


(3) zi 


sinw!l 。 
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